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Сажетак

У овоj докторскоj дисертациjи су на почетку дате основе вероватносних и дифо-
лтних логика и основе оптимизационог приступа решавању различитих врста про-
блема. Вероватносне логике представљене у дисертациjи су LPP2, LPP ext

2 и LPCP
коjе, уз дифолтну логику, даjу добар основ за представљање непрецизног и непот-
пуног знања, као и за резоновање над тим знањем. Од постоjећих оптимизационих
метода, за представљање су издвоjени метахеуристички приступи коjи су већ кори-
шћени за решавање проблема задовољивости формула у логици LPP ext

2 . Поред ових
метода, приказана jе метода оптимизациjе колониjом пчела (BCO) коjа jе до сада
дала добре резултате у решавању различитих комбинаторних проблема, а сада jе
по први пут употребљена као основна метода у решавању проблема задовољивости
формула. Такође, до сада jе BCO метода коришђена за решавање проблема за коjе
постоjи неко решење, а примена методе jе имала за циљ да то решење поправи. Сада
се по први пут BCO метода користи за проналажење решења.

Главни делови тезе посвећени су примени методе оптимизациjе колониjом пчела
на проблем задовољивости формула логике LPCP и примени на дифолтно резо-
новање. За проблем задовољивости формула LPCP логике до сада ниjе постоjао
аутоматски доказивач теорема. Сва постоjећа решења, коjа се баве проблемом за-
довољивости формула у вероватносним логикама, су разматрала логике са опера-
торима апсолутне вероватноће, при чему су вероватноће имале вредности из скупа
реалних броjаве. Први пут jе развиjен аутоматски доказивач теорема коjи прихвата
формуле са условним вероватноћама и, додатно, дозвољава да вредности вероват-
ноћа припадаjу Хардиjевом пољу броjева Q[ε].

У дисертациjи jе детаљно представљен начин свођења проблема задовољивости
формула у логици LPCP на проблем линеарног програмирања, као и примена BCO
методе за решавање добиjеног линеарног проблема. BCO метода jе изабрана на
основу искуства да се бољи резултати добиjаjу коришћењем метода базираних на
популациjама, захваљуjући чињеници да оне дозвољаваjу деградациjу квалитета ре-
шења. Са друге стране, решења базирана на локалноj претрази врло лаку упадну
у замку локалног минимума, што често не води проналажењу решења. У раду су
приказани и анализирани резултати добиjени тестирањем. За потребе поређења ре-
зултата коришћен jе и егзактан (директан) приступ у решавању добиjеног проблема
линеарног програмирања помоћу Фуриjе-Моцкин методе елиминациjе (FME). Доби-
jени резултати су показали велику предност хеуристичког приступа над директним
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приступом како у успешности тако и у времену потребном за извођење закључака.

Примена BCO методе на дифолтно резоновање захтевала jе прилагођавање разви-
jеног алгоритма и нов приступ у представљању броjева из Хардиjевог поља броjева
Q[ε]. У циљу повећања ефикасности у извођењу закључака у дифолтном резоновању,
било jе неопходно тестирати различите стратегиjе, а добиjени резултати су детаљно
приказани у дисертациjи. У случаjу дифолтног резоновања добиjени резултати су,
такође, поређени са резултатима добиjеним применом FME методе, при чему jе, по-
ново, показана велика надмоћ хеуристичког приступа над директним приступом.
Приказана метода представља први хеуристички приступ дифолтном резоновању.
Сви до сада развиjани доказивачи су се заснивали на различитим директним при-
ступима.

4



Summary

At the beginning of this thesis basics of probabilistic and default logics are given, as
well as basics of optimization approach to solving different types of problems. Probabilistic
logics presented are LPP2, LPP ext

2 and LPCP . Together with default logic they make
a good base for presenting imprecise and incomplete knowledge and reasoning above
this knowledge. Emphasis is given on meta-heuristic approaches, that have already been
used for solving satisfiability problem in LPP ext

2 . Beside these methods, Bee Colony
Optimization method (BCO) is presented. It previously gave good results solving hard
combinatorial problems, this being the first time it is used as basic method for dealing
with formula satisfiability problems. Also, all previous uses of BCO consisted improving
the some feasible solution of the given problem. This is the first implementation of BCO
method for finding solutions.

Main parts of thesis are dedicated to implementation of BCO on solving satisfiability
problem for LPCP logic, and BCO implementation on default reasoning. Satisfiability
problem for LPCP logic had no automated solver before this thesis. All of the existing
solutions dealing with satisfiability problem in probabilistic logics considered logics with
absolute probability operators, with real value probabilities. This is the first time that a
solver that accepts formulas with conditional probabilities has been presented. Additionally,
it allows probability values to be from Hardy fields Q[ε].

Thesis presents, in detail, the way of reducing satisfiability problem in LPCP logic
to linear programming problem, as well as application of BCO method for solving the
resulting linear problem. BCO method is chosen based on experience of roviding better
results then the using evolutionary methods, due to the fact that it allow solution quality
degradation. On the other hand, solutions based on local search easily reach local optima,
which often prevents the system from finding solutions. Thesis shows and analyzes testing
results. For the purposes of results comparison, direct approach to solving resulting linear
programming problem, Fourier-Motzkin elimination method (FME) was used. Results
show great advantage of heuristic approach over FME, both regarding the success rate
and time required for reaching conclusion.

Application of BCO to default reasoning required adjusting the developed algorithm,
as well as new approach to representing numbers from Hardy’s field Q[ε]. In order to
improve efficiency in default reasoning testing of different strategies was required. This
thesis shows detailed results of these tests. In case of default reasoning, results were also
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compared to results of FME method. Again, great advantage of heuristic approach was
demonstrated. The method used presents the first heuristic approach to solving problems
in default reasoning. All previous solvers were based on different direct approach methods.
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Глава 1

Увод

О машинама коjе мисле и вештачким бићима прича се почев од грчких митова.
Машине са људским обликом правили су маjстори у свим великим цивилизациjама,
укључуjући Jан Шиjа (енг. Yan Shi) у III веку пре нове ере, Херона Александриjског
(енг. Hero of Alexandria) почетком нове ере и Ал-Jазариjа (енг. Al-Jazari) коjи jе жи-
вео краjем XII века. Људи су веровали да ће откривањем праве природе богова бити
у стању да их репродукуjу. Данас, у ери убрзаног развоjа рачунара, покушаjи да
се разуме природа и начин људског мишљења воде развоjу вештачке интелигенциjе.
Овом проблему се приступа са различитих становишта, зато и постоjи толико разли-
читих дефиницаjа вештачке интелигенциjе. Jедни jе описуjу кроз системе коjи мисле
као људи, други као системе коjи мисле рационално, трећи као системе коjи делуjу
као људи, четврти као системе коjи делуjу рационално [104]. Без обзира на иза-
бран приступ, рачунар коjи поседуjе вештачку интелигенциjу мора да буде у стању
да складишти оно што зна и чуjе (представља знање) и да користи ускладиштене
информациjе ради давања одговара на питања и извођења нових закључака (ауто-
матско расуђивање). За бављење овим сегментом вештачке интелигенциjе наjбоље
оквире пружа математичка логика, а поготову комбинациjа математичке логике и
теориjе вероватноће, коjа треба да омогући рад са непрецизним и непотпуним ин-
формациjама.

1.1 Развоj математичке логике и теориjе вероватноће

Формално резоновање има jако дугу историjу. Кинески, индиjски и грчки фи-
лозофи су пре нове ере поставили основе дедуктивног размишљања коjе jе потом
развиjано вековима. Са друге стране, игре на срећу иницирале су развоj вероват-
ноће. Ове две математичке дициплине, математича логика и вероватноћа, су се кроз
историjу често комбиновале: заснивање теориjе вероватноће на логичким основама,
пручавање логика у коjима се истинитосна вредност формула израчунава помоћу
функциjа коjе су вероватносне мере или личе на њих, проширивање логичког jезика
конструкциjама коjе омогућаваjу да се непосредно говори о вероватноћи итд.
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ГЛАВА 1. УВОД

Након дуже стагнациjе у развоjу математичких дисциплина, у седамнаестом веку
Лаjбниц (нем. G.ottfried Wilhelm von Leibniz, 1646 – 1716) своjим радовима прави
огроман помак и поставља основе за даљи развоj, пре свега, анализе, нестандардне
анализе, математичке логике, вероватноће. Лаjбниц jе био инспирисан радом Па-
скала (фран. Blaise Pascal, 1623 – 1662), коjи jе патентирао ,,машину за рачунање”
и радио jе на развоjу универзалне науке (лат. Scientia universalis) коjа jе требало да
омогући аритметизациjу закључивања. Лаjбниц jе разматрао вероватносну логику
као алат за процену несигурности и за дефинисање вероватноће као мере знања. У
своjим есеjима [64, 65, 66], Лаjбниц jе предложио да се алат развиjен за анализу игара
на срећу, примени и на развоj нове логике коjа би се бавила степенима вероватноћа
и коjа се може користити за доношење рационалних одлука у присуству контра-
дикторних чињеница. Он jе разликовао две врсте рачуна. Први, рачун унапред,
се бавио проценом вероватноће догађаjа ако jе позната вероватноћа услова. Други,
рачун уназад, jе процењивао вероватноћу узрока, уколико jе вероватноћа последице
позната. Лаjбниц jе имао пуно наследника, међу коjима су наjзначаjниjи, када jе у
питању вероватносна логика браћа Jакоб и Jохан Бернули (нем. Jacob Bernoulli, по-
знат и као James или Jacques, 1655 – 1705 и нем. Johann Bernoulli, 1667 – 1748), Баjес
(енг. Thomas Bayes, 1702 – 1761), Jохан Ламберт (фран. Jean-Henri Lambert, 1728 –
1777), Лаплас (фран. Pierre Simon de Laplace, 1749 – 1827), Бернард Болцано (чеш.
Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, 1781 – 1848), Де Морган (енг. Augustus
De Morgan, 1806 – 1871), Бул (енг. George Boole, 1815 – 1864), Вен (енг. John Venn,
1834 – 1923), Мек Кол (енг. Hugh MacColl, 1837 – 1909), Пирс (енг. Charles S. Peirce,
1839 – 1887), Порецки (рус. Платон Сергeевич Порецки�, 1846 – 1907) и други.

Jакоб Бернули jе први коjи jе унапредио Лаjбницове идеjе. Он jе предложио
процедуру за одређивање нумеричког степена поузданости претпоставке добиjене на
основу аргумената. Реч аргумент jе коришћена да означи исказе и релациjе импли-
кациjе између претпоставки и закључака. Бернули се бавио и питањем израчунавања
степена поузданости када постоjи више аргумената за исти закључак.

Ламберт jе у своjоj књизи [62] анализирао силогистичка извођења облика ,,ако jе
B 3/4 од A и C jе A, тада jе C B са вероватноћом 3/4”. У Баjесовом раду [4] се први
пут поjављуjу резултати везани за условне вероватноће. Записано модерном нота-
циjом, Баjес jе разматрао проблем одређивања вероватноће P (A|B) где jе A исказ
,,P (E) ∈ [a, b]”, док jе B исказ ,,догађаj E се реализовао p пута и ниjе се реализовао
q пута у p + q независних покушаjа”. Болцано [6] jе логику посматрао као основну
теориjу науке, док jе вероватноћа била део логике. Он jе посматрао ваљаност исказа
A(x) као меру скупа {c : |= A(c)}, тj. као |{x:x∈U∧U |=A(x)}|

|{x:x∈U}| . Релативна ваљаност jе
релациjа међу исказима и има исте особине као условна вероватноћа у данашњим
терминима. Болцано jе доказао више теорема коjе се односе на релативну ваљаност.
Де Морган се у своjоj књизи [18] бавио вероватносним закључивањем даjући подр-
шку нумеричком вероватносном приступу као делу логике. Уместо систематичног
приступа, Де Морган jе описивао неке проблеме и покушавао да их реши логичким
приступом. Интересантно jе да jе Де Морган направио неке грешке при решавању
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ГЛАВА 1. УВОД

проблема, коjе су углавном произилазиле из игнорисања (не)зависности догађаjа.

Рачун коjи jе Бул предложио [7, 8] иницирао jе убрзани развоj математичке ло-
гике. Бул jе настоjао да направи систем коjи би био основа логичког рачуна као и
опште методе за примену у теориjи вероватноће. Бул jе тврдио да наjопштиjи про-
блем у теориjи вероватноће може да се реши уколико се посматра произвољан скуп
логичких функциjа {f1(x1, . . . , xm), . . . , fk(x1, . . . , xm), F (x1, . . . , xm)} и одговараjуће
вероватноће p1 = P (f1(x1, . . . , xm)), . . . , pk = P (fk(x1, . . . , xm)) са циљем да се одреди
P (F (x1, . . . , xm)) у зависности од p1, . . . , pk. Он jе обjаснио везу између логике са кла-
сичним везницима и особина вероватноћа догађаjа. Бул се ограничио на ексклузивну
дисjункциjу и веровао jе да се сваки подисказ може изразити у терминима основних
и независних компоненти. На таj начин, вероватноћа или-конструкциjе jе jеднака
збиру вероватноћа компонената, док jе вероватноћа и-конструкциjе jеднака прои-
зводу вероватноћа компонената. На таj начин jе могуће трансформисати логичке
функциjе догађаjа у систем алгебарских функциjа одговараjућих вероватноћа. Бул
jе решавао овако добиjене системе процедуром коjа jе еквивалентна Фуриjе-Моцкин
методи елиминациjе. Његова процедура, иако ниjе потпуно успешна, пружила jе
основу за вероватносно резоновање. У [36, 37] jе дата исправка Булове процедуре
коришћењем приступа линеарним програмирањем.

Булови наследници су се трудили да унапреде Булове идеjе. Jедан од њих jе По-
рецки [97]. Пирс у [94] и Мек Кол у [79] су поjаснили означавање условне вероватноће
као шансе да jе тврђење тачно, под претпоставком да jе друго тврђење тачно и увели
су одговараjућу ознаку xa (коjа одговара ознаци P (x|a)).

Мек Кол jе, истовремено са Фрегеом (нем. Friedrich Ludwig Gottlob Frege, 1848 –
1925), развиjао исказни рачун као независну грану логике. Он jе био први аутор коjи
jе, у [75], покушао да дво-вредносну логику прошири трећом истинитосном вредно-
шћу. Добиjени систем садржи сигурне, немогуће и променљиве исказе. Искази прва
два типа су или тачни или нетачни, док jе исказ трећег типа некада тачан, а некада
нетачан.

Вен jе 1870-их развиjао идеjу да повећа фреквенциjу поjаве поjмова о вероватноћи
у логици. Он jе сматрао да jе вероватносна логика, заправо, логика низа тврђења.
Низ од jедног елемента овог типа придружуjе датом исказу jедну од две вредно-
сти 0 или 1, док бесконачан низ придружуjе ма коjи реалан броj из интервала [0,1].
Неки традиционални логичари су били незадовољни укључивањем индукциjе у де-
финициjе поjмова везаних за вероватноћу, али остали су наставили своj рад у овом
правцу.

Током прве половине 20-ог века постоjала су бар три правца у развоjу теориjе
вероватноће. Истраживачи коjи су припадали првом правцу, Ричард фон Мис (нем.
Richard von Miss, 1883 – 1953) и Ханс Раjхенбах (нем. Hans Reichenbach, 1891 –
1953) су, на пример, посматрали вероватноћу као релативну фреквенцу и извели
правила на основу те интерпретациjе. Други приступ jе карактеристичан по развоjу
формалног рачуна за вероватноћу. Неки аутори из тог правца су Џеорџ Болман (нем.
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ГЛАВА 1. УВОД

Georg Bohlmann, 1869 – 1928), Сергеj Натанович Берштеjн (рус. Серге� Натанович
Берште�н, 1880 – 1968) и Емил Борел (фран. Emilе Borel, 1871 – 1956). Оваj правац
jе кулминирао Колмогоровом (рус. Андре� Николаевич Колмогоров, 1903 – 1987)
аксиоматизациjом вероватноће [58]. На краjу, неки истраживачи, попут Џона Кеjнса
(енг. John M. Keynes, 1883 – 1946), Раjхенбаха и Рудолфа Карнапа (нем. Rudolf
Carnap, 1891 – 1970) су наставили Булов приступ повезуjући вероватноћу и логику.

У Кеjнсовим истраживањима, вероватноћа jе посматрана као основни поjам коjи
се не дефинише. Он jе предложио аксиоматску анализу релациjа међу исказима коjи
се понашаjу као условне вероватноће. Са становишта савремене логике, оваj аксио-
матски систем ниjе прихватљив, пошто у њему, на пример, не постоjе спецификациjа
синтаксе, правила извођења и слично.

Карнапов рад на логичким основама вероватноће jе био покушаj да се развиjе ло-
гички поjам вероватноће. Карнап jе повезао поjмове индуктивног извођења, вероват-
ноће и потврђивања. Он jе био међу првим истраживачима коjи jе jасно разликовао
два различита поjма вероватноће. Поjам вероватноће као релативне фреквенциjе,
коjа jе коришћена у статистичким истраживањима, jе емпириjске природе и из тог
разлога непогодна за развоj индуктивне логике. Карнапу jе за развоj индуктиве ло-
гике, коjа jе за њега била исто што и вероватносна логика, био потребан логички
поjам вероватноће као степена потврде неке хипотезе на основу неких доказа, тj. ло-
гичка релациjа измађу два исказа, означена са c(h, e). Он jе фиксирао унарни jезик
првог реда за исказивање h и e, да би могао да проучава особине релациjе c. Иако
оваj рад ниjе био у потпуности успешан, он jе подстакао развоj вероватносне логике
првог реда [26, 27, 108, 114].

Раjхенбах jе истраживао логичке структуре вероватносних исказа са филозофског
и техничког аспекта. Он jе увео основну вероватносну релациjу између класа и
реалних броjева користећи формулу облика P (A,B) = p у значењу ,,за свако i, ако
xi припада класи A, тада yi припада класи B са вероватноћом p”.

Алекасндар Крон (1928 – 2000) jе проучавао везу између вишевредносних логика
и теориjе вероватноће [60]. Он jе посматрао унарну операциjу генерисања Булове
алгебре скупа формула и вероватносну функциjу дефинисану на тоj алгебри. При
томе jе дао неколико тврђења коjима се повезуjу теориjа вероватноће (условна веро-
ватноћа, независност) и логика (импликациjа, доказ).

Упркос радовима Раjхенбаха, Карнапа и њихових следбеника, током друге по-
ловине 20-ог века развоj логике и теориjе вероватноће су текли потпуно независно.
Краjем 19-ог века, независно од алгебарског приступа, развоj математичке логике jе
био инспирисан потребом логичког заснивања математике. Главни представник тог
правца jе био Фреге, коjи се трудио да обjасни основне логичке везе између поjмова
и математичких исказа. Фреге jе увео истинитосне вредности, као посебне врсте
апстрактних вредности, чиме jе сваки исказ именован као тачан или нетачан. Jасно
jе да, по Фрегеу, истинитосне вредности имаjу посебан статус коjе никако нису по-
везане са вероватноћом. Овакав приступ jе достигао врхунац Геделовим (нем. Kurt
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ГЛАВА 1. УВОД

Friedrich Gödel, 1904 – 1977) радом, коjи jе доказао потпуност логике првог реда [31].
Овим радовима логика првог реда jе заузела централно место у заjедници логичара
и тек краjем 70-их година XX века се поново jавио интерес за вероватносну логику.

Наjважниjи помак у вероватносноj логици, након Лаjбница и Була, направио jе
Кислер (енг. Howard Jerome Keisler, 1936 – ). Сврха његовог познатог рада [53] jе
била да понуди модел-теориjски приступ теориjи вероватноће. Оваj рад jе, такође,
омогућио коришћење нестандардне анализе као корисног метода. Кислер jе увео не-
колико корисних логичких квантификатора, попут Px > r. Формула (Px > r)φ(x)

означава да скуп {x : φ(x)} има вероватноћу већу од r. Рекурзивну аксиоматизациjу
ове логике, означаване са LAP , дао jе Хувер (енг. Douglas N. Hoover) [49]. Своjим
радовима Кислер и Хувер су направили велики допринос на овом пољу. Доказали
су теорему потпуности за разне врсте модела и многе друге модел-теориjске тео-
реме. Развоjем вероватносне теориjе модела омогућено jе проучавање логика веће
изражаjности.

Баjесов принцип вероватносног расуђивања jе почео рано да се користи, пого-
тово у креирању експертних система за медицинску диjагностику. Међутим, он ниjе
имао теориjски модел, па jе из тог разлога имао броjне недостатке. Овакви модели
су почетком 1970-их престали да се користе за вероватносно резоновање. Средином
1980-их jе порастао интерес за вероватносне логике због развоjа многих области при-
мене резоновања са непоузданим знањем, попут економиjе, вештачке интелигенциjе,
рачунарске науке, филозофиjе и тако даље.

У наставку ће кратко бити приказани разлози за развоj хеуристичких метода за
решавање различитих проблема, а затим ће бити дат опис проблема коjи jе решаван
и коjи представља централни део ове дисертациjе. Осим тога биће дате и полазне
претпоставке у решавању описаног проблема као и преглед постоjећих решења слич-
них проблема.

1.2 Метахеуристике

Развоjем рачунара и потребом да се решаваjу проблеми код коjих jе простор
стања коjи треба претражити огроман, jавља се потреба за развоjем различитих
метода оптимизациjе решавања проблема. Наjопштиjе гледано, методе оптимизациjе
се могу поделити на егзактне и приближне, коjе се даље деле на хеуристичке и
симулационе [15]. Егзактне методе су наjпожељниjе, обзиром да гарантуjу добиjање
оптималног решења, али су, због велике комплексности, применљиве на мали броj
проблема. Са друге стране, симулационе методе могу да се примењуjу на jако велики
броj проблема, али jе њихово решење наjнепоузданиjе. Код решавања проблема код
коjих jе броj (допустивих) решења коначан, али изузетно велики, велики успех jе
показала примена хеуристичких метода.

Основна предност хеуристичких метода jе релативно велика брзина коjом прона-
лазе решења. Добиjена решења нису увек оптимална, чак често не постоjи ни оцена
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ГЛАВА 1. УВОД

квалитета добиjеног решења. Међутим, обзиром да реални проблеми захтеваjу про-
налажење решења у што краћем временском периоду, решења коjа даjу хеуристичке
методе могу бити довољно добра. Са друге стране, када неко решење проблема већ
постоjи, могу се применити разне технике за његово побољшање, што jе основна
идеjа приликом настаjања хеуристика.

У решавању неког проблема, наравно, могу се комбиновати различити типови
хеуристика. Хеуристике су се током времена показале као jедини практични на-
чин за решавање различитих оптимизационих проблема, па се, сходно томе, овоме
посвећуjе све већа пажња. То jе довело до развоjа универзалних хеуристика или
тзв. метахеуристика. Класичне хеуристике су, углавном, биле намењене решавању
конкретних проблема и користиле су познате особине датог проблема за његово ре-
шавање. Метахеуристике се састоjе од уопштених скупова правила коjа се могу при-
менити за решавање разноврсних проблема. Метахеуристички приступи засновани
су на општим алгоритмима оптимизациjе коjи подразумеваjу примену итеративних
поступака у циљу поправљања неког постоjећег решења.

Многе метахеуристичке методе су се развиле по угледу на процесе у природи,
на пример генетски алгоритми (енг. Genetic Algorithm, ГА), разни еволутивни алго-
ритми (енг. Evolutionary Algorithm, ЕА), неуралне мреже (енг. Neural Network),
колониjе мрава (енг. Ant Colony Optimization, ACО), колониjе пчела (енг. Bee
Colony Optimization, BCO и енг. Bee Swarm Optimization, BSO) и други. Неке
су инспирисане локалним претраживањем (енг. local search) са разним идеjама да
се избегне замка локалног минимума, на пример вишестартно локално претражи-
вање (енг. Multistart local search, MLS), метода променљивих околина (енг. Variable
neighborhood search, VNS), табу претраживање (енг. Tabu-search, TS), похлепна сто-
хастичка прилагодљива процедура претраживања (енг. Greedy Randomized Adaptive
Search Procedure, GRASP) и друге.

Скорашња истраживања су показала да метахеуристичке методе даjу добре резу-
лтате у претраживању знања у домену вештачке интелигенциjе. Jедна таква примена
биће тема овог рада.

1.3 Поставка проблема

Као што jе већ напоменуто, вероватносне логике даjу добар оквир за предста-
вљање знања и резоновање у ситуациjама када су чињенице непоуздане, контра-
дикторне или непотпуне. Немонотоно резоновање боље осликава закључивање у
реалним ситуациjама, а вероватносне логике су jедна од могућности за реализациjу
овакве врсте закључивања. У овом приступу се врши проширивање класичне логике
изразима коjи омогућаваjу да се говори о вероватноћи, док формуле остаjу истините,
односно лажне. На таj начин се ствара могућност да формално изразимо реченице
попут “условна вероватноћа од A, под условом B, jе барем s”. У модел-теориjском
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и доказно-теориjском проучавању вероватносних логика уобичаjено jе да се разма-
траjу различите врсте вероватноћа (са коначним, преброjивим или непреброjивим
кодоменима, коначне или сигма-адитивне итд.) и вероватносних оператора (опера-
тори апсолутне вероватноће, оператори условне вероватноће, оператори погодни за
исказивање прецизних или приближних вероватноћа, итд.) помоћу коjих се форми-
раjу формални логички искази.

Домени примене овако представљеног знања су броjни. Наjочигледниjи пример
jе диjагностиковање у медицини, где присуство или одсуство неког симптома указуjе
на неку болест сасвим сигурно или у одређеном проценту. У раду ће бити предста-
вљен и начин моделовања дифолтног закључивања користећи вероватносну логику
са приближним условним вероватноћама [101]. Дифолтно резоновање представља
jош jедну врсту немонотоног резоновања погодног за формализациjу људског резо-
новања код ког се често, у случаjу пристизања нових информациjа, врши ревизиjа
претходних одлука. Осим, у већ поменутоj медицини, дифолтно резоновање може
да нађе своjу примену у закључивањима коjа се тичу правних регулатива, специфи-
кациjи различитих система и апликациjа и слично.

Наjвећи део овог рада биће посвећен вероватносноj логици LPCP са приближним
условним вероватноћама [101]. Кодомен за посматране вероватноће jе Хардиjево
поље Q(ε), где jе ε инфинитезимално мали броj. Осим претстављања аксиоматског
система, његове коректности и комплетности, посебна пажња биће посвећена про-
блему задовољивости обзиром на могуће примене. По угледу на проблем задовољи-
вости класичних формула (енг. satisfiability problem, SAT), коjи jе као основни NP-
комплетни проблем постао централни проблем теориjе сложености израчунавања,
проблем задовољивости вероватносних формула се означава са PSAT, а, конкретно,
проблем задовољивости у логици LPCP биће означен са CPSAT-ε.

Вероватносна логика са приближним условним вероватноћама представља про-
ширење исказног рачуна. Вероватносне формуле добиjене на оваj начин су облика
CP>s(α, β), CP6s(α, β) и CP≈s(α, β), са значењем ,,вероватноћа да jе α под усло-
вом да jе β jе наjмање s”, ,,наjвише s” и ,,приближно s”, респективно. Проблем
задовољивости у овоj логици се може свести на проблем линеарног програмирања
[101]. Решавање добиjених система стандрадним методама jе због комплексности
проблема практично неприменљиво у реалним ситуациjама. Примена, на пример,
Фуриjе-Моцкин методе елиминациjе (енг. Fourier-Motzkin elimnation method, FME)
доводи до експонециjалног раста броjа неjеднакости у систему. Из овог разлога, за
решавање ове класе проблема добре резулатате даjе примена различитих метахеури-
стичких метода.

Посебна пажња посвећена jе резоновању у дифолтноj логици, коjа, такође, пред-
ставља проширење исказне логике дифолтним правилима. Дифолтна правила се
могу представити формулама облика CP≈1(α, β), а добиjени формални систем се у
потпуности поклапа са дифолтним системом P. На оваj начин се дифолтно резо-
новање своди са специjални случаj резоновања у вероватносноj логици са прибли-
жним условним вероватноћама. Обзиром да jе главни циљ дифолтног резоновања
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испитивање да ли jе могуће извести закључак B из претпоставки A1, A2, . . . , An, ово
резоновање ће бити сведено на испитивање задовољивости следећа три скупа фор-
мула: ∆ = {A1, A2, . . . , An}, Φ1 = ∆ ∪ {B} и Φ2 = ∆ ∪ {¬B}, где су A1, A2, . . . , An, B

дифолтна правила. Задовољивост скупа ∆ потврђуjе конзистентност дифолтне базе.
Задовољивост скупа Φ1 показуjе да дифолт B ниjе у контрадикциjи са базом. Из
незадовољивости скупа Φ2 се изводи закључак да jе B последица скупа претпоставки.

1.4 Поставка основне хипотезе

Предмет овог рада jе развоj метода за испитивање задовољивости формула у
вероватносним логикама са операторима условне вероватноће и испитивање задово-
љивости скупа дифолта моделираним уз помоћ ових логика. Обзиром на сложеност
посматраних проблема њихово решавање потпуним процедурама могуће jе само за
примере веома малих димензиjа. Ова тврдња биће поткрепљена резултатима до-
биjеним применом FME методе за решавање система неjеднакости добиjених свође-
њем проблема задовољивости на проблем линеарног програмирања. FME метода
биће примењена и у случаjу CPSAT-ε и у случаjу задовољивости скупа формула
у дифолтним логикама. За CPSAT-ε до сада ниjе постоjао аутоматски проверавач
задовољивости формула, док су за дифолтно резоновање развиjане само егзактне
(директне) методе.

Као пример бољег приступа у решавању ових проблема биће приказана метахеу-
ристичка метода оптимизациjе колониjом пчела (енг. Bee Colony Optimization, BCO).
BCO jе метахеуристичка метода коjа jе показала веома добре резулате у решавању
различитих оптимизационих проблема. То jе стохастичка метода, коjа се заснива
на случаjноj претрази (енг. random-search technique) и припада класи алгоритама
базираних на популациjама. Ова техника користи аналогиjу између начина на коjи
пчеле у природи траже храну и оптимизационог алгоритма за тражење оптималног
решења датог оптимизационог проблема. BCO метода jе по први пут искоришћена
за проналажење решења прблема. До сада, она jе коришћена као оптимизациона
метода коjа већ постоjеће решење неког проблема покушава да поправи. Такође, ис-
куство показуjе да коришћење метода базираних на популациjама даjе боље резулате
од метода коjе су засноване, на пример, на локалноj претрази. Методе засноване на
популациjама дозвољаваjу деградациjу квалитета решења, док, насупрот њима, ме-
тоде засноване на локалноj претрази, лако упадну у замку локалног минимума, коjа
не води проналажењу решења.

1.5 Преглед постоjећих решења

За CPSAT-ε не постоjи аутоматски доказивач теорема нити jе BCO метода кори-
шћена за решавање проблема задовољивости. Примена метахеуристичких метода за
решавање проблема задовољивости, ипак, ниjе нов приступ.
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У литератури могу да се нађу хеуристички приступи у решавању проблема за-
довољивости у исказноj логици (SAT) и проблема одређивања максималног броjа
клауза у датоj формули у конjунктивноj нормалноj форми коjе могу бити задово-
љене при некоj интерпретациjи, такође, у исказноj логици (енг. maximum satisfiability
problem, MAX-SAT). Многа понуђена решења се засниваjу на процедурама локалне
претраге [55, 68, 109, 113]. Затим, постоjе решења за SAT коjа се засниваjу на ин-
телигенциjи популациjе, попут ACO и BSO представљених у [20, 119]. За SAT и
MAX-SAT су у [77, 99] представљени приступи коришћењем GA, а комбинациjом GA
са другим метахеуристичким методама jе представљена у [82].

Вероватносне логике су представљене у радовима [23], [88] и [84]. За ове логике
проблем задовољивости jе означен са PSAT и за његово решавање jе у [85, 86] пред-
стављен приступ коришћењем GA, у [50] коришћењем VNS, у [87] комбинациjа GA
и VNS, коришћењем локалне претраге у [52], а коришћењем TS у [41]. Међутим,
између посматраног PSAT и CPSAT-ε, коjи ће бити предмет овог рада, постоjе две
кључне разлике:

• CPSAT-ε се односи на рад са условним вероватносним оператором, за разлику
од PSAT, где се разматраjу апсолутни вероватносни оператори;

• вероватноће у формулама у CPSAT-ε могу имати инфинитезималне вредности,
док су код PSAT све вероватноће реално вредносне.

За закључивање у дифолтним логикама у литератури не простоjе предложени
хеуристички приступи. Неки алгоритми за резоновање у условним базама знања и
њихова комплексност су дати у [22], а сличан проблем jе разматран и у [33]. Условна
база знања jе пар KB = (L,D), где jе L коначан скуп исказних формула и D коначан
скуп дифолта. За систем P jе показано да jе проблем испитивања да ли jе условна
база знања конзистентна, NP-комплетан у општем случаjу и P-комплетан у случаjу
када се ради са хорновским формулама. У радовима [69, 70, 71] су представљени
различити формални системи коjи се састоjе од фомула исказне логике, дифолта
и вероватносног знања записаног у облику условних ограничења. Ови формали-
зми представљаjу приступ резоновању над статистичким и субjективним знањем. У
овим радовима дати су односи између представљених формализама, алгоритми за
резоновање у датим системима и комплексност тих алгоритама. Детаљан приказ
аутоматског дифолтног резоновања jе дат у [19]. Додатно, алгоритами за дифолтно
резоновање базирани на методи таблоа су приказани у [102, 107]. Аутоматски дока-
зивач теорема за дифолтно резоновање заснован на програмском jезику Пролог (енг.
Prolog) jе приказан у [105].

1.6 Преглед садржаjа дисертациjе

У наредним поглављима овог рада биће приказани приступи у решавању про-
блема задовољивости у вероватносноj логици са приближним условним вероватно-
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ћама и дифолтноj логици.

У поглављу 2 биће дат детаљан опис синтаксе, аксиоматско заснивање вероватно-
сних логика, а посебна пажња биће посвећена логици LPCP , обзиром да су у наствку
за ову логику развиjани алгоритми за резоновање. Поглавље 3 садржи приказ ди-
фолтног резоновања. детаљно jе приказан систем P, као и његова веза са логиком
LPCP . У поглављу 4 су дате основне дефинициjе проблема оптимизациjе и преглед
метахеуристичких метода коjе су до сада примењиване за решавање проблема резо-
новања у вероватносним логикама. Поред овх метода дат jе детаљан опис методе
оптимизациjе колониjом пчела као методе коjа jе у наставку коришћена за развоj
алгоритама за резоновање у LPCP и дифолтноj логици.

Поглавља 5 и 6 предствљаjу централни део дисертациjе. Поглавље 5 садржи дета-
љан опис примене BCO методе на испитавње задовољивости формула LPCP логике,
затим анализу резултата добиjених тестирањем, као и резултате добиjене паралели-
зациjом развиjеног алгоритма. У поглављу 6 су описани сви кораци у коjима jе било
неопходно извршити модификациjу BCO методе развиjене за резоновање у LPCP

логици, да би добиjени алгоритам дао прихватљиве резултате приликом примене на
резоновање у дифолтноj логици. Ово поглавље садржи и детаљниjу анализу резу-
лтата добиjених применом различих статегиjа, као и резултате тестирања применом
наjефикасниjе стратегиjе на примере из литературе.

Закључна разматрања и правци даљег развоjа дати ду у поглављу 7, док су описи,
раниjе познатих метода коришћених у раду дати у додатку A.

1.7 Захвалност

Велику помоћ приликом истраживања и изради дисертациjе пружили су ми про-
фесори Зоран Огњановић и Татjана Давидовић. На корисним саветима добиjеним
приликом рада на истраживању коjе jе резултовало дисертациjом, захваљуjем се
професорима Небоjши Икодиновић и Милошу Ивановићу.

Посебну захвалност за пружену помоћ, подршку и показано стрпљење током рада
на дисертациjи дугуjем Дарку.
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Глава 2

Вероватносне логике

2.1 Логика LPP2

У овом делу биће описана синтакса и неке класе модела за логику LPP2. Такође
ће бити дата бесконачна аксиоматизациjа. Теореме о потпуности и комплетности
логике LPP2 су дате у раду [89].

2.1.1 Синтакса

Нека jе Q[0, 1] скуп свих рационалних броjева из [0, 1]. Jезик логике LPP2 се
састоjи од

• преброjивог скупа исказних слова Var = {p, q, r, . . .},

• класичних оператора ¬ и ∧,

• и низа вероватносних оператора P6s за свако s ∈ Q[0, 1].

Скуп ForC класичних исказних формула над скупом Var се дефинише на уобича-
jен начин. Елементи скупа ForC ће бити означавани са α, β,. . . Ако α ∈ ForC и
s ∈ Q[0, 1], тада се P>sα назива основна вероватносна формула. Скуп ForP свих
вероватносних формула jе наjмањи скуп коjи:

• садржи све основне вероватносне формуле и

• затворен jе за правила: ако A,B ∈ ForP тада ¬A,A ∧B ∈ ForP .

Формуле из скупа ForP ће бити означаване са A, B,. . . Нека jе ForLPP2 = ForC ∪
ForP . Формуле из скупа ForLPP2 ће бити означаване са Φ, Ψ, . . .

Остали класични оператори су дефинисани на уобичаjени начин: α∨β =def ¬(¬α∧
¬β), α→ β =def ¬α∨ β и α↔ β =def (α→ β)∧ (β → α) и слично фаормуле из скупа
ForP , док ће α∧¬α и A∧¬A бити записиване као ⊥. Други вероватносни оператори
се уводе следећим дефинициjама:
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• P<sα =def ¬P>sα,

• P6sα =def P>1−s¬α,

• P>sα =def ¬P≤sα,

• P=sα =def P>sα ∧ P6sα.

Као што се може видети, ниjе дозвољено мешање исказних и вероватносних
формула, као ни угњеждавање вероватносних оператора. Тако, на пример фор-
муле α ∨ P>sβ и P≥sP>rα не припадаjу скупу ForLPP2 . Са друге стране, формула
(P>rα ∧ P=s(α → β)) → P6tβ ∈ ForLPP2 и може се схватити као ,,ако jе вероватноћа
од α већа од r и β следи из α са вероватноћом s, тада вероватноћа од β ниjе већа од
t”.

2.1.2 Семантика

Семантика за логику LPP2 се заснива на приступу са могућим световима [89].

Дефинициjа 2.1.1. LPP2-модел jе структура M = 〈W,H, µ, v〉 где jе:

• W непразан скуп обjеката названих светови,

• H алгебра подскупова од W ,

• µ коначна адитивна мера, µ : H → [0, 1] где:

– за свако X ∈ H, µ(X) ≥ 0,

– µ(W ) = 1, и

– µ(X1 ∪X2) = µ(X1) + µ(X2), за све дисjунктне скупове X1, X2 ∈ H,

• v : W × Var → {true, false} функциjа коjа сваком свету w ∈ W додељуjе исти-
нитосну валуациjу v(w) за исказна слова. Истинитосна валуациjа v(w) се
прошируjе на исказне формуле на уобичаjени начин.

Ако jе M LPP2-модел и α ∈ ForC скуп {w : v(w)(p) = true} се означава са [α]M.
Ознака M може бити изостављена из записа [α]M, тj. биће коришћена ознака [α]

ако jе jасно о ком моделу M се говори. LPP2-модел M = 〈W,H, µ, v〉 jе мерљив ако
[α]M ∈ H за сваку формулу α ∈ ForC . У наставку ће пажња бити посвећена класи
свих мерљивих LPP2-модела, у ознаци LPP2,Meas.

Дефинициjа 2.1.2. Релациjа задовољивости |= ⊂ LPP2,Meas × ForLPP2 jе де-
финисана следећим условима за сваки LPP2.Meas-модел M = 〈W,H, µ, v〉:

• ако jе α ∈ ForC, M |= α ако и само ако за свако w ∈ W , v(w)(α) = true,

18



ГЛАВА 2. ВЕРОВАТНОСНЕ ЛОГИКЕ

• M |= P>sα ако и само ако µ([α]) > s,

• за A ∈ ForP , M |= ¬A ако и само ако M 6|= A,

• за A,B ∈ ForP , M |= A ∧B ако и само ако M |= A и M |= B.

Дефинициjа 2.1.3. Формула Φ ∈ ForLPP2 jе задовољива ако постоjи LPP2,Meas-
модел M такав да M |= Φ; формула Φ jе ваљана ако за сваки LPP2,Meas-модел M

важи да M |= Φ; скуп формула T jе задовољив ако постоjи LPP2,Meas-модел M

такав да M |= Φ за свако Φ ∈ T .

2.1.3 Аксиоматски систем

Скуп свих ваљаних формула се може окарактерисати следећом аксиоматском
схемом:

1. Све ForC-инстанце исказних таутологиjа

2. P>0α

3. P6rα→ P<sα, s > r

4. P<sα→ P6sα

5. (P>rα ∧ P>sβ ∧ P>1(¬(α ∧ β)))→ P>min(1,r+s)(α ∨ β)

6. (P6rα ∧ P<sβ)→ P(r+s)(α ∨ β), r + s 6 1

и правилима извођења

1. Из Φ и Φ→ Ψ се изводи Ψ.

2. Из α се изводи P>1α

3. Из A→ P6a− 1
k
, за свако k 6 1

s
и s > 0 се изводи A→ P>sα

Аксиоматски систем ће бити обележен са AxLPP2 .

Дефинициjа 2.1.4. Формула Φ jе изводива из скупа формула T (у ознаци T `AxLPP2
Φ) ако постоjи наjвише преброjив низ формула Φ0, Φ1,. . . , Φ, тако да jе свако Φi

аксиома или формула из скупа T или jе изведена из претходних формула правилом
извођења. Доказ за формулу Φ из скупа формула T jе одговараjући низ формула.
Формула Φ jе теорема (у ознаци `AxLPP2 Φ) ако jе изводива из празног скупа.

Дефинициjа 2.1.5. Скуп формула T jе конзистентан ако постоjи бар jедна фор-
мула из ForC и бар jедна формула из ForP коjе нису изводиве из T , у супротном
jе T неконзистентно. Конзистентан скуп формула T jе максимално конзи-
стентан ако важи:
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• за свако α ∈ ForC, ако T `AxLPP2 α, тада α ∈ T и P>1α ∈ T и

• за свако A ∈ ForP или A ∈ T или ¬A ∈ T .

Скуп формула T jе дедуктивно затворен ако за свако Φ ∈ ForLPP2, ако T `AxLPP2
Φ тада Φ ∈ T .

Класичне и вероватносне формуле у дефинициjи 2.1.5 се не обрађуjу на исти
начин, тj. ниjе неопходно да за сваку класичну формулу α, α или ¬α припада
максимално конзистентном скупу, као што се захтева за формуле из скупа ForP .

На основу аксиоме 1 класична исказна логика представља подлогику логике LPP2.
Лако се показуjе да сваки LPP2-доказ има два дела (jедан од њих може бити празан).
У први део доказа су укључене само исказне формуле, док се у другом делу користе
само формуле из скупа ForP . Ова два дела су одвоjена применом правила изво-
ђења 2. Обзиром да не постоjи инверзно правило, током извођења доказа jе могуће
прећи са дела исказних формула на део са вероватносним формулама, али обрнуто
ниjе могуће. Из овога се изводи да логика LPP2 представља проширење класичне
исказне логике. Аксиоме 2 - 6 се односе на вероватносни аспект LPP2 логике. На
основу аксиоме 2 свака формула jе задовољива у скупу светова чиjа jе мера бар нула.
Заменом формуле α формулом ¬α добиjа се формула P>0¬α. На основу дефинициjе
оператора P61 добиjа се нови облик аксиоме 2:

2’ P61α (= P>1−s¬α за s = 1)

Оваj облик намеће да je свака формула задовољива на скупу светова чиjа jе мера
наjвише 1, и тиме дефинише горњу границу за вероватноће формуле у LPP2,Meas-
моделима. На сличан начин, аксиоме 3 и 4 су еквивалентне са:

3’ P>tα→ P>sα, t > s

4’ P>sα→ P>sα

респективно. Аксиоме 5 и 6 се односе на адитивност мере. На пример, у аксиоми
5, ако су скупови светова, у коjима су формуле α и β задовољиве, дисjунктни, тада
мера скупа светова, у коjима jе α ∨ β задовољиво, представља суму мера поjеди-
начних скупова светова. Правило извођења 1 jе класично правило модус поненса
(лат. modus ponens). Правило извођења 2 се може посматрати као правило нецесита-
циjе у модалноj логици, али се може применити само на класичне исказне формуле.
Правило извођења 3 jе jедино бесконачно правило извођења у систему, тj. врши се
извођење jедног закључка на основу преброjивог скупа претпоставки. Ово правило
одговара Архимедовоj аксиоми за реалне броjеве и интуитивно се може схватити да
ако jе вероватноћа произвољно блиска s, тада jе она бар s.
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2.1.4 Коректност и потпуност

Коректност посматраног система следи из коректности класичне исказне логике
и особина вероватносне мере.

Теорема 2.1.1. Аксиоматски систем AxLPP2 jе коректан у односу на класу LPP2,Meas-
модела.

Доказ теореме дат jе у раду [89].

Теорема 2.1.2 (Jака потпуност). Скуп формула T jе конзистентан ако и само ако
T има LPP2,Meas-модел.

Доказ теореме дат jе у раду [89].

2.1.5 Одлучивост и комплексност

Обзиром да jе за исказне формуле проблем испитивања задовољивости скупа фор-
мула познат, од интереса jе само разматрање задовољивости скупа ForP формула.

Теорема 2.1.3. Логика LPP2 jе одлучива.

Доказ ове теореме jе, такође, дат у раду [89] где jе описана процедура свођења
проблема задовољивости скупа формула на проблем линеарног програмирања. Ова
процедура ће детаљно бити описана у делу 2.3 коjи се односи на логику са условним
приближним вероватноћама, коjа представља jедно од проширења LPP2 логике.

Теорема 2.1.4. Проблем LPP2,Meas-задовољивости jе NP-комплетан.

Доказ теореме дат jе у раду [89].

2.2 Проширење вероватносне логике LPP2

Проширење логике LPP2 представљено jе у радовима [23] и [112] и означено са
LPP ext

2 . Логике представљене у ова два рада имаjу исту синтаксу, а тиме и исту
изражаjност, међутим битну разлику представљаjу дати аксиоматски системи. Об-
зиром да приступ дат у раду [112] омогуђава доказивање теореме jаке потпуности,
овде ће бити изложен таj приступ.
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2.2.1 Синтакса

Слично као jезик логике LPP2 и jезик логике LPP ext
2 се састоjи од:

• преброjивог скупа исказних слова Var = {p, q, r, . . .},

• класичних оператора ¬ и ∧ и

• симбола P ∗ 1.

Скуп ForC се дефинише и означава на исти начин као у логици LPP2, док ће те-
жинске формуле скупа ForW бити означаване са A,B,C, . . . и дефинисане на следећи
начин:

• примитивни тежински терм jе израз облика P ∗(α), где jе α ∈ ForC

• тежински терм jе израз облика a1P
∗(α1) + a2P

∗(α2) + · · · + akP
∗(αk), где су

a1, a2, . . . , ak ∈ Q, α1, α2, . . . αk ∈ ForC и k > 1

• основна тежинска формула jе израз облика t > s, где jе t тежински терм и
s ∈ Q

• основне тежинске формуле су тежинске формуле и ако су A и B тежинске
формуле, тада су и ¬A и A ∧B тежинске формуле.

Нека jе ForLPP ext2
= ForC∪ForW . Формуле из скупа ForLPP ext2

ће бити означаване
са Φ, Ψ, . . .

На основу особина неjеднакости уводе се следеће дефинициjе:

• t < s =def ¬(t > s)

• t 6 s =def −t > −s

• t > s =def ¬(t 6 s)

• t = s =def (t > s) ∧ ¬(t > s)

Овако дефинисаном логиком се омогућава резоновање о вероватноћама. На при-
мер, реченица ,,вероватноћа p jе мања од 1

3
и p jе бар два пута вероватниjе него q”

се записуjе као (3P ∗(p) < 1) ∧ (P ∗(p) − 2P ∗(q) > 0), односно, користећи синтаксу из
рада [23] као (3w(p) < 1) ∧ (w(p)− 2w(q) > 0).

1У раду [23] коршћен jе симбол w, али да би се избегла забуна између овог симбола и симбола
за ознаку света у вероватносном моделу, уведен jе нови симбол
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2.2.2 Семантика

Дефинициjа модела се у овом проширењу уводи на исти начин као за логику LPP2

[112].

Дефинициjа 2.2.1. LPP ext
2 -модел jе структура M = 〈W,H, µ, v〉 где jе:

• W непразан скуп обjеката названих светови,

• H алгебра подскупова од W ,

• µ коначна адитивна мера, µ : H → [0, 1] где:

– за свако X ∈ H, µ(X) ≥ 0,

– µ(W ) = 1, и

– µ(X1 ∪X2) = µ(X1) + µ(X2), за све дисjунктне скупове X1, X2 ∈ H,

• v : W × Var → {true, false} функциjа коjа сваком свету w ∈ W додељуjе исти-
нитосне валуациjе v(w) за исказна слова. Истинитосна валуациjа v(w) се
прошируjе на исказне формуле на уобичаjени начин.

Ознака [α]M има исто значење као и у логици LPP2 и слично LPP ext
2,Maes означава

класу свих мерљивих модела, при чему jе модел мерљив ако [α]M ∈ H за сваку
формулу α ∈ ForC ..

Дефинициjа 2.2.2. Релациjа задовољивости |= ⊂ LPP ext
2,Meas × ForextLPP2

jе де-
финисана следећим условима за сваки LPP ext

2.Meas-модел M = 〈W,H, µ, v〉:

• ако jе α ∈ ForC, M |= α ако и само ако за свако w ∈ W , v(w)(α) = true,

• ако M |= a1P
∗(α1) + · · ·+ akP

∗(αk) > s ако и само ако
∑k

i=1 aiµ([αi]) > s,

• ако A ∈ ForW , M |= ¬A ако и само ако M 6|= A,

• ако A,B ∈ ForW , M |= A ∧B ако и само ако M |= A и M |= B.

Дефинициjа 2.2.3. Формула Φ ∈ ForLPP2 jе задовољива ако постоjи LPP ext
2,Meas-

модел M такав да M |= Φ; формула Φ jе ваљана ако за сваки LPP ext
2,Meas-модел M

важи да M |= Φ; скуп формула T jе задовољив ако постоjи LPP ext
2,Meas-модел M

такав да M |= Φ за свако Φ ∈ T .
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2.2.3 Аксиоматски систем

Аксиоматски ситем AxLPP ext2
за LPP ext

2 jе дат следећом аксиоматском схемом:

1. Све ForC-инстанце исказних таутологиjа

2. Све вероватносне инстанце ваљаних формула коjе се односе на линеарне неjед-
накости

(a) x > x

(b) (a1x1 + · · ·+ akxk > c)⇔ (a1x1 + · · ·+ akxk + 0xk+1 > c)

(c) (a1x1+· · ·+akxk > c)⇒ (aj1xj1 +· · ·+ajkxjk > c), где jе j1, . . . jk пермутациjа
броjева 1, . . . , k

(d) (a1x1+· · ·+akxk > c)∧(a′1x1+· · ·+a′kxk > c′)⇒ ((a1+a′1)x1+· · ·+(ak+a
′
k)xk >

(c+ c′))

(e) (a1x1 + · · ·+ akxk > c)⇔ (da1x1 + · · ·+ dakxk > dc), ако jе d > 0

(f) (t > c) ∨ (t 6 c), ако jе t терм

(g) (t > c)⇒ (t > d), ако jе t терм и c > d, тj. (t 6 c)⇒ (t < d), ако jе t терм
и c < d

(h) (t > c)⇒ (t > c), i.e. (t < c)⇒ (t 6 c) ако jе t терм

3. Све инстанце формула за вероватносно закључивање

(a) P ∗(α) > 0

(b) P ∗(α) 6 s↔ P ∗(¬α) > 1− s

(c) (P ∗(α) > r ∧ P ∗(β) > s ∧ P ∗(¬α ∨ ¬β) > 1)→ P ∗(α ∨ β) > min(1, r + s)

(d) (P ∗(α) 6 r ∧ P ∗(β) < s)→ P ∗(α ∨ β) < r + s, r + s 6 1

и правила извођења:

1. Из Φ и Φ→ Ψ се изводи Ψ

2. Из α се изводи P ∗(α) > 1,

3. За тежински терм t, из β → t > s − 1
k
се изводи β → t > s, за свако k > 1

s
и

s > 0

Дефинициjа 2.2.4. Формула Φ jе изводива из скупа формула T (у ознаци T `Ax
LPPext2

Φ) ако постоjи наjвише преброjив низ формула Φ0, Φ1,. . . , Φ, тако да jе свако Φi

аксиома или формула из скупа T или jе изведена из претходних формула правилом
извођења. Доказ за формулу Φ из скупа формула T jе одговараjући низ формула.
Формула Φ jе теорема (у ознаци `AxextLPP2

Φ) ако jе изводива из празног скупа.
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Дефинициjа 2.2.5. Скуп формула T jе конзистентан ако постоjи бар jедна фор-
мула из ForC и бар jедна формула из ForW коjе нису изводиве из T , у супротном
jе T неконзистентно. Конзистентан скуп формула T jе максимално конзи-
стентан ако важи:

• за свако α ∈ ForC, ако T `AxextLPP2
α, тада α ∈ T и P ∗(α) > 1 ∈ T и

• за свако A ∈ ForW или A ∈ T или ¬A ∈ T .

Скуп формула T jе дедуктивно затворен ако за свако Φ ∈ ForextLPP2
, ако T `AxextLPP2

Φ тада Φ ∈ T .

2.2.4 Коректност и потпуност

За дати аксиоматски ситем доказане су теореме о коректности и jакоj потпуности.

Теорема 2.2.1 (Коректност). Аксиоматски систем AxLPP ext2
jе коректан у односу

на класу LPP ext
2,Meas-модела.

Доказ теореме дат jе у раду [112].

Теорема 2.2.2 (Jака потпуност). Скуп формула T jе конзистентан ако и само ако
T има LPP ext

2,Meas-модел.

Доказ теореме дат jе у раду [112].

Проблем одлучивости и комплексности ове логике jе разматран у раду [23], при
чему jе показано да проблем одлучивости спада у класу NP -комплетних проблема.

2.3 Вероватносне логике са приближним условним
вероватноћама LPCP

У овом поглављу биће описана синтакса и семантика вероватносне логике са при-
ближним условним вероватноћама. Поред тога, биће дата аксиоматизациjа и теореме
о потпуности и одлучивости добиjене логике. Посматрана логика биће означена са
LPCP и први пут jе уведена од стране аутора Рашковића, Марковића и Огњановића
у раду [101].
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2.3.1 Синтакса

Нека jе S jединични интервал Хардиjевог поља Q[ε]. Q[ε] jе рекурзивно неархи-
медово поље коjе садржи све рационалне фунциjе од фиксиране позитивне инфини-
тезимале ε коjа припада нестандардном елементарном проширењу ∗R стандардних
реалних броjева ([54, 103]). Елемент ε из ∗R jе инфинитезимала ако |ε| < 1

n
за сваки

природни броj n. Неки примери инфинитезимала су (у растућем поретку, ако jе ε > 0

): ε3 + ε4, ε2 − 5ε6, ε
100

, 85ε, или негативне инфинитезимале: −ε, −ε2, . . . Поље Q[ε]

садржи све рационалне броjеве. Са Q[0, 1] биће означен скуп рационалних броjева
из интервала [0, 1].

Jезик логике са приближним условним вероватноћама се састоjи од:

• преброjивог скупа исказних слова Var = {p, q, r, . . .},

• класичних оператора ¬ и ∧ и

• бинарних вероватносних оператора (CP6s)s∈S, (CP>s)s∈S и (CP≈r)r∈Q[0,1].

Скуп ForC класичних исказних формула се дефинише на уобичаjен начин. Елементи
скупа ForC ће бити означавани са α, β,. . .

Скуп ForSP вероватносних исказних формула jе наjмањи скуп Y коjи садржи све
формуле облика:

• CP>s(α, β) за α, β ∈ ForC , s ∈ S,

• CP6s(α, β) за α, β ∈ ForC , s ∈ S и

• CP≈r(α, β) за α, β ∈ ForC , r ∈ Q[0, 1],

и затворен jе за следећа правила:

• ако A припада Y , тада jе ¬A у Y , и

• ако A и B припадаjу Y , тада jе (A ∧B) у Y .

Формуле из скупа ForSP ће бити означаване словима A,B, . . . Нека jе ForLPCP =

ForC ∪ ForSP . Слова Φ,Ψ, . . . се користе за означавање формула из скупа ForLPCP .
Битно jе напоменути да мешање исказних и вероватносних формула ниjе дозво-
љено, као ни угњеждавање вероватносних оператора. На пример, α ∧ CP>s(α, β) и
CP6s(α,CP>r(β, γ)) нису коректне формуле у посматраноj логици, док су CP>0.5+ε(p∧
q ∧ r, p ∨ r) ∧ CP60.8−ε2(¬p ∧ r,¬p) и ¬CP≈0.75((p ∨ q) → r,¬p ∧ ¬q) примери добро
конструисаних формула.

Остали класични оператори (∨, →, ↔) се дефинишу на уобичаjен начин. За
α ∈ ForC A ∈ ForSP , изрази ¬α ∧ α и ¬A ∧ A биће замењени са ⊥, док ће изрази
¬α ∨ α и ¬A ∨ A бити замењени са >. У наставку рада израз ±A ће означавати A
или ¬A, док се други вероватносни оператори уводе на следећи начин:
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• CP<s(α, β) =def ¬CP>s(α, β) за α, β ∈ ForC , s ∈ S,

• CP>s(α, β) =def ¬CP6s(α, β) за α, β ∈ ForC , s ∈ S,

• CP=s(α, β) =def CP>s(α, β) ∧ CP6s(α, β) за α, β ∈ ForC , s ∈ S и

• Pρs =def CPρs(α,>) за α ∈ ForC и ρ ∈ {>,6, >,<,=,≈}.

Оператор Pρs jе вероватносни оператор уведен у логици LPP2, коjа се сада може
посматрати као подлогика логике LPCP .

2.3.2 Семантика

Семантика за ForLPCP се, такође, заснива на Крипкеовим моделима [101].

Дефинициjа 2.3.1. LPCP -модел jе структура M = 〈W,H, µ, v〉 где jе:

• W непразан скуп обjеката названих светови,

• H алгебра подскупова од W , тj. H садржи W и затворен jе за комплемент и
коначну униjу,

• µ : H → S коначна адитивна вероватносна мера где:

– за свако X ∈ H, µ(X) ≥ 0,

– µ(W ) = 1, и

– µ(X1 ∪X2) = µ(X1) + µ(X2), за све дисjунктне скупове X1, X2 ∈ H,

• v : W × Var → {true, false} функциjа коjа сваком свету w ∈ W додељуjе исти-
нитосну валуациjу v(w) за исказна слова.

Функциjа v jе проширена до истинитосне валуациjе за све исакзне формуле на
уобичаjен начин. Нека jе M LPCP -модел и α ∈ ForC . Скуп {w : v(w)(α) = true} jе
означен са [α]M.

Дефинициjа 2.3.2. LPCP -модел M jе мерљив ако [α]M ∈ H за свако α ∈ ForC.
LPCP -модел M jе уредан ако само празни скупови имаjу вероватноћу нула.
LPCPMeas,Neat означава класу свих уредних и мерљивих LPCP -модела.

Услов да модел буде уредан jе уведен да би посматран модел био подкласа од ∗R-
вероватносних модела из [59, 63]. Ово ће олакшати наредна обjашњења за примену
овог система на дифолтно резоновање, коjе ће бити детаљно обjашњено у глави 3.
Сви резултати се могу доказати и за класу мерљивих LPCP -модела.
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Дефинициjа 2.3.3. Релациjа задовољивости |= ⊂ LPCPMeas,Neat × ForLPCP jе
дефинисана следећим условима за сваки LPCPMeas,Neat-модел M:

1. ако jе α ∈ ForC, M |= α ако (∀w ∈ W )v(w)(α) = true,

2. M |= CP≤s(α, β) ако jе или µ([β]M) = 0 и s = 1 или µ([β]M) > 0 и µ([α∧β]M)
µ([β]M)

≤ s,

3. M |= CP≥s(α, β) ако jе или µ([β]M) = 0 или µ([β]M) > 0 и µ([α∧β]M)
µ([β]M)

≥ s,

4. M |= CP≈r(α, β) ако jе или µ([β]M) = 0 и r = 1 или µ([β]M) > 0 и за сваки
позитиван цео броj n, µ([α∧β]M)

µ([β]M)
∈ [max{0, r − 1/n},min{1, r + 1/n}].

5. ако jе A ∈ ForSP , M |= ¬A ако M 6|= A,

6. ако су A,B ∈ ForSP , M |= A ∧B ако M |= A и M |= B.

Услов 3 jе формулисан на основу претпоставке да jе условна вероватноћа 1, кад
год jе вероватноћа услова 0. Услов 4 jе еквивалентан запису да jе условна вероватноћа
jеднака r − εi (или r + εi) за неку инфинитезималу εi ∈ S. Лако се види да се
дефинисани оператори понашаjу као што jе очекивано, на пример, M |= P<sα ако и
само ако µ([α]M) < s.

Дефинициjа 2.3.4. Формула Φ ∈ ForLPCP jе задовољива ако постоjи LPCPMeas,Neat-
модел M такав да jе M |= ϕ; Φ jе ваљана ако за сваки LPCPMeas,Neat-модел M,
M |= Φ; скуп формула jе задовољив ако постоjи LPCPMeas,Neat-модел M у коме jе
свака формула скупа задовољива.

2.3.3 Аксиоматски систем

Аксиоматски систем AxLPCP за логику LPCP садржи следеће схеме аксиома
[101]:

1. Све ForC-инстанце исказних таутологиjа

2. Све ForSP -инстанце исказних таутологиjа

3. CP≥0(α, β)

4. CP≤s(α, β)→ CP<t(α, β), t > s

5. CP<s(α, β)→ CP≤s(α, β)

6. P≥1(α↔ β)→ (P=sα→ P=sβ)

7. P≤sα↔ P≥1−s¬α
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8. (P=sα ∧ P=tβ ∧ P≥1¬(α ∧ β))→ P=min(1,s+t)(α ∨ β)

9. P=0β → CP=1(α, β)

10. (P=tβ ∧ P=s(α ∧ β))→ CP=s/t(α, β), t 6= 0

11. CP≈r(α, β)→ CP≥r1(α, β), за све рационалне r1 ∈ [0, r)

12. CP≈r(α, β)→ CP≤r1(α, β), за све рационалне r1 ∈ (r, 1]

и правила извођења:

1. Из ϕ и ϕ→ ψ се изводи ψ.

2. Ако jе α ∈ ForC , из α се изводи P≥1α.

3. Из A→ P 6=sα, за свако s ∈ S, се изводи A→ ⊥.

4. За свако r ∈ Q[0, 1], из A → CP≥r−1/n(α, β), за сваки цео броj n ≥ 1/r, и
A→ CP≤r+1/n(α, β) за сваки цео броj n ≥ 1/(1− r), се изводи A→ CP≈r(α, β).

Ако се за β стави >, aксиома 3 тврди да jе свака формула задовољива у скупу
светова чиjа jе вероватноћа наjмање 0. Аксиома 6 значи да еквивалентне формуле
имаjу исту вероватноћу. Аксиома 8 обезбеђуjе коначну адитивност вероватноће, тj.
ако су скупови светова у коjима су α и β задовољене дисjунктни, тада jе вероват-
ноћа скупа светова у коjима jе α ∨ β задовољена сума вероватноћа претходна два
скупа. Аксиома 9 jе додата да би се потврдило да jе условна вероватноћа 1, кад
год jе вероватноћа услова 0. Аксиома 10 изражава стандардну дефинициjу условне
вероватноће. Аксиоме 11 и 12 и правило извођења 4 описуjу везу између стандардне
условне вероватноће и условне вероватноће инфинитезимално блиске неком рацио-
налном броjу r ∈ Q[0, 1]. На основу аксиома 3 и 7, и правила извођења 2 добиjа
се правило извођења: из α изводи се P=1α. Правила извођења 3 и 4 су бесконачна
правила. Правило 3 гарантуjе да вероватноћа формуле припада скупу S.

Дефинициjа 2.3.5. [101] Формула Φ jе синтаксна последица скупа формула T
(у ознаци T `AxLPCP Φ) ако постоjи наjвише преброjив низ формула Φ0, Φ1, . . . , Φ,
таквих да jе свака формула Φi аксиома или формула из скупа T , или jе помоћу неког
правила извођења изведена из претходних формула. Низ формула Φ0, Φ1, . . . , Φ jе
доказ за Φ из скупа T .

Дужина доказа jе преброjиви ординал. Сличан приступ jе дат у [49].

Дефинициjа 2.3.6. [101] Формула Φ jе теорема (`AxLPCP Φ) ако jе синтаксна по-
следица празног скупа формула. Скуп формула T jе конзистентан ако постоjи бар
jедна формула из ForC и бар jедна формула из ForSP коjе нису синтаксне последице
скупа T .

За логику LPCP jе у раду [101] дат доказ теореме о jакоj потпуности.

Теорема 2.3.1 (Jака потпуност). Скуп формула T jе конзистентан ако и само ако
T има LPCPMeas,Neat-модел.
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2.3.4 Одлучивост

Пошто jе проблем задовољивости формула у исказноj логици одлучив, да би се до-
казала одлучивост логике LPCP , довољно jе показати да jе проблем задовољивости
вероватносних формула одлучив. Наjпре ће бити описан поступак коjим се проблем
задовољивости вероватносних формула своди на проблем линеарног програмирања,
а затим ће то бити искоришћено у доказу теореме.

Нека jе A вероватносна формула и нека су p1, . . . , pn сва исказна слова коjа се
jављаjу у A. Атом a за A jе формула ±p1 ∧ . . . ∧ ±pn. За различите атоме ai и aj
важи ` ai → ¬aj. Са At(A) ће бити означен скуп свих атома из A. Очигледно jе да
jе |At(A)| = 2n.

На основу исказног резоновања се лако показуjе да jе свака формула A еквива-
лентна са формулом: DNF (A) =

∨m
i=1

∧ki
j=1±Xi,j(p1, . . . , pn) коjа предстaвља дис-

jунктивну нормалну форму за формулу A при чему jе:

• Xi,j ∈ {CP>s, CP6s}s∈S ∪ {CP≈r}r∈Q[0,1],

• Xi,j(p1, . . . , pn) означава да jе вероватносна формула на коjу делуjе оператор
Xi,j у канонскоj дисjунктивноj нормалноj форми, тj. исказна формула jе дис-
jункциjа атома из A.

Очигледно jе да, да би се показала одлучивост логике LPCP , довољно jе показати
да je проблем задовољивости вероватносне формуле облика

∧ki
j=1±Xi,j(p1, . . . , pn)

одлучив.

За сваку формулу условне вероватноће (±CP>s(α, β), ±CP6s(α, β) и ±CP≈r(α, β))
се разликуjу два случаjа:

1. вероватноћа формуле β jе нула, у ком случаjу

• CP>s(α, β), за s ∈ S, ¬CP6s(α, β), за s ∈ S \ {1}, CP61(α, β) и CP≈1(α, β)

важе и могу се избрисати из формуле, док

• ¬CP>s(α, β), за s ∈ S, CP6s(α, β), CP≈r(α, β), за s ∈ S\{1} r ∈ Q[0, 1]\{1},
¬CP61(α, β) ¬CP≈1(α, β) не важе, па цела конjункциjа ниjе задовољива

2. вероватноћа формуле β jе већа од нуле.

Ово за последицу има да jе довољно доказати одлучивост проблема задовољи-
вости формула коjе су конjункциjе формула са условним вероватноћама облика:
±CP>s(α, β), ±CP6s(α, β) и ±CP≈r(α, β), таквих да jе вероватноћа β већа од 0.

У наредном кораку се проблем задовољивости своди на проблем линеарног про-
грамирања. Исти приступ за доказ одлучивости jе коришћен и у радовима [23, 100,
88] коjи се односе на стандардне реално-вредносне вероватноће. Међутим, у логици
LPCP кодомен за вероватноћу jе рекурзиван и садржи нестандардне вредности и,
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додатно, оператор облика CP≈r се не jавља у поменутим радовима. Ово значи да
редукциjа мора дa се обави пажљиво да би добиjени систем могао да се искористи за
утврђивање одлучивоcти, што би у овом случаjу значило да би могла да се примени
Фуриjе-Моцкин метода елиминациjе (FME). Идеjа jе да се елиминишу симболи ≈ и
6≈ и да се ситем реши у проширењу Q[ε].

У наставку ће бити коришћене следеће ознаке:

• xi означава меру атома ai ∈ At(A), i = 1, . . . , 2n,

• ai |= α означава дa се атом ai поjављуjе у канонскоj дисjунктивноj нормалноj
форми исказне формуле α,

•
∑

(α) означава
∑

ai∈At(A):ai|=α xi, и

• C
∑

(α, β) означава
∑

(α∧β)∑
(β)

.

[α] означава скуп атома коjи задовољаваjу α. Пошто jе [α] = ∪ai∈At(A):ai|=α[ai], разли-
чити атоми се међусобно искључуjу (тj., [ai] ∩ [aj] = ∅ за i 6= j).

У наставку ће бити разматрана формула A облика:

(∧i=1,I ± CP>si(αi, βi)) ∧ (∧j=1,J ± CP6sj(αj, βj))
∧(∧k=1,K ± CP≈rk(αk, βk)).

(2.3.1)

Формула A jе задовољива ако и само ако jе задовољив следећи систем:

∑2n

i=1 xi = 1

xi > 0 за i = 1, 2n∑
(β) > 0 за сваку формулу β коjа се поjављуjе у формулама

облика± CP�(α, β) из A, и � ∈ {> si,6 sj,≈ rk}
C
∑

(αi, βi) > si за сваку формулу CP>si(αi, βi) из A
C
∑

(αi, βi) < si за сваку формулу ¬CP>si(αi, βi) из A
C
∑

(αj, βj) 6 sj за сваку формулу CP6sj(αj, βj) из A
C
∑

(αj, βj) > sj за сваку формулу ¬CP6sj(αj, βj) из A
C
∑

(αk, βk) ≈ rk за сваку формулу CP≈rk(αk, βk) из A
C
∑

(αk, βk) 6≈ rk за сваку формулу ¬CP≈rk(αk, βk) из A.

Прве две врсте система се односе на особине вероватноће, тj. сума вероватноћа
свих атома мора бити 1, док вероватноћа сваког атома мора бити ненегативан броj.

Дати систем се може даље поjедноставити тако што ће сваки израз облика
C
∑

(αk, βk) ≈ rk бити записан као:

C
∑

(αk, βk)− rk ≈ 0 и C
∑

(αk, βk)− rk > 0 (2.3.2)

или

C
∑

(αk, βk)− rk ≈ 0 и rk − C
∑

(αk, βk) > 0. (2.3.3)
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Израз (2.3.2) одговара изразу C
∑

(αk, βk) > rk док израз (2.3.3) одговара изразу
rk > C

∑
(αk, βk).

Слично, сваки израз облика C
∑

(αk, βk) 6≈ rk се може записати као

C
∑

(αk, βk)− rk 6≈ 0 и C
∑

(αk, βk)− rk > 0 (2.3.4)

или

C
∑

(αk, βk)− rk 6≈ 0 и rk − C
∑

(αk, βk) > 0. (2.3.5)

Даље се разматра систем коjи садржи изразе облика (2.3.2 - 2.3.5) уместо
C
∑

(αk, βk) ≈ rk, и C
∑

(αk, βk) 6≈ rk, респективно. За систем овог облика биће
коришћена ознака S(−→x , ε). Даље jе

C
∑

(αk, βk)− rk ≈ 0 и C
∑

(αk, βk)− rk > 0 (2.3.6)

еквивалентно са (∃nk ∈ N) 0 6 C
∑

(αk, βk)− rk < nk · ε,

C
∑

(αk, βk)− rk ≈ 0 и rk − C
∑

(αk, βk) > 0 (2.3.7)

еквивалентно са (∃nk ∈ N) 0 > C
∑

(αk, βk)− rk > −nk · ε,

C
∑

(αk, βk)− rk 6≈ 0 и C
∑

(αk, βk)− rk > 0 (2.3.8)

еквивалентно са (∃nk ∈ N)C
∑

(αk, βk)− rk >
1

nk
,

C
∑

(αk, βk)− rk 6≈ 0 и rk − C
∑

(αk, βk) > 0 (2.3.9)

еквивалентно са (∃nk ∈ N)C
∑

(αk, βk)− rk < −
1

nk
.

Пошто у добиjеном ситему има коначно много израза облика (2.3.2 – 2.3.5), може
се користити jединствено n0 ∈ N уместо више nk’s у изразима (2.3.6 – 2.3.9). Ознака
S(−→x , n0, ε) ће бити коришћена за означавање добиjеног система. Тада,

S(−→x , ε) има решење у Q[ε] акко S(−→x , n0, ε) има решење у Q[ε], (2.3.10)

и, пошто jе Q[ε] густо у ∗R, за свако фиксирано и коначно n0,

S(−→x , n0, ε) има решење у Q[ε] акко S(−→x , n0, ε) има решење у ∗R. (2.3.11)
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Параметар n0 ниjе фиксиран у изразима 2.3.10 и 2.3.11, па се може заменити
новим, бесконачним, али фиксираним, параметром K. Улога параметра K jе да
помогне да се избегне стандардан приступ у анализи неjеднакости, где би се врло
често користили аргументи у облику ,,важи за све довољно велике целе броjеве”.
Пошто jе K позитиван бесконачан цео броj, ако неjеднакост важи за свако n веће од
неког фиксног n0, на основу принципа преливања важиће и за K. У другом смеру,
као последица принципа подливања, ако неjеднакост важи за сваки бесконачан броj
мањи од K, важиће и за неки коначан позитиван цео броj. Биће разматран скуп

O = {n ∈ ∗N : S(−→x , n, ε) има решење у ∗R}

O jе скуп коjи садржи све природне броjеве веће од фиксираног природног броjа n′.
Користећи принципе преливања и подливања, може се закључити да ако jе S(−→x , ε)
решиво у Q[ε], тада O садржи све бесконачно велике броjеве из ∗N коjи су мањи
од фиксираног бесконачно великог броjа K, тj. за неко n′ ∈ N и K ∈ ∗N \ N важи
[n′, K] = {n ∈ ∗N : n′ 6 n 6 K} ⊂ O. Тада

S(−→x , n0, ε) има решење у ∗R акко S(−→x ,K, ε) има решење у ∗R. (2.3.12)

Параметар K се може изабрати тако да за свако k ∈ N важи Kk · ε ≈ 0. На оваj
начин се систем решава у уређеном пољу рационалних израза са рационалним кое-
фициjентима коjи зависе од ε и K. Сабирање и множење у овом пољу се обавља на
уобичаjени начин. Уређење поља jе одређено уређењем скупа полинома коjи зависе
од ε и K. Сваки полином у Q(ε,K) се може записати у облику Q0(K)ε0 +Q1(K)ε1 +

. . .+Qn(K)εn, где су Qi(K) полиноми по K са рационалним коефициjентима. Поре-
ђење полинома Q1(ε,K) и Q2(ε,K) се обавља на следећи начин:

Q1(ε,K) < Q2(ε,K)

акко Q1,0(K)ε0 +Q1,1(K)ε1 + . . .+Q1,n1(K)εn1

< Q2,0(K)ε0 +Q2,1(K)ε1 + . . .+Q2,n2(K)εn2

акко Q1,i(K) < Q2,i(K) за неко i ≤ max{n1, n2} и Q1,j(K) = Q2,j(K)

за j < i (Q1,i(K) = 0 за i > n1 и Q2,i(K) = 0 за i > n2)

и

Q1,i(K) < Q2,i(K)

акко q1,i,m1K
m1 + · · ·+ q1,i,1K + q1,i,0 < q1,i,m2K

m2 + · · ·+ q2,i,1K + q2,i,0

акко q1,i,r < q2,i,r за неко r ≤ max{m1,m2} и q1,i,t = q2,i,t за t < r

(q1,i,r = 0 за r > m1 и q2,i,r = 0 за r > m2)
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На пример,(
1

2
K2 +K

)
+

(
1
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1
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K2 +K

)
ε+ ε2 <

<

(
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)
+
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3
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)
ε

пошто jе 1
2
K2 +K = 1
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2
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2
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3
K3 + 1

2
K2 +K < 1

3
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3
K2 + 2K + 1

(1
3

= 1
3
, 1

2
< 2

3
).

Ако jе Q′1(ε,K) > 0 и Q′2(ε,K) > 0, тада jе

Q1(ε,K)

Q′1(ε,K)
<
Q2(ε,K)

Q′2(ε,K)
акко Q1(ε,K) ·Q′2(ε,K) < Q2(ε,K) ·Q′1(ε,K).

На основу овога, дозвољено jе (не)jеднакости множити делиоцима у изразима
C
∑

(α, β), чиме се добиjа систем линеарних (не)jеднакости облика∑
(α ∧ β)− s

∑
(β) ρ 0, (2.3.13)

где jе s рационална функциjа коjа зависи од K и ε и ρ ∈ {>, >,<,6}. За реша-
вање овог система може се применити Фуриjе-Моцкин процедура елиминациjе, коjа
модификуjе систем тако да се у новодобиjеном систему не поjављуjе непозната xi, а
системи су еквивалентни2. Током примене процедуре коефициjнти у систему остаjу
рационални изрази по ε и K. Када се елиминишу све непознате, преостаjе да се
потврди задовољивост релациjа међу полиномима по ε и K.

На основу свега претходног следи да jе проблем испитивања да ли S(−→x ,K, ε) има
решење у ∗R одлучив. На основу еквиваленциjа (2.3.10) – (2.3.12) следи да jе проблем
испитивања да ли S(−→x , ε) има решење у Q[ε], такође, одлучив.

Ако jе S(−→x , ε) решиво, тада се може дефинисати LPCP -модел M = 〈W,H, µ, v〉
такав да jе W = At(A), H = 2W , µ jе дефинисано решењем система S(−→x , ε) и v

задовољава v(a)(p) = true акко се p, али не и ¬p jавља у атому a. Очигледно jе
да jе M |= A. Међутим, иако S(−→x , ε) има решење, неки xi могу имати вредност 0.
То значи да M не задовољава услов уредности, тj. неки непразни скупови светова
(представљени одговараjућим атомима коjи важе у тим световима) имаjу вероват-
ноћу нула. У овом случаjу, ови светови се могу уклонити из модела и новодобиjени
модел се означава са M′. Лако се уочава да за свако A ∈ ForSP важи M |= A акко
M′ |= A.

Теорема 2.3.2. Проблем LPCP S
Meas,Neat-задовољивости jе одлучив.

Пример 2.3.1. Нека jе дата формула A = CP>0.36+3ε(p ∨ q,¬p ∨ q) ∧ CP≈0.5(p, p ∨
q) ∧ CP<0.9−0.3ε2(p, q). Скуп атома формуле A чине атоми a1 = p ∧ q, a2 = p ∧ ¬q,

2Детаљан опис процедуре биће дат у поглављу A.1.
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a3 = ¬p ∧ q, a4 = ¬p ∧ ¬g. Нека xi означава меру атома ai. Исказне формуле у
формули A су p∨q, ¬p∨q, p и q, док су скупови атома коjи их задовољаваjу следећи:

α p ∨ q ¬p ∨ q p q

[α] a1, a2, a3 a1, a3, a4 a1, a2 a1, a3

Тада jе A задовољиво ако и само ако jе следећи систем задовољив:

x1 + x2 + x3 + x4 = 1

xi > 0, i = 1, 2, 3, 4

x1 + x3 + x4 > 0 x1 + x2 + x3 > 0 x1 + x3 > 0

(0.64− 3ε)x1 + (0.64− 3ε)x3 + (−0.36− 3ε)x4 > 0

(0.5− ε)x1 + (0.5− ε)x2 + (−0.5− ε)x3 < 0

(0.5 + ε)x1 + (0.5 + ε)x2 + (−0.5 + ε)x3 > 0

(0.1 + 0.3ε2)x1 + (−0.9 + 0.3ε2)x3 < 0

За доказивање задовољивости система довољно jе наћи jедно решење система:

x1 = 0.14 + 2ε x2 = 0.24− 3.6ε+ 0.6ε2

x3 = 0.4− 0.1ε− 0.3ε2 x4 = 0.2 + 1.7ε− 0.3ε2

На основу датих трансформациjа, показано jе да се проблем задовољивости своди
на проблем линеарног програмирања коjи се може описати на следећи начин:

min z(x)

s.t.
∑2n

i=1 cijxi ρ 0 j = 1, 2, . . . L, ρ ∈ {>, >,<,6}∑2n

i=1 xi = 1

xi > 0 i = 1, 2, . . . , 2n

где су неjеднакости
∑2n

i=1 cijxi ρ 0 добиjене поjедностављивањем неjеднакости облика
(2.3.13), L представља броj ових неjеденкости и све вредности cij, xi(i = 1, 2, . . . , 2n, j =

1, 2, . . . , L) припадаjу Хардиjевом пољу, тj. то су рационални изрази по ε и K. Функ-
циjа циља z(x) jе дефинисана на следећи начин

z(x) =
L∑
i=1

di(x),

где jе

di(x) =

{
(
∑2n

i=1 cijxi)
2 ако j-та неjеднакост ниjе задовољена,

0 у супротном,

У поглављу 5 ће функциjа циља бити детаљниjе разматрана, где ће бити обjашњен
и хеуристички приступ у решавању овог проблема.
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Глава 3

Дифолтно закључивање

У овом поглављу биће представљено резоновање у дифолтним логикама, као и
веза дифолтних логика и логика са условним приближним вероватноћама. Дифо-
лтно резоновање jе облик немонотоног резоновања базираног на извођењу закључака
на основу општег скупа правила коjа могу имати изузетке или скупа чињеница коjе
представљаjу доступне информациjа коjе нису потпуне ([5]). Наjпознатиjи пример
ове врсте резоновања jе: ако ”птице лете”, ”пингвини су птице” и ”пингвини не
лете” да ли се може закључити да ”ако jе Твити птица и пингвин да ли то значи
да Твити не лети”? Од 1980. су развиjени различити системи за дифолтно резо-
новање и детаљан преглед ових система jе дат у раду [5]. Главна пажња ће бити
посвећена систему P, чиjе су основе дате у раду [59].

3.1 Дифолтно резоновање у систему P

Као и код вероватносних логика, jезик посматране дифолтне логике се састоjи из
преброjивог скупа исказних слова Var = {p, q, r, . . .} и класичних оператора ¬, ∧, ∨,
→. Скуп исказних формула ће, као и у претходном поглављу, бити означен са ForC
и дефинисан на уобичаjени начин.

Ако су α и β исказне формуле из скупа ForC , тада се пар (α, β), означен са α�
β, назива дифолтно правило или, скраћено, дифолт (енг. default rule, односно
default). Различити аутори користе различите ознаке (на пример→ или |∼) да означе
’дифолтну импликациjу’. Да би се избегла забуна, овде jе уведен нов симбол. Неке
од уобичаjених интуитивних интерпретациjа записа α � β су: ‘из α jе разумно
закључити β’; ‘у општем случаjу, ако jе α тада jе β (уз могуће постоjање неког
изузетка)’; ‘α jе довољно добар разлог да се веруjе у β’; ‘β jе веродостоjан закључак
из α’; ‘ако jе α, нормално jе да jе β’; ‘ако jе α тачно, тада сам склон да закључим да
jе β тачно’; и тако даље.

База дифолта jе скуп ∆ = {αi� βi | i ∈ I} дифолтних правила. База дифолта
садржи чињенице коjе су подложне поништењу. Дифолтно резоновање се описуjе
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у терминима последичних релациjа |∼P коjе одређуjу скуп дифолта коjи су |∼P-
последица база дифолта. У радовима [59, 63] jе релациjа |∼P дефинисана скупом
особина, названим Систем P, и сматра се jезгром дифолтног резоновања (|= означава
класичну релациjа ваљаности):

REF α� α (рефлексивност);

LLE ако jе |= α↔ β, из α� γ се изводи β� γ (лева логичка еквиваленциjа;)

RW ако jе |= α→ β, из γ� α се изводи γ� β (десно ослабљење);

CUT из α ∧ β� γ α� β се изводи α� γ;

CM из α� β и α� γ се изводи α ∧ γ� β (,,опрезна” монотоност);

OR из α� γ и β� γ се изводе α ∨ β� γ.

За дату базу дифолта ∆ = {αi � βi | i ∈ I}, ознака ∆|∼P α � β означава да се
α� β може извести из ∆ користећи систем P.

Пример 3.1.1. Нека jе ∆ = {b� f, p� b, p� ¬f} где b означава ’птице’ (birds),
f означава ’летење’ (flies) и p означава ’пингвине’ (penguin). Тада ∆|∼P b� ¬p.

1. b� f (претпоставка)

2. p� b (претпоставка)

3. p� ¬f (претпоставка)

4. p ∧ b� ¬f CM(2,3)

5. p ∧ b� p→ ¬f RW(4), |= ¬f → (p→ ¬f)

6. ¬p ∧ b� ¬p ∧ b REF

7. ¬p ∧ b� p→ ¬f RW(6), |= ¬p ∧ b→ (p→ ¬f)

8. (p ∧ b) ∨ (¬p ∧ b)� p→ ¬f OR(5,7)

9. b� p→ ¬f LLE(8), |= b⇔ (p ∧ b) ∨ (¬p ∧ b)

10. b ∧ f ∧ (p→ ¬f)� b ∧ f ∧ (p→ ¬f) REF

11. b ∧ f ∧ (p→ ¬f)� f ∧ (p→ ¬f) RW(10),

|= b ∧ f ∧ (p→ ¬f)→ f ∧ (p→ ¬f)

12. b ∧ (p→ ¬f)� f ∧ (p→ ¬f) CUT(1, 11)

13. b� f ∧ (p→ ¬f) CUT(12, 9)

14. b� ¬p RW(13), |= f ∧ (p→ ¬f)→ ¬p
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Адамс (енг. Ernest Wilcox Adams) [1], касниjе Перл (енг. Judea Pearl) [92] и Лехман
и Магидор (енг. Daniel Lehmann и енг. Menachem Magidor) [63] су предложили
вероватносну интерпретациjу дифолта: дифолти α� β означаваjу да ‘вероватноћа
од β за дато α jе врло близу 1’. Прецизно значење израза врло близу се односи
на вероватноће чиjе су вредности из не-Архимедовог поља, тj. уређеног поља коjе
садржи инфинитезимале: елемент x jе инфинитезимала ако |x| < 1/n, за сваки
позитиван цео броj n. Два елемента x и y су бесконачно блиска, у ознаци x ≈ y, ако
jе x− y инфинитезимала. То значи да jе x инфинитезимала ако и само ако jе x ≈ 0.

Користећи погодно елементарно проширење ∗R стандардних реалних броjева, тj.
ослањаjући се на Робинсонове (енг. Abraham Robinson) основне резултате нестан-
дардне анализе, ∗R-вероватносни модел се може дефинисати као троjка (W,F , µ),
где jе W скуп могућих светова (истинитосна интерпретациjа исказних слова), F jе
поље подскупова од W коjе садржи све скупове одређене исказним формулама, и
µ : F → ∗R jе коначна адитивна ∗R-вредносна вероватносна мера. Дифолт α � β

важи у ∗R-вероватносном моделу ако jе:

• или вероватноћа формуле α нула,

• или условна вероватноћа формуле β за дато α бесконачно близу 1.

Уобичаjено jе да се каже да су дифолти дати у ε-семантици. База дифолта ∆

ε-подразумева дифолт α � β, у ознаци ∆ `ε α � β, ако jе могуће обезбедити
да jе P (β | α) скоро 1, узимаjући да су вероватноће дифолта из базе ∆ скоро 1.

Испоставља се да jе ∗R, из много разлога, компликован простор за коришћење у
овом истраживању и често се може заменити jедноставниjим не-Архимедовим пољем.
Потрага за минималним не-Архимедовим вредностима вероватноћа навела jе многе
ауторе [38, 39, 91] да разматраjу уређено поље R(ε). Ово поље jе наjмање поље коjе
се добиjа када се реалним броjевима дода jединставена инфинитезимала ε. Q(ε) jе
jош jедан пример не-Архимедовог поља коjи представља проширење рационалних
броjева.

3.2 Инфинитезимални рачун

Сваки елемент поља Q(ε) jе рационални израз p(ε)
q(ε)

, где су p(ε) и q(ε) полиноми
по ε над Q, и q(ε) ниjе идентички jеднако са нулом. Два рационална израза p(ε)

q(ε)
и

p1(ε)
q1(ε)

су jеднака ако полиноми p(ε)q1(ε) и p1(ε)q(ε) имаjу исте не-нула коефициjенте.
Ови рационални изрази се сабираjу и множе на уобичаjени начин. Оваквим начином
дефинисањаQ(ε) има особине поља. Сваки елемент η пољаQ(ε) се може представити
у нормализованом облику:

(∗) η =
aεk +

∑n
i=k+1 aiε

1 +
∑m

j=1 bjε
j
, k < n, 0 < m
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за неки jединствени цео броj k и jединствено водећи коефициjент a такав да jе a 6= 0

осим у случаjу када jе η = 0. На основу дефинисаног уређења < на Q(ε) важи да
jе η > 0 ако и само ако a > 0. Ово значи да, пошто jе ε инфинитезимала, Q(ε) jе
уређено не-Архимедово поље. При томе важи да jе Q & Q(ε).

У наставку, пажња ће бити усмерана на Q(ε)-вероватносни простор (W,F , µ) са
коначном адитивном вероватносном мером µ : F → I, где jе I jединични интервал од
Q(ε).

3.3 Моделирање дифолт закључивања помоћу веро-
ватносних логика

У делу 2.3 jе описана логика LPCP са приближним условним оператором ве-
роватноће. У овоj логици, дифолт α � β се може записати као формула облика
CP≈1(β, α). Наравно, коначна база дифолта ∆ = {α1 � β1, . . . , αm� βm} jе предста-
вљена скупом ∆ = {CP≈1(β1, α1), . . . , CP≈1(βm, αm)}. Показано jе да овакав приступ
даjе карактеризациjу система P.

Теорема 3.3.1. За сваку базу дифолта ∆ и сваки дифолт α� β:

∆|∼P α� β акко ∆ `AxLPCP α� β.

Коначна база дифолта ∆ = {α1 � β1, . . . , αm � βm} се може посматрати као
формула

∧
∆ =

∧m
i=1CP≈1(βi, αi). Користећи теорему дедукциjе и потпуности за

LPCP ([101]), добиjа се:

∆|∼P α� β

акко `AxLPCP

∧
∆⇒ CP≈1(β, α)

акко
∧

∆⇒ CP≈1(β, α) jе ваљано у односу на класу Q(ε)-вероватносних

простора

акко ¬
(∧

∆⇒ CP≈1(β, α)
)

ниjе задовољиво ни у jедном Q(ε)-вероватносном

простору

акко
∧

∆ ∧ ¬CP≈1(β, α) ниjе задовољиво ни у jедном Q(ε)-вероватносном

простору.

У поглављу 2.3 jе описана процедура свођења проблема задовољивости на про-
блем линеарног програмирања и тиме доказана одлучивост тог проблема. Користећи
исту процедуру, у наставку ће бити илустровано како се проблем задовољивости
претходно добиjене формуле облика

δ =
m∧
i=1

CP≈1(βi, αi) ∧ ¬CP≈1(β, α).
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своди на проблем проналажења решења система линеарних (не)jедначина.

Нека су p1,. . . ,pn сва исказна слова коjа се jављаjу у исказним формулама коjе
сачињаваjу дифолте. Атом a jе формула ±p1∧ . . .∧±pn. Са At ће бити означен скуп
свих атома. Очигледно jе да jе |At| = 2n.

Скуп исказних слова jе коначан, па ће и у овом случаjу бити разматран Q(ε)-
вероватносни модел (At,P(At), µ), где jе µ : P(At) → I коначна адитивна вероват-
носна мера, а xi означава меру атома ai ∈ At, i = 1, . . . , 2n. Дакле, формула δ jе
задовољива ако и само ако систем

(∗)



∑N
i=1 xi = 1,

x1 ≥ 0, . . . , xN ≥ 0,∑
ai∈At,ai|=α1

xi > 0, . . . ,
∑

ai∈At,ai|=αm xi > 0,
∑

ai∈At,ai|=α xi > 0,∑
ai∈At,ai|=α1∧β1

xi∑
ai∈At,ai|=α1

xi
≈ 1, . . . ,

∑
ai∈At,ai|=αm∧βm

xi∑
ai∈At,ai|=αm

xi
≈ 1,∑

ai∈At,ai|=α∧β
xi∑

ai∈At,ai|=α
xi
6≈ 1,

има решење у Q(ε).

Аналогно разматрању у поглављу 2.3, систем (∗) има решење у Q(ε) ако и само
ако систем

(?)



∑N
i=1 xi = 1,

x1 ≥ 0, . . . , xN ≥ 0,∑
ai∈At,ai|=α1

xi > 0, . . . ,
∑

ai∈At,ai|=αm xi > 0,
∑

ai∈At,ai|=α xi > 0,

0 ≤ 1−
∑
ai∈At,ai|=α1∧β1

xi∑
ai∈At,ai|=α1

xi
< Kε, . . . , 0 ≤ 1−

∑
ai∈At,ai|=αm∧βm

xi∑
ai∈At,ai|=αm

xi
< Kε,

1−
∑
ai∈At,ai|=α∧β

xi∑
ai∈At,ai|=α

xi
> 1

K
,

има решење у ∗R, где су ε и K погодно изабрни елементи поља ∗R.

Очигледно jе да jе систем (?) еквивалентан систему линеарних неjеднакости облика

s1xi1 + . . . s`xi` ρ 0,

где jе ` ≤ N , 1 ≤ i1, . . . , i` ≤ N , sj рационални израз по ε и K, и ρ ∈ {≤, <,>,≥}.
На добиjен систем се може применити Фуриjе-Моцкин процедура елиминациjе1, коjа
итеративно трансформише систем у еквивалентан систем у коме jе елиминисана не-
позната xi. Током примене процедуре, коефициjенти у неjеднакостима остаjу раци-
онални изрази по ε и K. Када су све непознате елиминисане, потребно jе проверити
да ли су релациjе међу изразима по ε и K тачне.

Пример 3.3.1. У примеру 3.1.1, jе показано да jе {b � f, p � b, p � ¬f}|∼P b �
¬p. Сада ће исто бити показано на други начин, користећи претходно описану
процедуру.

1Детаљан опис процедуре дат jе у поглављу A.1
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Постоjи осам атома коjе треба разматрати:

a1 = b ∧ p ∧ f a2 = b ∧ p ∧ ¬f a3 = b ∧ ¬p ∧ f a4 = b ∧ ¬p ∧ ¬f
a5 = ¬b ∧ p ∧ f a6 = ¬b ∧ p ∧ ¬f a7 = ¬b ∧ ¬p ∧ f a8 = ¬b ∧ ¬p ∧ ¬f

Потребно jе показати да формула

CP≈1(f, b) ∧ CP≈1(b, p) ∧ CP≈1(¬f, p) ∧ CP6≈1(¬p, b)

ниjе задовољива ни у jедном од Q(ε)-вероватносних простора, тj. да систем:

(∗)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0, x7 ≥ 0, x8 ≥ 0,

x1 + x2 + x3 + x4 > 0, x1 + x2 + x5 + x6 > 0,
x1+x3

x1+x2+x3+x4
≈ 1, x1+x2

x1+x2+x5+x6
≈ 1, x2+x6

x1+x2+x5+x6
≈ 1,

x3+x4
x1+x2+x3+x4

6≈ 1,

нема решење у Q(ε). Први корак описане процедуре jе елиминациjа релациjе ≈, тj.
транформациjа претходног система у систем:

(?)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0, x7 ≥ 0, x8 ≥ 0,

x1 + x2 + x3 + x4 > 0, x1 + x2 + x5 + x6 > 0,

1− x1+x3
x1+x2+x3+x4

≥ 0, 1− x1+x2
x1+x2+x5+x6

≥ 0, 1− x2+x6
x1+x2+x5+x6

≥ 0,

1− x1+x3
x1+x2+x3+x4

< Kε, 1− x1+x2
x1+x2+x5+x6

< Kε, 1− xx+x6
x1+x2+x5+x6

< Kε,

1− x3+x4
x1+x2+x3+x4

> 1
K
,

коjи jе еквивалентан са системом линеарних неjеднокости:

(?)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0, x7 ≥ 0, x8 ≥ 0,

x1 + x2 + x3 + x4 > 0, x1 + x2 + x5 + x6 > 0,

x2 + x4 ≥ 0, x5 + x6 ≥ 0, x1 + x5 ≥ 0,

x2 + x4 < Kε(x1 + x2 + x3 + x4),

x5 + x6 < Kε(x1 + x2 + x5 + x6),

x1 + x5 < Kε(x1 + x2 + x5 + x6),

x1 + x2 >
1
K

(x1 + x2 + x3 + x4).

Фуриjе-Моцкин процедура елиминациjе се може применити на стандарадан начин
и процедура ће се завршити са закључком да систем нема решење.

Решавање последњег система jе веома дугачко и споро, тако да ће бити разма-
тран jедноставниjи систем у коме су изостављени неки ,,небитни” атоми a1, a5,
a6, a7, a8 (x1 = x5 = x6 = x7 = x8 = 0) и избегнуте редудантне неjеднакости.
Уствари, из разматрања су искључена створења коjа нису птице и пингвини коjи
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лете.


x2 + x3 + x4 = 1

x2 > 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

x2 + x4 < Kε(x2 + x3 + x4)

x2 >
1
K

(x2 + x3 + x4)

⇔



1− x3 − x4 ≤ x2

x2 ≤ 1− x3 − x4

0 < x2

x2 < Kε
1−Kεx3 − x4

1
K−1

x3 + 1
K−1

x4 < x2

0 ≤ x3

0 ≤ x4



1− x3 − x4 ≤ 1− x3 − x4

1− x3 − x4 <
Kε

1−Kεx3 − x4

0 < 1− x3 − x4

0 < Kε
1−Kεx3 − x4

1
K−1

x3 + 1
K−1

x4 < 1− x3 − x4
1

K−1
x3 + 1

K−1
x4 <

Kε
1−Kεx3 − x4

0 ≤ x3

0 ≤ x4

⇔



1−Kε < x3

x3 < 1− x4
1−Kε
Kε

x4 < x3

x3 < K−1
K
− x4

x3 < −K+K2ε
1−K2ε

x4

0 ≤ x3

0 ≤ x4



1−Kε < 1− x4

1−Kε < K−1
K
− x4

1−Kε < −K+K2ε
1−K2ε

x4
1−Kε
Kε

x4 < 1− x4
1−Kε
Kε

x4 <
K−1
K
− x4

1−Kε
Kε

x4 <
−K+K2ε

1−K2ε
x4

0 < 1− x4

0 < K−1
K
− x4

0 < −K+K2ε
1−K2ε

x4

0 ≤ x4

⇔



x4 < Kε

x4 < −1+K2ε
K

x4 < (1−Kε)(1−K2ε)
−K+K2ε

x4 < (K − 1)ε

x4 < 0

x4 < 1

x4 < K−1
K

0 ≤ x4

Очигледно jе да неjеднакости 0 < −1+K2ε
K

и 0 < 0 нису тачне.

И у овом случаjу се, на основу процедуре трансформациjе, проблем задовољиво-
сти своди на проблем линеарног програмирања коjи се може дефинисати на следећи
начин:

min z(x)

s.t.
∑2n

i=1 cijxi ρ 0 j = 1, 2, . . . L, ρ ∈ {>, >,<,6}∑2n

i=1 xi = 1

xi > 0 i = 1, 2, . . . , 2n

где се
∑2n

i=1 cijxi ρ 0 добиjа поjедностављењем неjеднакости (?), L jе броj тих неjед-
накости и све вредности cij, xi(i = 1, 2, . . . , 2n, j = 1, 2, . . . , L) припадаjу Хардиjевом
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пољу, тj. то су рационални изрази по ε и K. Функциjа циља z(x) се дефинише као

z(x) =
L∑
i=1

di(x),

где jе

di(x) =

{
(
∑2n

i=1 cijxi)
2 ако j-та неjеднакост ниjе задовољена,

0 у супротном,

У поглављу 6 ће функциjа циља бити детаљниjе разматрана.
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Глава 4

Метахеуристичке методе

У овом поглављу пажња ће бити посвећена хеуристичком приступу решавања
проблема. Наjпре ће бити дефинисан проблем оптимизациjе, а затим ће бити пред-
стављене неке хеуристичке методе коjе су коришћене за решавање проблема задо-
вољивости формула у вероватносним логикама. Посебна пажња ће бити посвећена
методи оптимизациjе колониjом пчела коjа jе коришћена за решавање проблема за-
довољивости фомула логике LPCP и дифолтне логике.

4.1 Проблем оптимизациjе

У општем случаjу, задатак оптимизациjе се дефинише на следећи начин [13, 15,
90, 115]:

Дефинициjа 4.1.1. Нека jе f : S → R реална функциjа дефинисана на скупу S и
нека jе X ⊆ S неки задати скуп. Проблем jе наћи

min f(x)

под условом (ограничењем)
x ∈ X.

Проблем оптимизациjе се назива проблем комбинаторне или дискртне оптими-
зациjе уколико jе скуп X коначан или преброjив. Ако скуп X не садржи дискретне
вредности тада се проблем оптимизациjе назива континуална оптимизациjа, док се
у супротном проблем оптимизациjе назива мешовита оптимизациjа. Скуп S са-
држи потенциjална решења проблема, па се назива простор претраге или простор
решења. Скуп X садржи допустива решења, па се сходно томе, назива простор
допустивих решења.

У литертаури се често може наћи и детаљниjа дефинициjа оптимизационог про-
блема у облику [122]:
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Дефинициjа 4.1.2.

min
x∈S,S⊆Rd

fi(x), (i = 1, 2, . . . ,M),

под условом hj(x) = 0, (j = 1, 2, . . . , J),

gk(x) 6 0, (k = 1, 2, . . . , K),

(4.1.1)

где су fi(x), hj(x) и gk(x) функциjе над вектором x = (x1, x2, . . . , xd)
T .

Компоненте xi вектора x могу бити реалне, дискретне или комбинациjа ова два
типа. Функциjе fi(x) где jе i = 1, 2, . . . ,M се називаjу функциjе циља (енг. objective
functions). Jеднакости за hj(x) и неjеднакости за gk(x) називаjу се ограничења (енг.
constraints) и дефинишу простор допустивих решења X. Важно jе напоменути да
релациjа у неjеднакостима може бити и > 0, као и да се циљеви могу формули-
сати као проблеми максимизациjе. У екстремним случаjевима, функциjа циља не
мора да буде дефинисана, већ су дефинисана само ограничења. Овакви проблеми
се називаjу проблеми допустивости (изводљивости, оправданости) (енг. feasibility
problem), пошто jе код ових проблема било коjе могуће (изводљиво) решење уjедно
и оптимално.

Оптимизациони проблеми се могу класификовати према броjу циљева у две ка-
тегориjе: оптимизациони проблеми са jедним циљем (енг. single objective) за M = 1

и оптимизациони проблеми више циљева (енг. multiobjective) за M > 1. Реални
проблеми оптимизациjе су, углавном, са више циљева, међутим оптимизациони алго-
ритми за оптимизациjу са jедним циљем се могу прилагодити и за решавање ви-
шециљних оптимизационих проблема, па ће, због jедноствности, у наставку бити
разматрана само оптимизациjа са jедним циљем (у складу са тим функциjа циља
биће означавана са f).

Дефинициjа 4.1.3. Решење x∗ ∈ S jе глобални оптимум ако одговара мањоj
вредности функциjе циља од свих осталих решења из простора решења, тj. ако
∀x ∈ S, f(x∗) 6 f(x).

У складу са овом дефинициjом, главни циљ у решавању оптимизационог проблема
jе проналажење глобалног оптимума x∗. За дати проблем може постоjати више гло-
балних оптималних решења, па се за неке проблеме, као задатак, може дефинисати
и проналажење свих глобалних оптималних решења.

Класификациjа оптимизационих проблема може се вршити на jош неколико на-
чина. Сем већ поменутих коjе зависе од скупа X и броjа циљева, класификациjа
се може вршти и на основу броjа ограничења J + K. Уколико ограничења не по-
стоjе, J = K = 0, тада се разматра оптимизациjа без ограничења (енг. unconstrained
optimization). Уколико jе K = 0 и J > 0, тада се проблем оптимизациjе назива jед-
накосно ограничени проблем (енг. equality-constrained), док се у случаjу да jе J = 0 и
K > 0 проблем назива неjеднакосно ограничени проблем (енг. inequality-constrained).
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У литератури се често срећу дефинициjе само неjеднакосно ограничених оптимизаци-
оних проблема, пошто се jеднакост h(x) = 0 може записати помоћу две неjеднакости
h(x) 6 0 и h(x) > 0.

Према типу фунциjа циља и ограничења, оптимизациони проблем може бити
линеаран или нелинеаран. Линеарни оптимизациони проблеми се могу записати у
облику:

min f(x) = cT · x
A · x 6 b

(4.1.2)

што указуjе на то да су функциjа циља и ограничења линеарне функциjе, па се
могу представити матрицом A и векторима b и c. Уколико су елементи матрице A и
вектора b и c реални броjеви, посматрани оптимизациони проблем се назива проблем
линеарног програмирања (енг. Linear Programming, LP). Специjално, ако су елементи
матрице A и вектора b и c цели броjеви, разматра се проблем целоброjног линеарног
програмирања (енг. Integer Linear Programming, ILP), а у случаjу да су вредности
коjе се поjављуjу и реални и цели броjеви, тада се говори о проблему мешовитог
целоброjног линеарног програмирања (енг. Mixed Integer Linear Programming, MILP).
Уколико функциjа циља и/или ограничења нису линарне, проблем оптимизациjе се
назива нелинеарна оптимизациjа.

Jош jедан начин поделе оптимизационих проблема jе на детерминистичке и сто-
хастичке оптимизационе проблеме. Уколико су параметри, коjима се оптимизациони
проблем описуjе, тачно познати, проблем jе детерминистичке природе, док у случаjу
да су познате само приближне вредности параметара или њихова процена, проблем
jе стохастичке природе. Обзиром на неизвесност коjа jе присутна у стохастичким
проблемима, вредност функциjе циља ниjе могуће тачно одредити, нити прецизно
проверити да ли су нека од ограничења нарушена или не, па се ови проблеми моде-
лираjу уз помоћ додатних техника, као што су Марковљеви процеси, вероватносне
логике и фази скупови.

4.2 Класификациjа метода

Проналажење оптималног решења, за многе реалне оптимизационе проблеме, jе
често немогуће. У пракси jе, углавном, довољно да се пронађе ,,добро” решење кори-
шћењем хеуристичких или метахеуристичких алгоритама. Хеуристички алгоритми
обезбеђуjу ,,прихватљиво” решење комплексног проблема за релативно кратко време.
За разлику од егзактних метода, хеуристичке методе не гарантуjу оптималност до-
биjеног решења, па чак ни оцену удаљености генерисаног решења од оптималног.

Хеуристичеке методе су развиjане за решавање конкретних проблема, док jе по-
jам метахеуристике увео Гловер у свом раду [29]. Метахеуристичке методе се могу
дефинисати као методологиjе (шаблони) вишег нивоа коjи се могу користити као
опште стратегиjе за дефинисање хеуристике за решавање конкретног оптимизацио-
ног проблема [115].
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Хеуристичке методе се могу поделити у неколико група [15]:

(i) Kонструктивне хеуристике. Ова група метода се заснива на постепеноj кон-
трукциjи (изградњи) решења, при чему се користе специфична знања сваког
поjединачног задатка.

(ii) Хеуристике итеративног побољшавања. Ова група се назива и методе лока-
лног претраживања. При решавању проблема, полази се од произвољног по-
четног решења, коjе се постепено побољшава претраживањем њему ,,блиских”
решења. Процес се понавља све док у ,,близини” текућег решења постоjи боље
решење од текућег.

(iii) Хеуристике математичког програмирања. Посматрани проблем се форму-
лише као задатак математичког програмирања, а затим се решава приближним
методама.

(iv) Декомпозиционе хеуристике. Почетни проблем се дели на више мањих подпро-
блема, коjи се засебно решаваjу.

(v) Хеуристике базиране на подели допустивог скупа. Допустиви скуп решења се
подели на више подскупова, па се претраживањем решења у сваком од њих
тражи наjбоље решење. За хеуристичко решење проблема се узима оно решење
за коjе функциjа циља има наjмању вредност.

(vi) Хеуристике базиране на рестрикциjи допустивог скупа. Рестрикциjом допу-
стивог скупа решења се елиминишу одређени подскупови и тако се смањуjе
простор претраге.

(vii) Хеуристике базиране на релаксациjи. Релаксациjом се допустиви скуп решења
прошируjе, али тако да се омогући jедноставниjе решавање новог проблема.

У решавању неког проблема, наравно, могу се комбиновати различити типови
хеуристика.

Обзиром да jе у последње две децениjе развиjен велики броj метахеуристичких ме-
тода, постоjе и многи други начини њихове класификациjе. Као пример различитих
класификациjа дата jе слика 4.1 коjа садржи само реперзентативне примере за сваку
класу метахеуристичких метода и ниjе потпуно прецизна пошто су класификациjе
броjне и међусобно се преплићу.

Jедан начин класификациjа метахеуристика jе на основу стратегиjе претраге. Jе-
дан тип стратегиjа претраге jе поправљање решења алгоритмом локалне претраге.
Метахеуристике овог типа су симулирано каљење (енг. Simulated Annealing, SA) [56],
табу претраживање (енг. Tabu Search, TS) [29], итеративно локално претраживање
(енг. Iterated Local Search, ILS) [67], метода променљивих околина (енг. Variable
Neighborhood Search, VNS) [80], похлепна стохастичка прилагодљива процедура пре-
траживања (енг. Greedy Randomized Adaptive Search Procedure, GRASP), [24]. Други
тип стратегиjе претраживања садржи компоненту учења приликом претраживања,
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Слика 4.1: Класификациjа метахеуристика

каква се среће код метахеуристика базираних на колониjи мрава (енг. Ant Colony
Optimization, ACО) [21], генетском алгоритму (енг. Genetic Algorithm, ГА) [48] и
другим еволутивним алгоритмима (енг. Evolutionary Algorithm, ЕА).

Следећа врста класификациjе jе претраживање на бази jедног решења наспрам
претрага базираних на популациjи. Приступ коjи се заснива на коришћењу jедног ре-
шења базира се на модификовању и поправљању jедног кандидата за решење, такве
метахеуристике су SA, ILS, VNS, вођена локална претрага (енг. Guided Local Search,
GLS) [3]. Приступ базиран на популациjи разматра и поправља више кандидата за
решење, често користећи карактеристике популациjе у претрази. Такве метахеури-
стике су EA, GA, оптимизациjа роjевима честица (енг. Particle Swarm Optimization,
PSO) [96]. Jош jедна катергориjа jе базирана на интелигенциjи групе (енг. Swarm
intelligence) коjе користе колективно понашања самоорганизованих агената у попула-
циjи или роjу. Такве метахеуристике су ACO, PSO, колониjе пчела (енг. Bee Colony
Optimization, BCO и енг. Bee Swarm Optimization, BSO) [51, 116].

Метахеуристике се могу класификовати и на основу коришћења мемориjе. Неки
метахеуристички алгоритми не користе информациjе добиjене током претраге, по-
пут GRASP и SA метода. Док друге метахеуристике користе мемориjу коjа садржи
информациjе добиjене током претраге, попут TS и различитих EA.

Такође, могу се разматрати детерминистичке наспрам стохастичких метода. Код
детерминистичких метода проблем се решава доношењем детерминистистичких одлука.
Такве метахеуристике су, на пример, LS, TS и метода променљивог спуста (енг.
Variable Neighborhood Descent, VND). Код стохастичких метахеуристика користе се
случаjна правила током претраге, каква се jављаjу код, на пример, SA, VNS, BCO
и EA. Код детерминистистичких метода коришћење истог инициjалног решења ће
увек довести до истог коначног решења, док се код стохастичких метода може доћи
до различитих коначних решења коришћењем истог инициjалног решења.

Као додатак поменутим алгоритмима, постоjе хибридне и паралелне метахеу-
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ристичке методе. Хибридне метахеуристике су оне код коjих се нека метахеури-
стика комбинуjе са другом оптимизационом методом (попут линеарног програми-
рања, машинског учења и слично) или другом метахеуристичком методом. Обе ко-
мпоненте хибридне метахеуристике раде конкуретно и размењуjу информациjе током
претраге. Паралелне хеуристике користе технике паралелног програмирања за стар-
товање више метахеуристичких претрага паралелно. Овако стартовани паралелни
процеси могу да сарађуjу и размењуjу информациjе у потрази за решењем.

Имплементациjа великог броjа метахеуристичких метода заснована jе на поjму
допустивог решења и дефинициjе његове околине (у циљу примене итеративног по-
бољшавања). Да би се дефинисала околина неког решења, мора се увести поjам
растоjања између две тачке [2].

Дефинициjа 4.2.1. Нека jе X произвољан скуп тачака. Ако се сваком уређеном
пару (x, y) тачака из X придружи реалан броj d(x, y) коjи има особине:

1. 0 6 d(x, y) < +∞,

2. d(x, y) = 0⇔ x = y,

3. d(x, y) = d(y, x),

4. d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y),

каже се да jе скуп X снабдевен метриком d. Такав скуп X, тj. уређен пар (X, d),
назива се метричким простором. Вредност d(x, y) представља растоjање из-
међу тачака x и y.

Дефинициjа 4.2.2. Скуп Nd(x) ⊆ X свих тачака на растоjању d од неке изабране
тачке x ∈ X назива се d-околина тачке x. Елементи скупа Nd(x) називаjу се
d-суседи тачке x.

Општиjа дефинициjа може обухаватати све тачке на растоjању мањем или jедна-
ком d. Уколико jе вредност d унапред позната и фиксирана, онда се може говорити
о околини тачке x, не наглашаваjући да се ради о d-околини.

У оптимизационим проблемима често се користи мање формална дефинициjа око-
лине и суседа неког решења x [95]. Под околином решења x се подразумеваN (x) ⊆ X

коjи jе придружен решењу x по неком правилу. То jе скуп решења добиjених од x

применом неке трансформациjе. Дефинициjа трансформациjе зависи од методе коjа
се користи, као и од њене конкретне имплементациjе. Обично се подразумева да
решење x не припада своjоj околини, тj. x 6∈ N (x). У овом случаjу се, такође, могу
посматрати d-околине неког решења, при чему jе d природан броj и Nd(x) предста-
вља скуп свих решења коjа се добиjаjу применом d пута (исте) трансформациjе на
решење x.
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Дефинициjа 4.2.3. Решење x ∈ S назива се локални минимум неког оптими-
зационог проблема уколико не постоjи x′ ∈ N (x) ⊆ S такво да важи f(x′) < f(x).

Локални минимуми се називаjу субоптимална решења. Обзиром на сложеност
оптимизационих проблема, све метахеуристичке методе су усмерене ка тражењу што
бољих субоптималних решења у што краћем времену.

4.3 Преглед метахеуристичких метода

4.3.1 Локално претраживање

Метода итеративног побољшавања код коjе jе претраживање ограничено на уна-
пред дефинисану околину решења у потрази за локалним минимумом назива се ло-
кално претраживање (енг. Local Search, LS) [15]. Прецизниjе, за свако x′ ∈ N (x) у
околини неког почетног решења x, израчунава се вредност функциjе циља f(x′) и
уколико jе f(x′) < fmin, чува се ново xmin = x′ и fmin = f(x′), уколико jеxmin ра-
зличито од x. Када се ,,обиђу” сва решења у околини N (x), наставља се претрага
у околини N (xmin). Испитивање свих суседа неког решења xmin назива се претра-
живање околине (енг. neighborhood exploration, NE). NE представља jедну итерациjу
локалног претраживања. Процес локалног претраживања одвиjа се у итерациjама и
зауставља се када у околини N (xmin) не постоjи боље решење.

Понекад jе сувише споро, па чак и немогуће претражити целу околину N (xmin).
Стога постоjе разни начини (хеуристике) како да се одреде суседи коjи ,,обећаваjу”
поправљање вредности функциjе циља, тj. да се на неки начин редукуjе величина
околине коjа се претражуjе.

Основни недостатак локалног претраживања jе што се зауставља при проналаску
првог локалног минимума коjи не мора бити (и наjчешће ниjе) глобални минимум, а
то увелико зависи од почетног решења.

Примена локалног претраживања у испитивању задовољивости формула
вероватносне логике

Проблем задовољивости у вероватносним логикама се често ознчава са PSAT.
У раду [52] jе описана процедура заснована на LS алгоритму коjа jе примењена на
следећи проблем: Дат jе скуп S = {C1, . . . , Cm} од m исказних клауза (исказних
дисjункциjа), у коjима се поjављуjе n исказних слова x1, . . . , xn. Такође, дато jе и
m вероватноћа 0 6 p1, . . . , pm 6 1, по jедна за сваку клаузу. Посматра се простор
догађаjа коjи садржи свих 2n истинитосних валуациjа. Вероватносна расподела jе
скуп од 2n вероватноћа πj > 0, j = 1, . . . , 2n чиjа jе сума 1. Вероватносна расподела
π задовољава дати скуп клауза и вероватноћа ако важи да jе за свако i = 1, . . . ,m

сума πj за све истинитосне валуациjе aj коjе задовољаваjу Ci jеднака pi. Ово се може
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алгебарски записати дефинисањем m×2n матрице A такве да jе елемент (i, j) jеднак
1 ако aj задовољава Ci, у супротном 0. Описани захтеви се сада могу записати као:

Aπ = p. π > 0.

Задатак jе испитати да ли овакво π постоjи.

У раду [52] се полази од чињенице да су описани PSAT и MAXSAT дуални про-
блеми ([28]), при чему jе опис општeг MAXSAT проблема исказне логике дат са:

• Дат jе скуп од m клауза са n исказних слова. За сваку клаузу Ci дата jе
целоброjна тежина wi и дата jе вредност W .

• Да ли постоjи истинитосна валуациjа a таква да сума тежина свих клауза коjе
a задовољава буде бар W?

У приступу описаном у раду [52] решава се одговараjући MAXSAT. Дати алгоритам
се састоjи од низа фаза. У свакоj фази, испитуjе се низ од неколико малих локалних
измена у тренутноj валуациjи и бира се подниз са наjбољим локалним побољшањем.
Свака локална измена у низу се назива подфаза. Фаза има наjвише n подфаза (n jе
броj исказних слова).

Нека jе валуациjа на почетку фазе означена са a. На почетку i-те подфазе валу-
ациjа jе ai, при чему jе очигледно a1 = a. За свако исказно слово xj, израчунава се
његов потенциjал pij за подфазу i. Оваj потенциjал представља разлику у промени
тежине задовољивих клауза у случаjу да xj промени вредност (pij може имати и
негативну вредност). Бираjу се исказна слова са наjвећим потенциjалом коjа нису
изабрана ни у jедноj од i − 1 претходних подфаза тренутне фазе. Валуациjа на по-
четку следеће фазе jе ai+1 и добиjа се када се у валуациjи ai промени вредност иза-
браног исказног слова. Током рада алгоритма, такође, се прате промене у тежинама
задовољивих клауза. Променљива ∆i памти укупну промену тежине до подфазе i.
Инициjално jе ∆0 = 0 и ∆i+1 = ∆i+pij где jе xj исказно слово са наjвећом вредношћу
pij у подфази i. Фаза се завршава или када се прође кроз свих n подфаза, или када
након подфазе i вредност ∆i постане непозитивна. Када се фаза прекине бираjу се
вредности из подфазе i∗ за коjи jе ∆i∗ наjвеће. Исказна слова са максималним по-
тенциjалом у првоj i∗ подфази мењаjу вредности и почиње нова фаза. Алгоритам се
завршава ако су у некоj фази све вредности ∆i непозитивне.

У раду [52] су представљени резултати добиjени тестирањем две фамилиjе при-
мера, коjе се разликуjу по начину генерисања вероватноћа. За прву фамилиjу су
генерисани примери код коjих параметар m (броj калуза) добиjа вредности до 70,
док за другу фамилиjу параметар m добиjа вредности до 80, а параметар n (броj
исказних слова), у оба случаjа, добиjа вредности до 50. За примере малих димензиjа
добиjа се, у оба случаjа, велика успешност у решавању, за релативно мало време,
док са порастом вредности параметра успешност опада до ситуациjе када решење не
може да се нађе.
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4.3.2 Табу претраживање

Табу претраживање (енг. Tabu Search, TS) jе метахеуристика детаљно описана
у књизи Гловера и Лагуне (енг. Fred Glover и Manuel Laguna)[30]. Основне идеjе
методе, као и анализа ефикасности и неки примери примене TS методе описани су
у радовима [47, 95]. TS метода заснива процес претраживања на околини текућег
минималног решења. Када се у току претраживања наиђе на локални минимум, по-
требно jе дефинисати критериjум изласка из њега. Таj критериjум jе код TS методе
заснован на употреби мемориjе. За разлику од метода коjе чуваjу само тренутно
наjбоље решење и одговараjућу (тренутно минималну) вредност функциjе циља, TS
метода памти кретање преко решења посећених у неколико претходних итерациjа.
Те информациjе се користе за избор наредног решења као и за модификациjу дефи-
нициjе околине у смислу избацивања неких ,,забрањених” решења. Обзиром на то
jасно jе да околина N (x) решења x варира од итерациjе до итерациjе, те се стога TS
убраjа у процедуре коjе се називаjу технике динамичког претраживања околине.
Прецизниjе, извршавање основне верзиjе TS методе се састоjи у следећем:

• ова метода систематски прати процес минимизациjе заснован на LS процедури
све док не досегне локални минимум;

• затим се таj локални минимум искључуjе из околине за претраживање и тражи
минимално решење у тако модификованоj околини;

• искључена решења се памте у листи названоj табу листа (TL) коjа представља
забрањена решења у току неколико наредних итерациjа (дефинисаних дужином
TL)

• по истеку забране, ова решења се враћаjу у околину, а нека друга постаjу за-
брањена.

Дужина табу листе може бити променљива, при чему би се у свакоj итерациjи гене-
рисао случаjан броj коjи би представљао дужину TL за ту итерациjу[15].

Критериjуми заустављања могу бити: максималан броj итерациjа, максималан
броj итерациjа између две поправке наjбољег решења, максимално дозвољено време
извршавања и слично.

Суштина TS методе jе у томе да се након достигнутог локалног минимума по-
сећуjу решења коjа не воде побољшању вредности функциjе циља са идеjом да се
напусти околина тог локалног минимума и омогући претрага за новим. Да би се
спречило поновно посећивање неког локалног минимума, тзв. циклирање, користи
се табу листа (TL) у коjоj се чуваjу забрањена решења.

Спречавање циклирања ниjе у потпуности загарантовано и зависи од дужине табу
листе. Уколико jе дужина листе превелика, диверсификациjа претраживања jе већа
и може довести до тзв. случаjног кретања (енг. random walk). Са друге стране,
уколико jе дужина TL исувише мала, повећава се могућност циклирања.
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Примена TS методе на PSAT

У раду [41] разматра се примена TS методе на решавање проблема код кога су
полазне претпоставке исте као и код проблема решаваног LS методом: Посматра
се скуп од m исказних формула S1, . . . , Sm у коjима се поjављуjе n исказних слова
x1, . . . , xn са уобичаjеним Буловим операторима ∨, ∧ и ¬. Вероватноћа да jе свака
од посматраних формула тачна jе π1, . . . , πm. Потребно jе испитати да ли су дате
вероватноће конзистентне са датим скупом формула.

Као и приликом примене LS методе на овакав проблем, дефинише се скуп свих
истинитосних валуациjа wj за j = 1, . . . , 2n и потребно jе одредити вероватносну
расподелу p1, . . . , p2n такву да jе сума ових вероватноћа за сваку валуациjу за коjу jе
формула Si тачна, jеднака πi за свако i = 1, . . . ,m. Овде се, такође, може дефинисати
матрица A = (aij) димензиjе m× 2n таква да jе

aij =

{
1 ако jе Si тачно при валуациjи wi
0 у супротном

у ком случаjу се проблем записуjе у облику

1p = 1

Ap = π

p > 0

где jе 1 jединични вектор врсте димензиjе 2n, p и π вектори колоне (p1, . . . , p2n)T и
(π1, . . . , πm)T респективно. Уколико се у скуп формула дода формула Sm+1 са непо-
знатом вероватноћом πm+1, проблем се може дефинисати у терминима оптимизаци-
оних проблема. Вредност πm+1 ниjе jединствена у случаjу да вектор Am+1 = (am+1,j)

(am+1,j = 1 уколико jе Sm+1 тачно при валуациjи wj и am+1,j = 0 у супротном) пред-
ставља линеарну комбинациjу врста из матрице A. У супротном, дата дефинициjа
проблема имплицира границе вероватноће πm+1. Сада дати проблем може да се за-
пише у облику

min /max Am+1p

у односу на:
1p = 1

Ap = π

p > 0

TS метода се, као и у случаjу примене LS методе, примењуjе на дуални проблем
MAXSAT. Предложени алгоритам представља поjедностављену верзиjу TS методе,
означен jе као SAMD (енг. Steepest Descent Mildest Ascent) и дат jе псеудокодом 4.1
([41]).

У раду [40] jе посебно разматран избор параметара nrep (броj локалних промена) и
` (дужина Табу листе). Индекс j предствља правце промене, а параметар tk означава
преостали броj итерациjа током коjих су промене у правцу j забрањене. Када се
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Алгоритам 4.1: TS алгоритам за PSAT
Селектовање инициjалног решења x0;
fopt = f(x0); xopt = x0;
tj = 0 за j = 1, . . . , n;
Repeat

f ′opt = fopt;
i = 0;
Repeat

Изабрати xk ∈ N (x0) тако да δk = f(xk)− f(x0) = min
j|tj=0

δj;
x0 = xk;
If f(xk) < fopt then fopt = f(x0); xopt = x0; end if
If δk > 0 then tk = `;
tj = tj − 1 за tj > 0, j = 1, . . . , n;
i = i+ 1;

Until i = nrep;
Until f ′opt == fopt
xopt jе апроксимациjа оптималног решења

направи промена у правцу j, вредност параметра tk се постави на `. Што jе већа
вредност параметра `, то jе теже вратити се у околину локалног минимума. За
тестирање методе коришћени су примери у коjима jе броj исказних слова 100, а броj
клауза 500. За ове примере вариране су вредности параметара nrep (узимане су
вредности 100, 200, 500, 1000 и 2000) и ` (са вредностима 10, 15, 20,. . . , 40). Наjбољи
резулати су постизани за вредности параметра nrep = 1000 и ` = 15, при чему jе
показано да ова метода даjе боље резулате од SA (енг. Simulated Annealing) методе.

4.3.3 Метода променљивих околина

Методу променљивих околина (енг. Variable Neighborhood Search, VNS) предло-
жили су Младеновић и Хансен (енг. Pierre Hansen) у свом раду [80]. Основна идеjа
методе jе систематска промена околина унутар локалног претраживања. Неопходно
jе увести више околина, било да се мења метрика у односу на коjу се дефинише
околина, било да се повећава растоjање у односу на исту метрику. Предложено jе
и неколико модификациjа, углавном намењених решавању проблема великих димен-
зиjа [42, 43, 44, 45, 46]. VNS метахеуристика jе заснована на три jедноставне чињенице
[46]:

1. локални минумум у односу на jедну околину не мора бити и локални минимум
у односу на неку другу околину;

2. глобални минимум jе локални минимум у односу на све околине;

3. за већину проблема локални минимуми у односу на разне околине су међусобно
блиски.
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Прва чињеница оправдава увођење више околина. Друга чињеница не гарантуjе
да решење коjе jе локални минумум у односу на сваку од изабраних околина пред-
ставља глобални минимум, већ да ако неко решење ниjе локални минимум у односу
на неку околину, онда сигурно ниjе глобални минимум. Последица треће чињенице
jе потреба да се детаљниjе истражуjе наjближа околина локалног минимума jер се
ту очекуjе поправљање текућег наjбољег решења[15].

Дефинициjа 4.3.1. Нека jе x ∈ X произвољно допустиво решење и нека jе Nk,
(k = 1, . . . , kmax) нека коначна колекциjа унапред дефинисаних околина. Тада jе Nk(x)

скуп решења у k-тоj околини од x, тj. скуп решења коjа се у односу на усвоjену
метрику (броj трансформациjа) налазе на растоjању k од решења x.

Слика 4.2: Употреба више околина у локалном претраживању

Слика 4.2 илуструjе употребу више околина у решавању оптимизационих про-
блема. Многе метахеуристичке методе базиране на локалном претраживању користе
jедну, наjвише две околине.

Примена VNS алгоритма на проблем задовољивости у логици LPP ext
2

У раду [23] jе показана процедура свођења PSAT проблема на проблем линеарног
програмирања, док jе у раду [50] дат детаљан приказ примене VNS алгоритма на
решавање добиjеног система неjеднакости. Описана процедура полази од формуле A,
коjа представља конjункциjу L тежинских формула логике LPP ext

2 у коjоj учествуjе
n исказних слова, облика

A =
L∧
i=1

aj1P
∗(αj1) + · · ·+ ajkP

∗(αjk) ρ s
j
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За формулу A се генeрише одговараjући систем неjеднакости чиjи jе компактан облик∑2n

i=1 xi = 1,

xi > 0, i = {1, . . . , 2n]},∑2n

i=1 cijxi ρ s
j j ∈ {1, . . . , L}

где се за сваку тежинску формулу aj1P
∗(αj1) + · · · + ajkP

∗(αjk) ρ s
j коjа се jавља у

A коефициjенти cij добиjаjу груписањем по вероватноћама атома cij =
∑

l:ati∈[αjl ]
ajl .

Према резултатима датим у радовима [23, 52] у вектору решења система (ако решење
постоjи) има наjвише L+ 1 ненула вредности. То значи да треба пронаћи L+ 1 атом
из скупа свих атома At(A) чиjе ће вероватноће бити веће од 0, при чему збир тих
вероватноћа мора бити 1. Псеудокод коjи jе коришћен jе дат у наставку.

Алгоритам 4.2: VNS алгоритам за PSAT
x = initialSolution(); improve(x, heuristics)
while (not done())do

k = 1
while (k 6 kmax) do

x′ = shake(x, k); improve(x′, heuristics); x′′ = localSearch(x′)
if (x′′ jе боље од x) then

x = x′′; improve(x, heuristics); k ← 1
else

k = k + 1
end if

end while
improve(x, nelder-mead)
end while

Значења коришћених рутина су следећа:

• initalSolution() генерише инициjално решење тако што од случаjно изабраних
10 × (L + 1) атома са додељеним вероватноћама 1/(L + 1), бира L + 1 атом за
коjе jе процењено да наjвише утичу на задовољивост неjеднакости.

• improve(x,heuristics) коришћењем хеуристичких метода ,,поправља” вредно-
сти додељених вероватноћа, у циљу проналажења бољег решења.

• shake(x,k) има за циљ да у k-тоj околини изабере нови атом у чиjоj околини
ће направити ново локално претраживање.

• localSearch(x) претражуjе околину Nk тренутног решења тражећи боље ре-
шење. Због величине простора, вероватноће атома остаjу фиксиране, а процена
нових решења се врши само на основу функциjе циља, коjа jе у овом случаjу
дефинисана формулом:

z(p) =
L∑
i=1

di(p) + g(p)
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где jе

dj(p) =

{ (∑L+1
i=1 cijpi − sj

)2

ако колона j ниjе задовољива

0 у супротном

док функциjа g(p) мери одступање вероватноћа од ограничења.

• improve(x,nelder-mead) поправља вредности вероватноћа користећи Нелдер-
Мид метод (енг. Nelder-Mead method) чиjи jе детаљан опис дат у поглављу
A.2.

Предложена метода дала jе добре резултате приликом тестирања случаjно гене-
рисаних задовољивих формула, чак и у случаjевима са великим броjем тежинских
формула и исказних слова.

4.3.4 Генетски алгоритам

Генетски алгоритам (енг. Genetic Algorithm, GA) представља метахеуристику коjа
користи већи броj решења (популациjу) и базирана jе на принципима природне ево-
луциjе. Методу jе први предложио Холанд (енг. John H. Holland) у књизи [48], а
детаљан опис методе дат jе у књизи [32]. За разлику од локалног претраживања,
GA врши модификациjу решења по неким, унапред задатим, правилима или комби-
новањем два или више решења у циљу генерисања нових решења. Овакав процес
треба да симулира репродукциjу живих организама у природи. Решења, коjа су чла-
нови неке популациjе мешаjу се и производе потомке коjи би требало да задржаваjу
добре особине своjих предака. Основна идеjа методе jе да се изабере инициjална по-
пулациjа и да се затим кроз низ генерациjа еволуирања те популациjе врши поправка
тренутно наjбољег решења применом оператора. Основни оператори су укрштање,
мутациjа и селекциjа [15]. Општи алгоритам ове методе jе дат псеудокодом 4.3.

Алгоритам 4.3: Општи GA алгоритам
PopulationInit(N);
Repeat

for(i = 0; i < N ; i++) fi = ObjectiveFunction();
// Креирање нове генерациjе

Selection();
Crossover();
Mutation();

Until (задовољен критериjум заустављања);

У зависности од проблема коjи се решава, свака од коришћених функциjа се може
имплементирати на више начина. Врло често се наведени оператори не примењуjу

57



ГЛАВА 4. МЕТАХЕУРИСТИЧКЕ МЕТОДЕ

на сам простор решења, већ се решења кодираjу низовима симбола неког конач-
ног алфабета. Наjjедноставниjе jе бинарно кодирање (0 – 1 симболима), мада су у
употреби и сложениjа кодирања. Због jедноставности, наведени оператори биће об-
jашњени на примеру бинарног кодирања. Оваква репрезентациjа решења назива се
jединка популациjе или хромозом, док се сваки од симбола назива ген.

PopulationInit(N) представља избор инициjалне популациjе коjа садржи N jе-
динки. Често се оваj скуп инициjалних решења бира на случаjан начин.

ObjectivеFunction() се дефинише да би се за свако решење у посматраноj попу-
лациjи одредио ,,квалитет” израчунавањем функциjе циља (често се користи и назив
fitness). Ова функциjа треба да представља нормализовано растоjање конкретне jе-
динке од наjбоље jединке у популациjи или од тренутно наjбољег решења.

Selection() представља примену оператора селекциjе. На осноу вредности функ-
циjе циља различитим механизмима (рулет, турнир, униформно, елитистички) би-
раjу се jединке коjе ће добити шансу да пређу у следећу генерациjу, било непроме-
њене, било кроз своjе потомке.

Crossover() jе примена оператора укрштања коjи се може дефинисати на ра-
зличите начине. Решења изабрана оператором селекциjе, могу да се групишу у па-
рове чиjим ће се укрштањем добити два нова потомка, међутим, укрштање може
да укључи и више jединки чиме се добиjа и више потомака. Уобичаjена процедура
укрштања jе да се изаберу две jединке и да се на случаjан начин изабере позициjа
у коду од коjе ће се извршити замена. На пример, ако jе ко̂д дужине 8 бинарних
симбола и 3 je позициjа замене тада се укрштање може извести на следећи начин:

1 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1 1 1
→ 1 0 1 0 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 1 0

Укрштање jединки може бити и на више позициjа. Постоjи велики броj могућности
начина избора две jединке за примену оператора укрштања. Често се jединке бираjу
на основу редоследа у популациjи, а такође jе могуће увести и изборе на основу при-
мене оператора вероватноће, коjим се процењуjе да ће дати пар jединки произвести
ново наjбоље решење.

Mutation() jе оператор коме се подвргаваjу све jединке добиjене након примене
оператора укрштања. Циљ примене овог оператора jе ,,промена” генетског матери-
jала коjа треба да усмери потрагу ка неистраженим регионима. Наjjедноставниjи
облик мутациjе jе да се на случаjно изабраноj позициjи тренутни симбол замени но-
вим симболом. На пример, мутациjа на позициjи 5 у бинарном коду дужине 8 би
дала следећи резултат:

1 0 1 1 0 0 1 0 → 1 0 1 1 1 0 1 0

Након завршетка ових операциjа добиjа се нових N jединки коjе заjедно са jедин-
кама текуће популациjе конкуришу за улазак у следећу генерациjу.
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Критериjум за заустављање може бити максималан броj генерациjа, броj генера-
циjа без поправке тренутно наjбољег решења, максимално дозвољено време изврша-
вања и слично.

Примена GA методе на PSAT у логици LPP ext
2

У радовима [85, 86] jе детаљно обjашњен поступак примене GA методе на PSAT.
Као и приликом примене VNS методе на оваj проблем, посматрана jе формула A

од L тежинских формула у коjима се jавља k исказних слова. Трансформациjа на
одговараjући систем се врши на исти начин. При решавању проблема, дефинише
се популациjа jединки, при чему се свака jединка састоjи од L парова облика (атом,
вероватноћа) чиме се описуjе вероватносни модел. За оцењивање jединки коришћене
су две различите функциjе. Прва функциjа t представља укупан броj тежинских
формула из A коjе су тачне за jединкуM , што значи да ако jе t(M) jеднако L тада jе
M решење. Друга функциjа d представља меру незадовољивости jединке M и има
облик

d(M) =

√√√√√ L∑
j=1

(
2k∑
i=1

cijxi − sj
)2

Циљ jе функциjу d свести на вредност 0.

Популациjа у описаном методу се састоjи од 10 jединки, селекциjа се врши ранги-
рањем, укрштање jе у jедноj позициjи и примењена jе jедноставна метода мутациjа
са вероватноћом 0.03. У методу jе додата и jедноставна хеуристика коjа након, се-
лекциjе, за jединке поправља тренутне вероватноће атома.

У раду [86] су приказани резултати тестирања коjи су обухватили формуле ра-
зличитих величина, прецизниjе, броj исказних слова jе вариран од 50 до 200, а броj
тежинских формула од 50 до 1000. За изабране примере коришћене су различите
вариjанте GA методе код коjих су се разликовали опертори мутациjе, вероватноће
мутациjе, а неке су укључивале и процедуре локалне претраге. У резултатима jе
приказано да успешност у решавању расте са повећањем вероватноће мутациjе, међу-
тим код малих примера успешност, након одређене вредности вероватноће мутациjе,
почиње да опада, пошто процедура почиње да се понаша као процедура случаjне
претраге. Такође jе код већих примера показано да мутациjа атома има већи ути-
цаj од мутациjе вероватноће атома. Додавање процедуре локалног претраживања у
алгоритам jе повећало успешност у проналажењу решења.

4.3.5 Комбиновање метода, хибридизациjа

Већ jе речено да ниjедна метахеуристичка метода не гарантуjе оптималност доби-
jеног решења. Чак jе и процена квалитета решења изузетно тешка. Разним методама
поређења, показано jе да не постоjи хеуристика коjа jе jеднако успешна за решавање
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сваког проблема, па чак и за различите вариjанте истог проблема може се показати
да су неке хеуристике успешниjе од других.

Да би се повећала ефикасност метахеуристичких метода, све чешће се прибегава
комбиновању, хибридизациjи, две или чак и више метахеуристичких метода. У ли-
тератури се често могу наћи комбинациjе GA и TS, или GA и LS, или VNS и TS и
слично. Осим тога могу се наћи и комбинациjе метахеуристичких и егзактних метода
[15].

У раду [87] приказана jе комбинациjа GA и VND (скраћено одVariable Neighborhood
Descent) за решавање проблема задовољивости формула LPP ext

2 логике. Тестирања
коjа су приказана у раду садрже меру успешности у доказивању задовољивости и
времена извршавања програма под истим условима. Добиjени резулати су показали
велику супериорност хибрида GA-VND у односу на примену само GA методе.

4.4 Метода оптимизациjе колониjом пчела

Оптимизациjа колониjом пчела (Bee Colony Optimization, BCO) представља но-
виjу метахеуристичку методу инспирисану природом, прецизниjе понашањем пчела у
потрази за храном ([17, 72, 73, 74, 118]). Ова метахеуристичка метода припада класи
метода инспирисаних интелигенциjом групе (роjа, колониjе, енг. Swarm Intelligence).
Овоj класи метода такође припадаjу и алгоритми инспирисани мравима (Ant Colony
Optimization), бактериjама (Bacterial Colony Optimization), сивим вуковима (Grey
Wolf Optimizer), слепим мишевима (Bat Algorithm), имуним системом (Artificial
Immune Systems), светлећим црвима (Glowworm Swarm Optimization) и многи други
[11, 121, 122, 123]. Основна идеjа BCO методе jе да се искористи сличност између
начина на коjи пчеле у природи траже храну [10] и начина на коjи оптимизаци-
они алгоритми траже оптимално решење оптимизационог проблема [116]. Осим
основне конструкционе BCO методе, развиjена jе вариjанта са поправком BCOi (BCO
improvement) коjа уместо конструисања решења, врши поправку постоjећих решења
[16]. Осим при решавању разних комбинаторних проблема, BCO метода се показала
врло поузданом при решавању различитих нестандардних проблема, попут проблема
коjи садрже непрецизне податке [78, 117] или укључуjу више оптимизационих крите-
риjума [120]. Ипак она раниjе ниjе коришћена за решавање проблема задовољивости.
У настaвку ће бити описано понашање пчела у природи, коjе jе послужило као инспи-
рациjа за развоj методе, као и општи BCO алгоритам коjи jе коришћен за решавање
широке класе проблема.

4.4.1 Пчеле у природи

Пчеле у природи траже храну претражуjући поља у околини њихове кошнице.
Оне сакупљаjу и складиште храну коjу касниjе користе и друге пчеле. Наjчешће,
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у почетном кораку сакупљања хране, пчеле-истраживачи претражуjу околину ко-
шнице. Након завршене претраге пчеле-истраживачи се враћаjу у кошницу и ин-
формишу остале пчеле у кошници о локациjи, количини и квалитету расположиве
хране у области коjу су претражиле. У случаjу да су пронашле нектар у истраженоj
области, пчеле-истраживачи ,,плешу” у кошници и тиме ,,рекламираjу” локациjу са
храном охрабруjући остале чланице колониjе да их прате ([10]).

Уколико пчеле одлуче да напусте кошницу и сакупљаjу нектар, оне ће пратити
пчеле-истраживаче коjе су ,,плесале”, до откривене локациjе са храном. Након са-
купљања нектара, пчеле се враћаjу у кошницу и смештаjу сакупљену храну. Након
тога jе могуће неколико сценариjа:

1. пчела може да напусти локациjу са храном и поново постаjе неопредељани
следбеник;

2. пчела може да настави са прикупљањем хране са претходне локациjе, при чему
неће ,,регурутовати” остатак колониjе;

3. пчела може ,,плесом” да регрутуjе друге пчеле из кошнице пре него што се
врати прикупљању хране.

Пчела усваjа jедну од наведених могућности, а уколико више пчела покушава исто-
времено да регрутуjе пчеле из кошнице своjим плесом, тада ниjе jасно како пчеле
одлучуjу коjу ће ,,плешућу” пчелу да прате, мада се може закључити да избор зависи
од квалитета извора хране [10]. Описани процес се настваља све док се у кошници
сакупља нектар и док се истражуjу нове области са потенциjалним извором хране.
Ово су кључни арументи за развоj BCO алгоритма.

4.4.2 BCO алгоритам

Лучић и Теодоровић су у своjим радовима [72, 73, 74] први коjи су користили
принципе колективне интелигенциjе пчела за решавање комбинаторних оптимиза-
ционих проблема. Основна идеjа jе да се направи систем мулти-агената (колониjа
вештачких пчела) коjи ће тражити добро решење проблема, користећи принципе
коjе користе пчеле приликом сакупљања нектара. Колониjа вештачких пчела jе че-
сто веома мала (на пример 5 до 10 пчела). Током потраге за решењем пчеле сарађуjу
и размењуjу информациjе у циљу проналажења бољег решења. Коришћењем колек-
тивног знања и разменом информациjа, пчеле се концентришу на области коjе више
обећаваjу. Корак по корак пчеле граде и/или поправљаjу своjа решења. BCO потрага
се обавља по итерациjама док се не испуни неки од унапред дефинисаних услова за
заустављање, коjи су већ поменути приликом описа дргих метахеуристичких метода.

Популациjа вештачких пчела се састоjи од B индивидуа коjе у сарадњи траже
оптимално решење. Свака вештачка пчела jе одговорна за jедно решење проблема.
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Алгоритам се састоjи од две фазе коjе се смењуjу лет унапред/лет уназад (енг.
forward pass/backward pass) формираjући jедан корак алгоритма. Током лета унапред
пчела истражуjе простор решења и примењуjе унапред дефинисане кораке коjима
гради и/или поправља решење. Лет уназад jе фаза током коjе се обавља размена
информациjа међу пчелама. Лет унапред и лет уназад се током jедне итерациjе
смењуjу NC пута, а вредност параметра NC зависи од карактеристика проблема.
Уколико jе вредност параметра NC мала, пчеле ретко комуницираjу. Са повећа-
њем вредности параметра NC пчеле учесталиjе размењуjу информациjе о квалитету
решења.

Уколико у изградњи решења учествуjе B пчела означених са: Пчела 1, Пчела
2, до Пчела B, коjе граде решење од n компоненти и ако jе NC = n, тада оне у
сваком лету унапред могу свом решењу да додаjу по jедну компоненту. На слици 4.3
jе приказана jедна од могућих изградњи тих решења након 3 лета унапред уколико
не долази до регрутациjе међу тим пчелама.

Слика 4.3: Изградња решења након 3 лета унапред

Након добиjања новог (парциjалног) решења, пчеле размењуjу информациjе -
фаза лет уназад. У природи пчеле се враћаjу у кошницу и ритуалом плеса оба-
вештаваjу остале о храни коjу су нашле. У алгоритму, лет уназад почиње оценом
квалитета решења сваке пчеле, тj. рачуна се вредност функциjе циља за тренутно
решење. Након тога, свака пчела одлучуjе, са одређеном вероватноћом, да ли ће
остати верна (лоjална) свом решењу или не. При овом одлучивању, пчеле са бољим
решењем имаjу већу шансу да остану верне свом решењу. Насупрот пчелама у при-
роди, вештачке пчеле коjе су остале верне свом решењу, уjедно врше и ,,регрутациjу”,
тj. њихово решење разматраjу и друге пчеле. Када пчела напусти своjе решење, она
постаjе неопредељена и мора да одабере jедно од рекламираних решења. Ове одлуке
се, такође, доносе са одређеном вероватноћом, при чему боља решења имаjу већу
шансу да буду изабрана. Овиме се у сваком лету уназад пчеле деле на две групе,
као што jе показано на слици 4.4, где jе R пчела остало верно свом решењу и врши
регрутациjу, а B − R пчела jе неопредељено. Вредности R и B − R се могу мењати
од jедног лета уназад до другог.
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Слика 4.4: Регрутациjа неопредељених пчела

Након што неопредељена пчела преузме решење друге пчеле, у следећем лету
унапред она наставља да гради преузето решење, независно од пчеле чиjе jе решење
преузето. Ако у ситуациjи са слике 4.3, Пчела 2 преузме решење Пчеле B, у следећем
лету унапред наставља градњу тог решења и добиjа се ситуациjа као на слици 4.5.

Слика 4.5: Наставак изградње решења након преузимања решења друге пчеле

Две фазе алгоритма претраге, лет унапред и лет уназад, се смењуjу у циљу доби-
jања решења (по jедно решење за сваку пчелу). Након NC смена одређуjе се наjбоље
решење и тиме се завршава jедна итерациjа BCO (BCOi) алгоритма. Након овога сва
решења се бришу и почиње нова итерациjа. BCO (BCOi) алгоритам се извршава ите-
рациjу по итерациjу док се не испуне критериjуми за заустављање (максималан броj
итерациjа, максималан броj итерациjа без поправљања решења, максимално дозво-
љено време извршавања и слично). На краjу се наjбоље решење враћа као коначан
резултат алгоритма.

Главна предност BCO (BCOi) алгоритма jе мали броj параметара коjи се подеша-
ваjу пре покретања алгоритма:

• B - Броj пчела коjе учествуjу у решавању проблема;
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• NC - Броj летова унапред (уназад) у jедноj итерациjи.

Jедноставност псеудокода BCO (BCOi) алгоритма jе такође велика предност. Псе-
удокод jе приказан алгоритмом 4.4.

Алгоритам 4.4: BCO алгоритам
Do

Инициjализациjа (празног) решења за сваку пчелу;
For (s = 0; s < NC; s+ +)
//Лет унапред

For (b = 0; b < B; b+ +)
Израчунавање могућих корака;
Случаjан избор и примена jедног корака;

//Лет уназад
For (b = 0; b < B; b+ +)

Оцена (делимичног/комплетног) решења за пчелу b;
For (b = 0; b < B; b+ +)

Одлука о лоjалности пчеле b тренутном решењу;
For (b = 0; b < B; b+ +)

If (b jе неопредељена) случаjан избор регрутера;
Оцена свих решења и проналажење наjбољег;

While (критериjум за заустављање ниjе испуњен);

Детаљан опис примене BCOi алгоритма за доказивање задовољивости формула
логике LPCP биће дат у поглављу 5, док jе дифолтно закључивање применом овог
алгоритма дато у поглављу 6.
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Глава 5

Примена методе оптимизациjе
колониjом пчела у вероватносним
логикама

У овом поглављу ће бити детаљно описан начин имплементациjе BCOi методе за
решавање проблема задовољивости формула логике LPCP , тj. за проблем CPSAT-ε.
Поред тога, биће приказани резултати добиjени тестирњем, као и поређење добиjених
резултата са резултатима добиjеним применом Фуриjе-Моцкин методе на проблем
CPSAT-ε.

5.1 Примена BCOi алгоритма на проблем CPSAT-ε

У делу 2.3 jе описан механизам за свођење проблема задовољивости дате конjунк-
циjе вероватносних формула A на систем линарних неjеднакости. Овим се проблем
CPSAT-ε своди на проблем линеарног програмирања над вероватноћама. На основу
резултата, обjављених у радовима [23, 28, 50], броj атома са вероватноћама већим
од 0 потребних да гарантуjу решење добиjеног система (уколико решење постоjи) jе
L+ 1, где jе L броj неjеднакости у добиjеном систему неjеднакости. У добиjеном си-
стему се не налази услов да jе сума вероватноћа свих атома 1, али се он подразумева,
па jе из тог разлога потребно да се вектору решења нађе L+ 1 атом, а не L. Дакле,
решење система се може представити вектором од L+ 1 атома

a = [a1, a2, . . . , aL+1]

где jе ai, i = 1, . . . , L+1 атом из скупа свих атома At(A), са додељеним вероватноћама

x = [x1, x2, . . . , xL+1] .

Вероватноће атома коjи се не налазе у вектору a су 0. Ако jе познат вектор a =

[a1, a2, . . . , aL+1] коjи представља решење система, тада се систем може записати у
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скраћеном облику
L+1∑
j=1

cijxi ρi 0, i = 1, . . . L (5.1.1)

где су cij (i = 1, . . . , L, j = 1, . . . L + 1) коефициjенти добиjени груписањем уз веро-
ватноћу xi атома ai и ρi ∈ {6, <,>, >} (i = 1, . . . , L).

Имплементирани BCOi алгоритам се састоjи од четири фазе. Прва фаза jе на
почетку сваке итерациjе и она представља генерисање инициjалног решења система.
Током друге фазе врши се модификациjа решења. Фазе три и четири чине лет
уназад, при чему се у фази три врши поређење решења, док се у фази четири обавља
регрутациjа. У наставку ће свака од фаза бити детаљно обjашњена.

5.1.1 Инициjално решење

Свака итерациjа BCOi алгоритма почиње генерисањем и оценом инициjалног ре-
шења за сваку пчелу. Наjпре, свака пчела на случаjан начин генерише 5 × (L + 1)

различитих атома. Сваком атому се додељуjе иста вероватноћа 1/(L + 1) и оцена
атома коjа представља меру утицаjа тог атома на задовољивост неjеднакости.

Атому ak, (k ∈ {1, . . . L + 1}) одговара колона ck = [c1k, c2k, . . . , cLk]
T система

(5.1.1). Ако jе коефициjент cik позитиван и налази се у неjеднакости у коjоj jе симбол
релациjе > или >, он се може искористити да ,,погура ” ка задовољивости те неjед-
накости. У овом случаjу се вредност тог коефициjента додаjе на оцену одговараjућег
атома. У случаjу да jе симбол релациjе < или 6 атом не допириноси задовољивости
те неjеднакости, па се вредност коефициjента одузима од оцене. Слична ситуациjа jе
и када jе коефициjент негативан. На основу овога, оцена атома ak се може рачунати
по формули

grade(ak) =
L∑
i=1

cik · sgn(i),

где jе sgn(i) знак i-те неjеднакости система

sgn(i) =

{
1, ако jе ρ ∈ {>, >},
−1, ако jе ρ ∈ {6, <}.

За сваку пчелу формира се инициjално решење тако што се од 5×(L+1) генерисаних
атома бира (L+ 1) атома са наjбољим оценама.

5.1.2 Модификациjа решења

Основни корак BCOi методе jе модификациjа решења коjа се врши у сваком од
NC летова унапред у оквиру jедне итерациjе. За оцену вероватносне расподеле ко-
ристи се функциjа циља. Функциjа циља се у овом случаjу дефинише као растоjање
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леве и десне стране неjеднакости система 5.1.1. Нека jе a тренутно решење, функциjа
циља z се дефинише као

z(x) =
L∑
i=1

di(x), (5.1.2)

где jе di, растоjање између леве и десне (вредности десних страна неjеднакости у
систему су 0) i-те неjеднакости, дефинисано са

di(x) =

{
(
∑L+1

j=1 cijxj)
2 ако i-та неjеднакост ниjе задовољена,

0 у супротном.
(5.1.3)

Вредност функциjе циља jе ненегативна и циљ jе да постане 0, уз услов огра-
ничења вероватноћа (вредности xi су ненегативне и њихова сума jе 1). Ипак, ниjе
довољно да вредност функциjе циља добиjе вредност 0, због неjеднакости у коjима
jе знак релациjе < или >, а вредност леве стране jе 0, па те неjеднакости нису задо-
вољене.

Уколико решење ниjе пронађено користи се хеуристички приступ за поправљање
вероватноћа изабраних атома, слично као у раду [50]. Ова хеуристичка оптимизациjа
се састоjи од две независне хеуристике назване наjгора незадовољива проjекциjа (енг.
Worst Unsatisfied Projection, WUP) и похлепно пребацивање (енг. Greedy Giveaway,
GG).

Наjгора незадовољива проjекциjа

Ова хеуристика покушава да поправи неjеднакости система (5.1.1) коjе су наjвише
незадовољене. Из система се бира пет неjеднакости коjе имаjу наjвећу вредност
di(x). Овим неjеднакостима одговара хипер-раван коjа ограничава простор решења.
У покушаjу да се достигне простор решења, одређуjу се проjекциjе вероватноћа на
ову хипер-раван након чега се добиjене вредности нормализуjу. Проjекциjа тачке
x = [x1, x2, . . . , xL+1] на хипер-раван коjу дефинише i-та неjеднакост, а коjа се описуjе
jедначином

L+1∑
j=1

cijxj = 0

се добиjа формулом

x′j = xj −
∑L+1

k=1 cikxk∑L+1
k=1 (cik)2

Коришћењем oве формуле, вероватноће се за сваку изабрану неjеднакост помераjу ка
задовољивости у правцу нормалном на хипер-раван. Оваj поступак се понавља на-
jвише 5 пута, а све док се решење поправља, при чему се сваки пут бира 5 ,,наjгорих”
неjеданкости.
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Похлепно пребацивање

Систем (5.1.1) jе врло ,,редак”, тj. велики проценат коефициjената у систему jе
нула, што омогућава решавање система ,,ручно”.

Врши се избор наjгоре незадовољене неjеднакости (означене са i) и наjбоље задо-
вољене неjеднакости (означене са j). У овим неjеднакостима се посматраjу парови
коефициjената уз исте атоме, такве да jе у jедноj неjеднакости коефициjент коjи има
вредност нула, а у другоj коефициjент коjи има не-нула вредност и обрнуто. На при-
мер k1 и k2 су парови таквих коефициjената у две изабране неjеднакости коjе имаjу
облик

. . . + cik1 · xk1 + . . . + 0 · xk2 + . . . ρi 0

. . . + 0 · xk1 + . . . + cjk2 · xk2 + . . . ρj 0

Сада се вероватноћа pk1 у i-тоj врсти може променити тако да допринесе задовољи-
вости ове врсте, док се вероватноћа pk2 може променити у супротном смеру, што ће
смањити задовољивост j-те врсте. Ово пребацивање вероватноћа се може поновити
за све овакве парове у одабраним неjеднакостима. Обзиром да jе систем редак, ове
промене вероватноћа не би требало да много поремете задовољивост осталих неjед-
накости.

Редослед извршавања рутина у оквиру BCOi алгоритма

Комбинациjа ове две хеуристике, наjпре примена WUP, а затим GG, доводи до
значаjног поправљања вредности функциjе циља (5.1.2). Оне се примењуjу први пут
непосредно након генерисања инициjалног решења, а затим у сваком лету унапред.
Сваки лет унапред почиње додавањем нових L/5 атома, са додељеном вероватноћом
1/(L+1), у скуп атома коjи чине тренутно решење, а потом се задржава у решењу L+1

са наjбољом оценом. На краjу се примењуjу две описане хеуристике за поправљање
решења.

5.1.3 Поређење решења

Оцена и поређење решења додељених пчелама се обавља након модификациjе
решења и то представља почетак фазе лет уназад. Решења се оцењуjу на основу
функциjе циља (5.1.2).

Нека jе са zb(b = 1, 2, . . . , B) означена вредност функциjе циља за пчелу b. Норма-
лизоване вредности функциjе циља zb биће означене саOb, при чему се нормализациjа
обавља по формули

Ob =
zmax − zb
zmax − zmin

, Ob ∈ [0, 1], b = 1, 2, . . . , B (5.1.4)

где су zmin и zmax наjмања и наjвећа вредност функциjе циља, респективно, међу
вредностима функциjе циља решења коjе генеришу све пчеле.
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Вероватноћа да ће пчела b (на почетку новог лета унапред) остати верна свом
претходном решењу не зависи од проблема коjи се решава. Ова вероватноћа се одре-
ђуjе на исти начин као и у раду [16], по формули

pb = e−(Omax−Ob)/u, b = 1, 2, . . . , B, (5.1.5)

где jе u редни броj лета унапред (добиjа вредности 1, 2, . . . , NC) и Omax jе наjвећа
вредност међу свим Ob вредностима. Свака пчела, користећи релациjу (5.1.5) и гене-
ратор случаjних броjева, доноси одлуку да ли ће наставити са развоjем досадашњег
решења или ће постати неопредељени следбеник.

5.1.4 Регрутациjа

Вероватноћа да ће решење пчеле регрутера b бити изабрано од стране неке пчеле
коjа jе неопредељени следбеник, се израчунава по формули [16]:

pb =
Ob∑R
k=1 Ok

, b = 1, 2, . . . , R (5.1.6)

где jе Ok нормализована вредност функциjе циља k-тог рекламираног решења, док
R означава укупан броj регрутера. Сваки неопредељени следбеник бира jедног ре-
грутера, на основу релациjе (5.1.6) и генератора случаjних броjева. Ово заправо
значи да се решење регрутера копира у решење следбеника. Од овог тренутка па на
даље, обе пчеле, независно, претражуjу простор решења и исто решење модификуjу
на различите начине.

Jедна итерациjа се зауставља када се пронађе решење (тj. када су све неjеднако-
сти система задовољене) или када се фазе лет унапред/лет уназад изврше NC пута.
Уколико решење ниjе пронађено, структуре података са решењима се бришу и по-
чиње нова итерациjа. BCOi алгоритам се извршава итерациjу за итерациjом док се не
стекне услов за заустављање, што у овом случаjу значи да или jе пронађено решење
система или jе достигнут максималан броj итерациjа. Псеудокод BCOi алгоритма,
дат у поглављу 4.4, се сада може записати детаљниjе псеудокодом 5.1.

У наставку ће бити приказани резултати добиjени применом описаног алгоритма
на случаjно генерисане задовољиве формуле.

5.2 Анализа и поређење резултата добиjених тести-
рањем

За потребе тестирања генерисан jе скуп од 57 задовољивих формула (све датотеке
са тестираним фомулама се могу наћи на адреси
http://imi.pmf.kg.ac.rs/tstojanovic/publications). Ознаке N и M су коришћене за
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Алгоритам 5.1: BCOi алгоритам за CPSAT-ε
BCOi(B, NC)
Iter = 1; found = true;
Do
// Генерисање колониjе
For (b = 0; b < B; b+ + )
Случаjно генерисање 5× (L+ 1) атома са вероватноћама 1/(L+ 1);
Оцена свих атома и избор L+ 1 наjбољих;
Поправљање решења коришћењем WUP и GG хеуристика;
If (решење пронађено) return found;

For (s = 0; s < NC; s+ +)
//Лет унапред

For (b = 0; b < B; b+ +)
Додавање нових L/5 атома са вероватноћама 1/(L+ 1);
Оцена свих атома и избор L+ 1 наjбољих;
Поправљање решења коришћењем WUP и GG хеуристика;
If (решење пронађено) return found;

//Лет уназад
For (b = 0; b < B; b+ +)
Оцена решења за пчелу b коришћењем (5.1.4);

For (b = 0; b < B; b+ +)
Одлука о лоjалности решењу за пчелу b коришћењем (5.1.5);

For (b = 0; b < B; b+ +)
If (b jе неопредељена) случаjан избор регрутера коришћењем (5.1.6);

Iter + +;
While (Iter 6 Itermax);
return not(found);

означавање укупног броjа исказних слова и броjа CP формула, респективно, у фор-
мули чиjи jе облик дат у поглављу 2.3, а коjа се може записати и у облику

∧
i=1,M

CPρiti(αi, βi), ti ∈
{

Q[ε] ∩ [0, 1], ρi ∈ {>, >,6, <}
Q[0, 1], ρi =≈ (5.2.1)

Свака исказна формула коjа се поjављуjе као подформула CP формуле jе у дисjунк-
тивноj нормалноj форми и састоjи се од наjвише M конjункциjа, при чему се свака
конjункциjа састоjи од наjвише N/3 литерала. Под литералом се сматра исказно
слово или његова негациjа.

За потребе поређења резултата тестирања развиjен jе и аутоматски доказивач
за CPSAT-ε базиран на Фуриjе-Моцкин методи елиминацаиjе (FME). Сам метод jе
детаљно обjашњен у делу A.1. Да би поређење BCOi и FME методе за решавање
CPSAT-ε проблема било могуће, генерисани су примери са малим броjем исказних
слова и малим броjем CP формула. Примери су генерисани за следеће (N,M) ком-
бинациjе: (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (5, 5), при чему су за сваку комбинациjу
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генерисана по 3 различита примера.

Све вероватноће и константе у систему (5.1.1) су из Хардиjевог поља Q[ε]. То
значи да су за потребе овог тестирања представљени као полиномне функциjе коjе
зависе од ε са реалним коефициjентима двоструке прецизности, тj.

η = h0 +
k∑
j=1

hjε
j

Овакав начин представљања довео jе до проблема дељења нулом приликом при-
мене FME методе. Из тог разлога, за потребе примене FME методе коришћено jе и
представљање рационалном функциjом коjа зависи од ε, са реалним коефициjентима
двоструке тачности, тj.

η =

∑k
j=−k hjε

j

1 +
∑k

j=1 hjε
j

Код оба начина представљања максимална вредност параметра k jе ограничена на 4
(користећи исту идеjу као и у раду [93]). При томе су коефициjенти коjи се jављаjу
уз ε5, ε6, . . . игнорисани и нису задржавани у запису, као превише мали да би утицали
на резултат. Приликом примене BCOi методе увек jе коришћено представљање поли-
номном функциjом, пошто се ту проблем дељења нулом jавља ретко и из другачиjег
разлога, а решава се заустављањем текуће итерациjе и преласком на нову итерациjу.

Све имплементациjе тестиране су на кластеру коjи се састоjи од чворова са 2
AMD Opteron 2.1GHz 6272 процесора са 48 GB RAM са кернелом верзиjе 2.6.32 x64,
gcc компаjлером верзиjе 4.4.3.

У табели 5.1 приказани су резултати тестирања малих случаjно генерисаних за-
довољивих формула.

Колоне Полином и Рационал у табели 5.1 садрже времена добиjена применом
FMЕ методе са полиномним и рационалним, респективно, представљањем броjева
из Хардиjевог поља Q[ε]. Колона BCOi садржи просечне вредности добиjене у 10
независних извршавања BCOi методе са вредностима параметара NC = 30 и B = 10

и са максимално 50 итерациjа. За сва поља у колони BCOi у коjима су дата вре-
мена, значи да jе свако од 10 извршавања било успешно. Поља коjа садрже симбол
,,–” означаваjу да BCOi метода ниjе успела да нађе решење проблема за дефинисане
параметре. Приликом примене FMЕ методе броj неjеднакости у систему експонен-
циjално расте током елиминациjе непознатих из система. Да би FME метод могао
коректно да се примени за формулу коjа има N исказних слова и M CP формула,
систем мора да садржи 2N + 2 неjеднакости коjима се ограничаваjу вредности веро-
ватноћа и за сваку CP формулу по 2 или 3 неjеднакости у зависности да ли jе симбол
релациjе ≈ или не. То значи да се формула коjа садржи 5 CP формула и 4 исказна
слова трансформише у систем коjи има 44 до 49 неjеднакости и 16 непознатих. У
примеру N = 4, M = 5, Пример = 1 након елиминациjе 9 непознатих из система
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Табела 5.1: Резултати тестирања малих формула применом FMЕ и BCOi методе

N , M , Пример Протекло време(s)
Полином Рационал. BCOi

3, 3, 0 0.0000 0.0000 0.0010
3, 3, 1 DIV 0 1.7600 –
3, 3, 2 0.0000 0.0000 0.0010
3, 4, 0 0.0600 0.5600 0.0000
3, 4, 1 0.0000 0.0300 0.0010
3, 4, 2 DIV 0 683.580 –
4, 3, 0 0.2800 1.1100 0.0020
4, 3, 1 26.1900 88.7700 0.0010
4, 3, 2 166.5300 2116.7100 0.0020
4, 4, 0 0.0000 0.0000 0.0020
4, 4, 1 DIV 0 0.3400 –
4, 4, 2 0.1700 0.6800 0.0020
4, 5, 0 MEM MEM 0.0020
4, 5, 1 MEM MEM 0.0020
4, 5, 2 MEM MEM 0.0040
5, 5, 0 MEM MEM 0.0280
5, 5, 1 0.0200 0.0000 0.0030
5, 5, 2 MEM MEM 0.0050

добиjа се систем коjи има више од 1.5 · 108 неjеднакости, што захтева више мемо-
риjског простора него што jе расположиво у RAM мемориjи, па тако метод не може
да заврши израчунавање. У табели 5.1 проблем недовољног RAMa jе обележен са
MEM, док jе проблем дељења нулом обележен са DIV 0.

На основу резултата приказаних у табели 5.1, може се закључити да се променом
начина представљања броjева из Хардиjевог поља Q[ε] битно повећава време извр-
шавања применом FME методе. Нарaвно, промена начина представљања броjева
решава проблем дељења нулом, али проблем са недостатком мемориjе остаjе прису-
тан. Са друге стране, време извршавања BCOi методе, код већине примера, битно
jе мање него код FME методе и не повећава се битно са повећањем параметара N
и M . Приметно jе да примери код коjих се jавио проблем дељења нулом не могу
да се реше ни BCOi методом, пошто се ради о малим примерима код коjих се скуп
атома коjи се налазе у решењу мало мења, па се тражење решења система своди на
модификациjу вредности вероватноћа. У овом случаjу, слично као код примене FME
методе где се проблем дељења нулом jавља због блиских вредности коефициjената у
неjеднакостима, и код примене WUP хеуристике лако може доћи до истог проблема,
што онемогућава проналажење решења.

Приликом почетних тестирања варирани су параметри хеуристика WUP и GG,
при чему се пошло од вредности коришћених у раду [50], а на краjу су усвоjене
вредности дате у опису самих хеуристика у претходном поглављу. Приликом првих
тестирања, такође, jе уочено да приликом сваког стартовања у коме jе решење про-
нађено, броj извршених итерациjа jе битно мањи од 50, и да даље повећање броjа
итерациjа не доприноси успешности. Из тог разлога jе максималан броj итерациjа
ограничен на 50. Да би се одредила наjуспешниjа комбинациjа параметара B и NC
за BCOi методу, из скупа свих генерисаних примера, издвоjен jе мањи броj примера
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различитих димензиjа. За оваj скуп примера, вариране су вредности параметара B
и NC, док су параметри хеуристика WUP и GG и максималан броj итерациjа остали
фиксирани.

Сваки пример jе тестиран по 10 пута са истим вредностима параметара. Изабран
jе по jедан пример за следеће (N,M) комбинациjе: (3, 3), (5, 5), (10, 30), (10, 50),
(10, 100), (20, 20), (20, 50), (20, 100), (20, 250), (30, 30), (30, 60), (30, 100), (30, 250),
(40, 40), (50, 50). Приликом тестирања мерени су: просечан броj успешних старто-
вања, просечно време извршавања успешних итерациjа, просечан броj израчунавања
функциjе циља и просек укупног времена извршавања сваког стартовања (успешног
и неуспешног). Добиjени резултати су приказани на сликама 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 и у
табели 5.2.

Табела 5.2: Резултати добиjени варирањем параметара B и NC

NC B Просечан броj
успешних стартовањa
у 10 покушаjа

Просечно време
извршавања
успешне итерациjе ()s

Просечан броj
израчунавања
функциjе циља

Просек укупног
времена извршавања
сваког стратовања(s)

10

1 5.73 26.43 243.65 578.18
5 7.40 99.65 845.43 1945.60
10 7.53 221.79 1480.60 2584.07
15 7.67 295.08 2115.50 2782.54

20

1 6.87 45.21 399.99 1016.47
5 7.53 157.55 1464.60 2330.01
10 8.20 277.37 2289.20 3059.75
15 8.13 336.80 3489.20 3716.28

30

1 7.27 51.30 553.74 1359.42
5 7.93 170.41 1883.7 2226.07
10 8.27 364.15 3198.40 2678.38
15 8.27 430.42 4776.6 4852.21

Слика 5.1: Просечан броj успешних стартовања у зависности од параметара B и NC

Просечан броj успешних стартовања, очигледно, расте са повећањем вредности
параметара B и NC, док не достигне одређени ниво. Просечно време успешних
итерациjа и просечан броj израчунавања функциjе циља, такође, расту са порастом
вредности параметара B и NC, што jе и очекивано. Наjвећи просечан броj успешних
стартовања, међу свим (B,NC) комбинациjама, имаjу комбинациjе (10,20), (10,30),
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Слика 5.2: Просечно време извршавања успешне итерациjе у зависности од параме-
тара B и NC

Слика 5.3: Просечан броj израчунавања функциjе циља у зависности од параметара
B и NC

(15,20), (15,30), а међу њима наjмање просечно време извршавања има комбинациjа
(10,30). Из наведених разлога, за тестирање свих генерисаних формула изабране су
вредности NC = 30 и B = 10.

Резултати добиjени тестирањем свих генерисаних формула приказани су у та-
бели 5.3. Колона Решено садржи успешност у доказивању тестиране формуле у 10
независних стартовања под истим условима. Трећа колона садржи просечан броj
израчунавања вредности функциjе циља у свих 10 поновних стартовања. Последња
колона садржи просечно време извршавања сваког стартовања, укључуjући и неу-
спешна стартовања.

Као што се може видети из резултата приказаних у табели 5.3, BCOi метода
показуjе веома стабилне перформансе. Од 39 тестираних формула за 8 ниjе успела да
докаже задовољивост. У већини осталих случаjева сва стартовања су била успешна,
тj. у 10 од 10 стартовања доказана jе задовољивост формула. Код примера где нису
сва стратовања била успешна, време извршавања се битно повећава, због неуспешних
покушаjа у коjима jе извршено свих 50 итерациjа. Такође, време извршавања ниjе
превише велико у случаjевима са 100% успешности, што иде у прилог закључку у
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Слика 5.4: Просек укупног времена извршавања сваког стартовања у зависности од
параметара B и NC

Табела 5.3: BCOi резултати за све генерисане формуле

N , L, Пример Решено Бр. израч. ф-jа циља CPU време
10, 30, 0 10/10 10 7.768
10, 30, 1 10/10 10 8.000
10, 30, 2 4/10 11946 1819.987
10, 50, 0 10/10 34 82.972
10, 50, 1 10/10 178 378.609
10, 50, 2 10/10 19 41.336
10, 100, 0 0/10 15000 –
10, 100, 1 10/10 20 208.448
10, 100, 2 10/10 10 14.491
20, 20, 0 10/10 17 3.856
20, 20, 1 10/10 51 16.585
20, 20, 2 10/10 138 59.054
20, 50, 0 10/10 32 44.816
20, 50, 1 10/10 10 19.229
20, 50, 2 9/10 6651 10771.538
20, 100, 0 10/10 120 128.694
20, 100, 1 10/10 56 541.613
20, 100, 2 10/10 10 75.885
20, 250, 0 10/10 360 7571.212
20, 250, 1 0/10 15000 –
20, 250, 2 0/10 15000 –
30, 30, 0 0/10 15000 –
30, 30, 1 10/10 40 18.167
30, 30, 2 10/10 83 53.004
30, 60, 0 10/10 59 153.523
30, 60, 1 10/10 150 408.450
30, 60, 2 10/10 24 74.316
30, 100, 0 0/10 15000 –
30, 100, 1 10/10 1260 4497.525
30, 100, 2 10/10 480 3793.997
30, 250, 0 10/10 10 442.865
30, 250, 1 10/10 62 3369.639
30, 250, 2 0/10 15000 –
40, 40, 0 0/10 15000 –
40, 40, 1 10/10 14 8.922
40, 40, 2 10/10 360 412.283
50, 50, 0 0/10 15000 –
50, 50, 1 10/10 3420 4118.458
50, 50, 2 3/10 11517 23622.824
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раду [76] да jе механизам модификациjе решења кључан за ефикасност BCOi методе.

5.3 Паралелизациjа BCOi алгоритма

Општи начин рада BCOi алгоритма jе врло повољан за конструкциjу дистри-
буираног доказивача. За наjприхватљивиjи метод, због своjе флексибилности, jе
процењена MPI метода паралелизациjе1. Обзиром да се читав алгоритам одвиjа по
итерациjама коjе се извршаваjу независно, наjприродниjе jе било паралелним проце-
сима доделити одређен броj итерациjа коjе треба извршити. Да jе паралелизациjа
вршена по вештачким пчелама, пчеле-процеси би морале да након сваког лета уна-
пред размене податке о вредности функциjе циља, донесу одлуку о верности доса-
дашњем решењу и уколико jе потребно преузму решење од пчеле регрутера. Овакав
начин организациjе би битно успоравао рад, jер би у том случаjу било неопходно
синхронизовати процесе и за сваку размену порука било би неопходно чекати да све
пчеле заврше лет унапред. Такође, броj паралелних процеса би био ограничен бро-
jем пчела, а секвенциjални алгоритам jе показао да велико повећање броjа пчела не
доприноси ефикасности.

Паралелизациjом по итерациjама ниjе било потребно остваривати било какву ко-
муникациjу међу процесима, ни размењивати податке током рада, што знатно убр-
зава извршавање. Додатно, када неки од процеса током извршавања пронађе ре-
шење, он шаље сигнал и сви остали процеси прекидаjу рад. За потребе тестирања
изабран jе исти скуп примера на коjима jе тестирана и наjефикасниjа стратегиjа
секвенциjалног приступа, а за параметре су изабране исте вредности NC = 30 и
B = 10. У овом случаjу jе, такође, броj итерациjа ограничен на 50. Добиjени резу-
лтати су приказани на слици 5.5.

Слика 5.5: Просечно време извршавања у зависности од броjа паралелних процеса

Тестирања су вршена на кластеру коjи садржи 22 сервера, сваки са по два Intel
1Кратак опис MPI паралелизациjе дат jе у поглављу A.3
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Xeon E5 - 2670 процесора са 8 jезгара и 64GB мемориjе (4GB RAM по jезгру) под
оперативним системом Scientific Linux 6.5 64-bit са верзиjом компаjлера gcc ver. 4.4.

Приликом тестирања jе мерено само просечно време извршавања за различит
броj паралелних процеса у 10 независних покретања сваког примера. Укупан броj
итерациjа ниjе промењен у односу на секвенциjално извршавање, па ниjе очекивано
ни да се промени успешност. Обзиром на броj jезгара по процесору и укупан броj
итерациjа коjе треба поделити равномерно, за броj паралелних процеса jе узето 1, 5,
25 и 50. Као што jе и очекивано, са повећањем броjа паралелних процеса добиjа се
велико убрзање. Линеарна зависност између броjа процесора и времена извршавања
изостаjе, што jе и очекивано, пошто се и приликом секвенциjалног извршавања не
изврши сваки свих 50 итерациjа, већ се извршавање прекида када се пронађе решење.
Повећање са 25 на 50 паралелних процеса не доноси велико побољшање, што jе у
складу и са проценом да jе приликом секвенциjалног приступа jе ограничење на 50
итерациjа сасвим довољно. Обзиром на добиjене резултате, може се закључити да
се паралелизациjом на 25 процеса добиjаjу наjбољи резултати.
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Глава 6

BCOi приступ у дифолтном
резоновању

У делу 3.3 jе детаљно описан метод за добиjање система неjеднакости за дати про-
блем дифолтног резоновања. За проналажење решења добиjеног система коришћене
су различите стратегиjе и упоређени добиjени резултати.

6.1 Реализациjа BCOi алгоритма за примену у ди-
фолтном резоновању

Као и у претходном поглављу узима се да вектор решења, ако постоjи, има на-
jвише L + 1 вредност већу од нуле, где jе L броj неjеднакости у добиjеном систему
([23, 28, 50]). Решење jе, дакле, низ коjи садржи L+ 1 атом

a = [a1, a2, . . . , aL+1]

где су ai, i = 1, . . . , L+ 1 атоми из скупа свих атома At, коjима су додељене вероват-
ноће

x = [x1, x2, . . . , xL+1] .

Вероватноће атома коjи не припадаjу низу a имаjу вредност 0. Ако jе познато решење
a = [a1, a2, . . . , aL+1] тада се систем може записати у облику

L+1∑
j=1

cijxi ρi 0, i = 1, . . . , L (6.1.1)

где су cij (i = 1, . . . , L, j = 1, . . . , L+1) коефициjенти и ρi ∈ {6, <,>, >} (i = 1, . . . , L).

Имплементирани BCOi метод се састоjи из четири фазе. Прва фаза представља
генерисање инициjалног решења на почетку сваке итерациjе. У другоj фази се врши
модификациjа решења. Трећа фаза jе за поређење решења, а четврта за регрутациjу.
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Трећа и четврта фаза се примењуjу на потпуно исти начин, као и у случаjу примене
BCOi методе на испитивање задовољивости вероватносних формула, па овде неће
бити поново обjашњаване.

6.1.1 Инициjално решење

Свака итерациjа BCOi алгоритма почиње генерисањем инициjалног решења за
сваку пчелу. Свака пчела случаjно бира M = min{2N , L + 1} атома коjима ће доде-
лити не-нула вредности вероватноћа. Наjвише E = M/2 случаjно одабраних атома
ће имати вероватноћу ε, а преосталихM−E атома ће имати вероватноћу 1−E·ε

M−E . Ова-
кво генерисање инициjалног решења се дешава на почетку сваке итерациjе у случаjу
да се из претходне итерациjе не преносе нека решења. Обзиром да jе тестирана и
стратегиjа преношења дела решења из jедне итерациjу у другу, механизам одабира
решења ће бити накнадно обjашњен. Пчеле коjе нису преузеле решење из претходне
итерациjе и у овом случаjу, своjе решење генеришу на описан начин.

6.1.2 Модификациjа решења

Модификациjа решења током сваког од NC летова унапред jе главни корак у
BCOi алгоритму. Функциjа циља се, исто као и у претходном поглављу, дефинише
као сума растоjања леве стране сваке неjеднакости система (6.1.1) од нуле. Нека jе
x тренутно решење, функциjа циља z се дефинише као

z(x) =
L∑
i=1

di(x), (6.1.2)

где jе di растоjање леве стране неjеднакости i од нуле, дефинисано помоћу релациjе

di(x) =

{
(
∑M

j=1 cijxj)
2 ако неjеднакост i ниjе задовољена,

0 у супротном,
(6.1.3)

На почетку сваког лета унапред, уколико jе броj атома M у тренутном решењу
мањи од укупног броjа атома 2N , у скуп атома решења се додаjе нових L/5 атома са
додељеним вероватноћама 1/(L + 1). У решењу се задржава M атома са наjбољом
оценом. Оцена атома, као и у претходном поглављу, предствља меру значаjности
атома у систему (6.1.1) и одређуjе се на исти начин. Дакле, атому aj (j ∈ {1, . . .M})
одговара колона cj = [c1j, c2j, . . . , cLj]

T система (6.1.1) и његова оцена се одређуjе по
формули

grade(aj) =
L∑
i=1

cij · sgn(i),
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где jе sgn(i) знак i-те неjеднакости систма, тj.

sgn(i) =

{
1, if ρ ∈ {>, >},
−1, if ρ ∈ {6, <}.

Вредност функциjе циља jе ненегативна, а циљ jе да постане 0, уз ограничења
да свака од вероватноћа xi мора бити ненегативна и да jе збир свих вероватноћа 1.
Међутим, ниjе довољно пронаћи решење за коjе ће вредност функциjе циља бити 0,
већ и свака од неjеднакости у систему мора бити задовољена, обзиром да се у систему
налазе и неjеднакости у коjима се као симболи релациjе налазе < и >. Уколико лева
страна ових неjеднакости има вредност 0, неjеднакост ниjе задовољена.

Уколико решење ниjе пронађено, као и у претходном поглављу, биће коришћене
хеуристике WUP и GG, коjе су раниjе обjашњене, уз додатак Нелдер-Мид методе
нелинеарног програмирања (енг. Nelder-Mead nonlinear programming method), коjа jе
детаљно обjашњена у поглављу A.2. За проналажење наjбоље стратегиjе за реша-
вање система биће прављене различите комбинациjе наведених метода. Без обзира на
комбинациjу метода, поправљање решења биће вршено одмах након генерисања ини-
циjалног решења, а затим у сваком лету унапред. Нелдер-Мид метода jе коришћена
самостално или у комбинациjи са jедном или обе наведене хеуристике, уколико функ-
циjа циља (6.1.2) ниjе поправљена у P узастопних летова унапред (P ∈ {1, 5, 10}).
Нелдер-Мид метода jе сваки пут покретана 10 пута.

Након сваке модификациjе вероватноћа атома неопходно jе нормализовати доби-
jене вредности пре него што се настави са алгоритмом.

6.1.3 Стратегиjе коришћене за проналажење наjефикасниjе
методе решавања проблема

Итерациjа се зауставља уколико се пронађе решење (све неjеднакости ситема су
задовољене) или уколико jе извршено NC летова унапред и уназад. Уколико решење
ниjе пронађено коришћене су две стратегиjе за генерисање инициjалног решења у на-
редноj итерациjи. Прва стратегиjа jе да се сва тренутна решења обришу и да наредна
итерациjа почне генерисањем потпуно нових решења, на претходно обjашњен начин.
У другоj стратегиjи се све време чува наjбоље пронађено решење, тj. решење са
наjмањом вредношћу функциjе циља. У сваком лету унапред се проверава да ли jе
нека од пчела пронашла боље решење коjе постаjе тренутно наjбоље решење. Када
се итерациjа заврши, од свих тренутних решења, укључуjући и наjбоље, случаjно се
бира наjвише B/3 решења и та решења се користе као инициjална решења у наредноj
итерациjи. Инициjална решења за преостале пчеле у наредноj итерациjи се генеришу
на описани начин.

Са друге стране, приликом модификациjе решења, коришћена су два различита
приступа. У првом приступу, уколико се добиjе лошиjе решење у односу на тренутно,
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тj. дође до повећања вредности функциjе циља, задржава се старо решење. У другом
приступу се не проверава на коjи начин се променила вредност функциjе циља, већ
се у наставку увек користи решење добиjено модификациjом.

BCOi итерациjе се заустављаjу када се испуни критериjум за заустављање, што
jе у овом случаjу пронађено решење система или достигнут максималан предвиђен
броj итерациjа. Резултати добиjени тестирањем су дати у наставку.

6.2 Анализа и поређење резултата добиjених тести-
рањем

За потребе тестирања, из литературе ([5, 9, 59]) jе издвоjено 18 примера дифолт-
ног закључивања, на основу чега jе добиjено 60 различитих формула LPCP логике
чиjа се задовољивост тестира. У изабраним примерима, постоjе два типа: примери
код коjих ∆|∼ α� β и они код коjих ∆ 6 |∼ α� β и ∆ 6 |∼ α� ¬β.

Све вероватноће и константе у добиjеном систему неjеднакости су из Хардиjевог
поља Q(ε,K). Ове вредности су представљене као рационалне функциjе коjе зависе
од ε и K са реалним коефициjентима двоструке тачности, тj.

η =

∑e
j=0

(∑lj
k=0 hjkK

k
)
εj

1 +
∑e

j=1

(∑lj
k=0 hjkK

k
)
εj

У оваквом представљању максимум параметра e jе 4 (користећи исту идеjу као
и у раду [93]). Првим тестирањима се показало да примена WUP хеуристике за
модификациjу решења у сваком кораку повећава максимални степен lj полинома∑lj

k=0 hjkK
k коjи се налази уз εj. Ови полиноми већ након прве модификациjе ре-

шења постаjу jако велики и заузимаjу доста мемориjе и свака манипулациjа њима
постаjе немогућа. У поглављу 3.3 већ jе речено да jе Kk · ε ≈ 0, па користећи то
ови полиноми, за j > 0, су апроксимирани вредношћу hjljK0. На оваj начин jе из-
бегнут експоненциjални раст ових полинома, при чему и полином уз ε0 задржава
мали максимални степен l0. Повећање степена lj уз εj, j > 0 се не дешава приликом
примене хеуристике GG и Нелдер-Мид методе, па ниjе било потребе за било каквим
модификациjама добиjених вредности.

Након сваке промене вероватноћа атома, неопходно jе нормализовати добиjене
вредности. Приликом нормализациjе, вредности коjе су блиске 0 или 1, доводе до
повећања коефициjената hjk, при чему ове вредности након неколико итерациjа из-
лазе из опсега реалних броjева двоструке прецизности. Из овог разлога, приликом
нормализациjе, вредности ових коефициjената су ограничене на ±1010, осим вредно-
сти коефициjента h0k.
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Све имплеметациjе су тестиране на кластеру коjи садржи 22 сервера, сваки са по
два Intel 2.6GHz процесора са 8 jезгара и 64GB мемориjе (4GB RAM по jезгру) под
оперативним системом Scientific Linux 6.5 64-bit са верзиjом компаjлера gcc ver. 4.4.

Као што jе већ речено, за модификациjу решења коришћене су различите ком-
бинациjе поменутих метода. Коришћене су самостално WUP хеуристика, GG хеури-
стика, Нелдер-Мид метода (NM), и комбинациjе две или све три методе. У ситуа-
циjама када jе Нелдер-Мид метода комбинована са неком хеуристиком, ова метода
ниjе примењивана у сваком лету напред, већ уколико вредност функциjе циља (6.1.2)
ниjе поправљена у P узастопних корака, при чему jе варирана вредност параметра
P (P = {1, 5, 10}). За поређење ових стратегиjа из скупа свих формула случаjно
jе изабрано 24 задовољиве формуле и мерен просечан проценат успешности у 30
независних извршавања и просечно време траjања ових извршавања (успешних и
неуспешних). Добиjени резултати су приказани у табели 6.1 и на слици 6.1 (на слици
6.1 jединично време jе 100 секунди). На основу резулата примене BCOi методе на
формуле LPCP логике [111], за потребе овог поређења узете су следеће вредности
параметара NC = 30, B = 10, максималан броj итерациjа 50, у свакоj итерациjи се
генерише ново инициjално решење, при свакоj модификациjи решења задржава се ре-
шење са мањом вредношћу функциjе циља. За хеуристике WUP и GG су коришћени
параметри дати у поглавњу 5.1.

Табела 6.1: Поређење различитих метода модификациjе решења

Просечан
проценат

успешности (%)

Просечно време
извршавања (s)

NM 22.22 3978.00
GG 23.97 6718.00
GG, P = 1 23.19 4001.00
GG, P = 5 24.12 6715.00
GG, P = 10 22.50 6830.00
WUP 67.64 592.00
WUP, P = 1 34.31 4861.00
WUP, P = 5 67.78 609.00
WUP, P = 10 70.28 583.00
WUP, GG 90.00 2524.00
WUP, GG, P = 1 34.44 5258.00
WUP, GG, P = 5 90.00 2397.00
WUP, GG, P = 10 90.00 2296.00

Као што се види из табеле 6.1 хеуристика WUP даjе наjвећи допринос у прона-
лажењу решења. Наjбољи резултати се добиjаjу када се комбинуjу све три методе,
међутим, уколико се Нелдер-Мид метода користи превише често (P = 1), резултати
изостаjу. Ако се као мера ефикасности користи однос времена извршавања и про-
ценат успешности, тада jе наjефикасниjе користити комбинациjу све три методе са
параметром P = 10. Међутим, за потребе даљег тестирања коришћена jе страте-
гиjа коjа jе дала наjмање време извршавања, тj. хеуристика WUP комбинована са
Нелдер-Мид методом за P = 10, у очекивању да ће бољи избор параметара B и
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Слика 6.1: Поређење различитих метода модификациjе решења

NC, другачиjи приступ у генерисању инициjалног решења и модификациjи решења
повећати ефикасност.

За избор наjбоље стратегиjе решавања проблема, максималан броj итерациjа jе
ограничен на 50. Мерен jе однос времена извршавања и процента успешности у
случаjу када се у свакоj итерациjи генеришу нова инициjална решења, насупрот
вариjанти када се наjвише B/3 случаjно изабраних решења (од B постоjећих решења
са додатком тренутно наjбољег решења) преноси као инициjално решење за наредну
итерациjу. Разматране су вариjанте када се приликом модификациjе решења увек
задржава боље решење, насупрот вариjанти у коjоj jе дозвољено кварење функциjе
циља. Ово jе дало четири стратегиjе коjе су комбиноване са варирањем вредности
параметара B и NC. Добиjени резултати су приказани у табелама 6.2 и 6.3 и на
сликама 6.2 и 6.3.

На основу датих резултата, види се да уколико се не дозволи повећање вредности
фукциjе циља приликом модификациjе решења, повећање параметра B доводи до
повећања времена извршавања и благог повећавања успешности, док повећање па-
раметра NC доводи до повећања успешности и том проликом долази до смањења или
благог повећања времена извршавања. Преношење дела решења из jедне итерациjе
у другу, у овом случаjу, доводи до великог повећања ефикасности. Са друге стране,
ако се дозволи повећање вредности фукциjе циља, добиjа се потпуно другачиjа ситуа-
циjа. У овом случаjу просечна успешност за већину комбинациjа параметара B и NC
jе 100% или близу томе и из тог разлога jе одвоjено посматрано само просечно време
извршавања. Уколико свака итерациjа почиње са новим инициjалним решењима,
са повећањем параметра NC до одређене вредности, смањуjе се време извршавања,
након чега постаjе готово константно. У случаjу да се део решења пренесе из прет-
ходне итерациjе, са повећањем параметра NC повећава се време извршавања, осим
у ситуациjи B = 1 када преношење решења не постоjи. На основу свега реченог, наj-
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Табела 6.2: Резултати добиjени варирањем параметара B и NC у случаjу када ниjе
дозвољено повећање вредности функциjе циља

B NC
Генерисање нових инициjални решења Преношење дела решења из претх. итер.

Просечна
успешност (%)

Просечно
време (s)

Просечна
успешност (%)

Просечно
време (s)

1

10 26.39 25.08 26.39 25.08
20 41.94 41.10 41.94 41.10
30 50.14 52.31 50.14 52.31
40 54.31 64.34 54.31 64.34
50 62.08 72.94 62.08 72.94
60 66.11 82.52 66.11 82.52
70 72.78 85.17 72.78 85.17

5

10 31.25 121.70 62.64 69.56
20 49.31 187.27 89.44 43.48
30 60.28 234.77 94.86 41.48
40 65.83 291.63 99.03 18.60
50 74.03 306.42 98.75 42.61
60 80.56 333.61 99.72 30.58
70 89.03 314.68 99.86 36.95

10

10 35.00 230.35 74.44 94.01
20 55.07 335.70 98.61 22.45
30 63.33 445.47 99.17 26.39
40 74.53 485.30 98.61 51.22
50 81.53 504.76 99.86 33.21
60 89.17 484.83 100.00 43.08
70 94.20 445.85 99.86 55.31

15

10 35.83 335.88 86.39 83.83
20 52.53 528.45 99.31 26.69
30 68.33 631.93 99.58 34.02
40 77.08 685.42 99.44 50.97
50 88.19 631.23 99.86 45.69
60 90.93 677.28 100.00 45.78
70 97.36 526.23 100.00 54.10

20

10 37.50 432.92 82.22 134.46
20 54.72 659.20 95.28 90.23
30 71.11 748.89 100.00 27.81
40 79.58 833.66 99.86 38.49
50 90.42 701.83 100.00 44.33
60 95.69 632.13 100.00 45.14
70 97.92 547.45 100.00 55.93

ефикасниjа стратегиjа jе да се дозволи повећање вредности фукциjе циља приликом
модификациjе решења и да се део решења преноси из претходне итерациjе, при чему
се узимаjу вредности параметара B = 5 и NC = 20. Ова комбинациjа стратегиjа и
параметара jе коришћена за тестирање преосталих формула. Разлог да се не кори-
сти вредност параметара NC = 10 jе таj што jе просечна успешност у том случаjу
нешто мања од 100%. На основу овога, наjбоља стратегиjа за решавање посматраног
проблема jе дата псеудокодом 6.1.

За сваки пример jе, такође, тестирана задовољивост добиjене формуле LPCP
логике, тj. задовољивост добиjеног система неjеднакости, применом FME методе. У
табели 6.4 су приказани резултати тестирања примера код коjих ∆|∼ α� β, док су у
табелама 6.5 и 6.6 приказани резултати тестирања за примере код коjих ∆ 6 |∼ α� β

и ∆ 6 |∼ α� ¬β.

За сваки пример jе тестирана задовољивост три формуле (∆, Φ1 = ∆∪{α� β} и
Φ2 = ∆∪{¬(α� β)}) коришћењем BCOi методе (врсте BCOi) и FME методе (врсте
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Табела 6.3: Резултати добиjени варирањем параметара B и NC у случаjу када jе
дозвољено повећање вредности функциjе циља

B NC
Генерисање нових инициjални решења Преношење дела решења из претх. итер.

Просечна
успешност (%)

Просечно
време (s)

Просечна
успешност (%)

Просечно
време (s)

1

10 57.64 45.68 57.64 45.68
20 80.97 53.47 80.97 53.47
30 91.81 48.53 91.81 48.53
40 99.03 29.38 99.03 29.38
50 100.00 21.65 100.00 21.65
60 100.00 20.15 100.00 20.15
70 100.00 20.67 100.00 20.67

5

10 73.75 164.55 99.58 9.64
20 95.14 125.73 100.00 10.49
30 100.00 69.96 100.00 12.07
40 100.00 48.44 100.00 19.83
50 100.00 42.19 100.00 29.88
60 100.00 40.99 100.00 38.62
70 100.00 47.97 100.00 45.24

10

10 81.39 282.05 99.86 10.06
20 98.47 147.70 100.00 13.23
30 100.00 78.59 100.00 19.53
40 100.00 42.87 100.00 22.76
50 100.00 40.50 100.00 31.39
60 100.00 41.85 100.00 47.06
70 100.00 42.42 100.00 45.62

15

10 86.11 347.80 99.86 15.02
20 100.00 142.71 100.00 18.24
30 100.00 83.20 100.00 20.70
40 100.00 56.84 100.00 25.29
50 100.00 48.19 100.00 36.94
60 100.00 45.79 100.00 42.34
70 100.00 47.05 100.00 47.01

20

10 90.28 407.93 100.00 18.33
20 100.00 162.07 100.00 19.79
30 100.00 89.53 100.00 23.05
40 100.00 60.40 100.00 33.76
50 100.00 51.61 100.00 40.43
60 100.00 53.88 100.00 53.34
70 100.00 52.56 100.00 51.51

FME). Прва колона за сваку формулу за BCOi представља успешност у 30 незави-
сних извршавања, друга колона jе просечно време извршавања (у секундама). Прва
колона за сваку формулу за FME методу садржи информациjу да ли jе задовољивост
доказана или не ("sat" или "un-sat") или нема довољно мемориjе ("MEM"), у другоj
колони се налази време извршавања (у секундама). Као што се може видети, FME
метода у већини случаjева не може да заврши израчунавање, док BCOi има велики
проценат успешности (осим код формула Φ2 у табели 6.4 коjе нису задовољиве) са
знатно мањим временом извршавања.

Разлог за неуспех FME методе jе експоненциjални раст броjа неjеднакости током
елиминациjе непознатих из система. На пример, за тестирање задовољивости скупа
формула {bird� fly, penguin� bird, penguin� ¬fly, f ly � ¬penguin}, формира
се систем коjи садржи 30 неjеднакости. Након елиминациjе прве непознате, у систему
остаjе 26 неjеднакости, након елиминациjе друге непознате систем има 29 неjедна-
кости, а затим 38, 63, 229, 5494 неjеднакости. Након елиминациjе седме непознате
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Свака итерациjа започиње
новим инициjалним решењем

Нека решења се преносе из
претходне итерациjе
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Слика 6.2: Однос успешности и времена извршавања у зависности од параметара B
и NC

систем има око 2 · 106 неjеднакости. Jош драстичниjа ситуациjа се добиjа приликом
тестирања задовољивости скупа формула {θ � φ, θ � ψ} када у полазном систему
има 24 неjеднакости, а затим након елиминациjе сваке следеће непознате систем има
21, 30, 39, 118, 444, 37014, да би након елиминациjе седме непознате систем достигао
величину од 6 · 106 неjеднакости. У оваквим ситуациjама се извршавање алгоритма
зауставља због недовољне RAM мемориjе.

Формуле Φ2 из табеле 6.4 су наjинтересантниjе. Познато jе да ове формуле нису
задовољиве, што подаци добиjени применом BCOi методе потврђуjу. Међутим, уко-
лико се оваj метод користи за испитивање задовољивости неке случаjне формуле,
податак да BCOi метод не може да нађе решење система даjе велику шансу тврђењу
да формула ниjе доказива, међутим и даље постоjи могућност да BCOi метода не
може да нађе решење иако jе формула задовољива. Слична ситуациjа се добиjа и
ако се FME метода примени на ову формулу, при чему се неки атоми проглаша-
ваjу небитним, као у примеру 3.3.1 у поглављу 3.3. Ово значи да ће полазни систем
неjеднакости бити мањи, обзиром да неке непознате добиjаjу вредност 0 и тиме се
елиминишу из система. Међутим, обзиром да се не испитуjе задовољивост читавог
система, добиjени податак да jе систем незадовољив jе само смерница у доношењу
закључака. Наjбољи резултати добиjени применом FME методе на оваj начин при-
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Слика 6.3: Време извршавања у зависности од параметраNC за различите вредности
параметра B

казани су у табели 6.7.

Као и у претходним табелама, у табели 6.7 у првоj и четвртоj колони дати су
тестирани примери, у другоj и петоj колони добиjени резултати, а у трећоj и шестоj
колони наjбоља времена извршавања. Обзиром да су у овом случаjу за сваки пример
тестиране све могуће комбинациjе атома коjи се проглашаваjу небитним, за сваки
пример добиjено jе по више резултата. У табели су приказана наjбоља добиjена
времена, а чак и у оваквом приступу има примера код коjих FME алгоритам ниjе
могао да заврши израчунавање због недостатка мемориjе.

На основу добиjених укупних резултата, може се закључити да се BCOi метода
може користити као поуздан алат у испитивању задовољивости скупа дифолта. Чи-
њенице коjе иду томе у прилог су велики проценат успешности у доказивању задо-
љивости скупа дифолта и релативно кртако време извршавања. Са друге стране,
у извођењу закључка да jе неки дифолт последица базе дифолта, информaциjа да
BCOi метода не може да докаже задовољивост формуле Φ2, заjедно да информаци-
jом да се применом FME методе на редукован систем, добиjен на основу формуле
Φ2, показуjе незадовољивост система, се може искористити као поуздана смерница.
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Алгоритам 6.1: BCOi алгоритам за задовољивост у дифолтноj логици
BCOi(B, NC)
Iter = 1; found = true;
keep = 0; NM = 0;
Do
// Генерисање колониjе
For (b = 0; b < B; b+ + )
If (b > keep− 1) Случаjно генерисање M атома и додела вероватноћа;
Поправљање решења коришћењем WUP хеуристике;
If (решење пронађено) return found;

For (s = 0; s < NC; s+ +)
//Лет унапред

For (b = 0; b < B; b+ +)
Додавање нових L/5 атома са вероватноћама 1/(L+ 1);
Оцена свих атома и избор L+ 1 наjбољих;
Поправљање решења коришћењем WUP хеуристике;
If (NM = P ) примена Нелдер-Мид методе;
If (решење поправљено) NM = 0 else NM + +;
If (решење пронађено) return found;

//Лет уназад
For (b = 0; b < B; b+ +)
Оцена решења за пчелу b коришћењем (5.1.4);

For (b = 0; b < B; b+ +)
Одлука о лоjалности решењу за пчелу b коришћењем (5.1.5);

For (b = 0; b < B; b+ +)
If (b jе неопредељена) случаjан избор регрутера коришћењем (5.1.6);

Избор наjбољег решења;
Случаjно генерисање вредности keep ∈ [0, B/3];
Случаjан избор keep решења;

Iter + +;
While (Iter 6 Itermax);
return not(found);
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Табела 6.4: Резултати тестирања примера код коjих ∆|∼ α� β

Пример Метода
∆ Φ1 Φ2

Статус Време Статус Време Статус Време

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∧ penguin� ¬fly

BCOi 30/30 6.34 30/30 4.44 0/30 –

FME sat 79957.29 sat 124076.15 un-
sat

626.75

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
fly� ¬penguin

BCOi 30/30 6.34 30/30 16.89 0/30 –

FME sat 79957.29 MEM – MEM –

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird� ¬penguin

BCOi 30/30 6.34 30/30 6.08 0/30 –

FME sat 79957.29 MEM – MEM –

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∨ penguin� ¬penguin

BCOi 30/30 6.34 30/30 12.89 0/30 –

FME sat 79957.29 MEM – MEM –

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∨ penguin� fly

BCOi 30/30 6.34 30/30 10.74 0/30 –

FME sat 79957.29 MEM – MEM –

θ� φ
θ� ψ
θ� φ ∧ ψ

BCOi 30/30 0.80 30/30 0.46 0/30 –

FME MEM – MEM – MEM –

θ� φ
φ� ψ
θ ∨ φ� ψ

BCOi 30/30 0.48 30/30 0.32 0/30 –

FME MEM – MEM – MEM –

θ� ψ
θ� φ
θ ∧ φ� ψ

BCOi 30/30 0.80 30/30 0.26 0/30 –

FME MEM – MEM – MEM –

θ� φ
θ ∧ φ� ψ
θ� ψ

BCOi 30/30 0.18 30/30 0.61 0/30 –

FME sat 115.77 MEM – MEM –

θ� φ
θ ∧ φ� ψ
θ� ψ

BCOi 30/30 0.18 30/30 0.83 0/30 –

FME sat 115.77 MEM – MEM –

θ� φ
φ� θ
θ� ψ
φ� ψ

BCOi 30/30 1.85 30/30 1.95 0/30 –

FME MEM – MEM – MEM –

θ� φ→ ψ
θ� φ
θ� ψ

BCOi 30/30 0.22 30/30 0.76 0/30 –

FME MEM – MEM – MEM –
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Табела 6.5: Резултати тестирања за примере код коjих ∆ 6 |∼ α� β и ∆ 6 |∼ α� ¬β

Пример Метода
∆ Φ1 Φ2

Статус Време Статус Време Статус Време

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
metalWings� fly
yogi� fly
bird ∧ penguin ∧metalWings

� ¬yogi ∨ fly

BCOi 30/30 29.52 28/30 148.14 30/30 26.91

FME MEM – MEM – MEM –

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
metalWings� fly
yogi� fly
bird ∧ penguin ∧metalWings

� yogi ∧ ¬fly

BCOi 30/30 29.52 29/30 91.01 30/30 43.58

FME MEM – MEM – MEM –

penguin� feathAnim ∨ bird
feathAnim� bird
bird� feathAnim
penguin� ¬fly
bird� fly
penguin ∧ feathAnim ∧ bird

� ¬fly

BCOi 30/30 16.76 30/30 32.67 30/30 8.83

FME MEM – MEM – MEM –

penguin� feathAnim ∨ bird
feathAnim� bird
bird� feathAnim
penguin� ¬fly
bird� fly
penguin ∧ feathAnim ∧ bird

� fly

BCOi 30/30 16.76 30/30 43.73 30/30 16.27

FME MEM – MEM – MEM –
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Табела 6.6: Резултати тестирања за примере код коjих ∆ 6 |∼ α� β и ∆ 6 |∼ α� ¬β

Пример Метода
∆ Φ1 Φ2

Статус Време Статус Време Статус Време

quaker� pacifist
republican� ¬pacifist
quaker ∧ republican

� pacifist

BCOi 30/30 2.24 30/30 0.83 30/30 1.99

FME sat 9866.65 sat 10620.05 sat 25394.76

quaker� pacifist
republican� ¬pacifist
quaker ∧ republican

� ¬pacifist

BCOi 30/30 2.24 30/30 0.62 30/30 1.50

FME sat 9866.65 sat 29637.52 sat 10675.40

quaker� pacifist
republican� ¬pacifist
ecologist� pacifist
quaker ∧ ecologist
∧ republican� pacifist

BCOi 30/30 12.02 30/30 11.92 30/30 9.08

FME MEM – MEM – MEM –

quaker� pacifist
republican� ¬pacifist
ecologist� pacifist
quaker ∧ ecologist
∧ republican� ¬pacifist

BCOi 30/30 12.02 30/30 11.13 30/30 9.46

FME MEM – MEM – MEM –

teenAger� poor
teenAger� student
poor� employed
student� ¬employed
teenAger� employed

BCOi 30/30 18.04 30/30 23.64 30/30 11.98

FME MEM – MEM – MEM –

teenAger� poor
teenAger� student
poor� employed
student� ¬employed
teenAger� ¬employed

BCOi 30/30 18.04 30/30 18.23 30/30 20.24

FME MEM – MEM – MEM –

young� lawAbiding
joyRiders� ¬lawAbiding
joyRiders� young
joung ∧ joyRiders

� lawAbiding

BCOi 30/30 12.77 30/30 14.62 30/30 4.02

FME sat 84695.65 MEM – MEM –

young� lawAbiding
joyRiders� ¬lawAbiding
joyRiders� young
joung ∧ joyRiders

� ¬lawAbiding

BCOi 30/30 12.77 30/30 17.47 30/30 6.56

FME sat 84695.65 MEM – MEM –
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Табела 6.7: Резултати добиjени применом FME методе за примере када ∆|∼ α� β

Пример Статус Време Пример Статус Време
bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∧ penguin� ¬fly

un-sat 626.75

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
fly� ¬penguin

un-sat 0.01

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird� ¬penguin

un-sat 0.01

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∨ penguin� ¬penguin

un-sat 0.01

bird� fly
penguin� bird
penguin� ¬fly
bird ∨ penguin� fly

un-sat 0.01
θ� φ
θ� ψ
θ� φ ∧ ψ

MEM –

θ� φ
φ� ψ
θ ∨ φ� ψ

un-sat 0.01
θ� ψ
θ� φ
θ ∧ φ� ψ

MEM –

θ� φ
θ ∧ φ� ψ
θ� ψ

un-sat 0.01
θ� φ
θ ∧ φ� ψ
θ� ψ

un-sat 0.01

θ� φ
φ� θ
θ� ψ
φ� ψ

un-sat 0.01
θ� φ→ ψ
θ� φ
θ� ψ

MEM –
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Глава 7

Закључна разматрања

Главни део представљен у овом раду се односи на развоj и тестирање хеуристике
засноване на BCOi методи за решавање CPSAT-ε проблема и проблема дифолтног
закључивања. За CPSAT-ε проблем за вероватносну логику, представљену у раду
[101], ниjе постоjао аутоматски доказивач теорема. Иако се оваj проблем може пред-
ставити у облику проблема линеарног програмирања, броj непознатих и броj неjед-
накости у добиjеном систему расте експоненциjално са повећањем броjа исказних
слова у посматраноj формули. Додатно, применом егзактне (директне) методе за ре-
шавање добиjеног система неjеднакости, попут FME методе, већина проблема постаjе
практично нерешива, због новог пораста броjа неjеднакости у систему након сваке
елиминациjе непознате. Оваква ситуациjа сугерише неопходност хеуристичког при-
ступа решавању проблема. У овом раду изабрана jе BCO метода, прецизниjе, њена
вариjанта са поправком BCOi, коjа jе до сада, углавном, коришћена за решавање
комбинаторних проблема код коjих постоjи неко решење, а циљ jе био то решење
оптимизовати. Предложени приступ представља прву примену BCOi засноване хе-
уристике на проблем коjи, не само да захтева проналажење решења, већ и потврду
постоjања решења. Разлог за избор ове методе jе таj што се у разним истраживањима
показало да методе засноване на популациjи, углавном, даjу боље резултате од ме-
тода заснованих на локалном претраживању. На основу природе CPSAT-ε проблема,
свака пчела jе у свом лету унапред имала три важна корака:

(i) да пронађе бољи скуп атома коjи имаjу вероватноће веће од нула;

(ii) да поправи вероватноће коjе су додељене атомима да би се приближила траже-
ном решењу;

(iii) да провери да ли jе решење пронађено.

Предстваљени резулати показуjу велику надмоћ BCOi методе над приступом бази-
раном на FME методи. Доказивачи теорема коjи су постоjали до сада, решавали
су PSAT проблеме у коjима су фигурисали оператори апсолутне вероватноће, за
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разлику од оператора условне вероватноће коjи jе овде разматран, и посматране ве-
роватноће су имале реалне вредности, док се сада први пут разматраjу вероватноће
из Хардиjевог поља броjева. Обзиром да ово представља први хеуристички приступ
решавању овог проблема, ниjе било могуће извршити поређење добиjених резултата
ни са чим другим до са директним приступом. Са друге стране, осим што jе обез-
беђен први практични алат за решавање CPSAT-ε проблема, такође jе дат и скуп
примера коjи се могу користити у оцени будућих приступа.

Имаjући у виду начин рада општег BCOi алгоритма, било jе могуће направити
дистрибуирани доказивач коjим се добиjа знатно убрзање. Свака итерациjа BCOi
алгоритма се одвиjа независно, па њихово паралелно извршавање битно смањуjе
потребно време, што jе било и очекивано.

Представљен приступ за решавање CPSAT-ε проблема отворио jе могућност за
примену ове методе у дифолтном закључивању. Дифолтни приступ у представљању
знања и закључивању представља врло битан метод, обзиром да подржава закључи-
вање са непотпуним информациjама. Немонотоно закључивање се може користити
на многим местима. Jедан од наjочигледниjих примера jе медицинска диjагностика,
где резултати нових анализа могу бити у контрадикциjи са усвоjеним закључком.
Слична ситуациjа jе и у закључивању у односу на правне регулативе и прописе, у
спецификациjи система и софтвера и тако даље. Дифолтна логика jе, могуће, на-
jпопуларниjи метод немонотоног резоновања, пре свега због jедноставности записа
дифолта.

У дифолтном резоновању, до сада ниjе коришћен хеуристички приступ. Обзиром
на везу дифолтне логике и LPCP логике, и овде jе било могуће посматрани проблем
представити у облику проблема линеарног програмирања. Као и у случаjу решавања
CPSAT-ε проблема, директан приступ коришћењем FME методе ниjе могао да да за-
довољаваjуће резултате. Иако jе на први поглед деловало да ће jедноставна примена
већ развиjеног доказивача за CPSAT-ε проблем дати задовољаваjуће резултате, по-
казало се да специфичности добиjених формула захтеваjу додатна подешавања, како
у коришћеним стратегиjама приликом модификациjе решења, тако и у начину пред-
стављања вредности из Хардиjевог поља броjева. Општи алгоритам jе остао исти
као при решавању CPSAT-ε проблема, али jе поред хеуристичког приступа у мо-
дификациjи решења, додата и Нелдер-Мид метода и урађена jе детаљниjа анализа
резултата добиjених комбиновањем ових метода. Такође, поређени су приступи када
се за сваку пчелу генерише ново инициjално решење на почетку сваке итерациjе и
ситуациjа када се преноси део решења из претходне итерациjе, што се показало доста
ефикасниjим приступом. Ефикасност jе додатно повећана и када jе дозвољено да се
вредност функциjе циља поквари током модификациjе решења, а не да се увек за-
држава боље решење, како jе то био случаj приликом решавања CPSAT-ε проблема.
Иако развиjена метода ниjе комплетна, висок проценат успешности и комбинациjа
са FME методом примењеном на делове добиjених система неjеднакости, даjе добре
смернице за извођење закључака у дифолтном резоновању.
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Понуђен метод отвара могућност за решавање PSAT проблема за друге сличне
логике (попут логика представљених у радовима [23, 84, 88, 100]). Додатним тестира-
њима различитих стратегиjа могли би се добити бољи резулати приликом решавања
CPSAT-ε проблема, као што jе то учињено код дифолтног закључивања. Са друге
стране, без обзира на преношење дела решења из jедне итерациjе у другу приликом
дифолтног резоновања, и у таквом приступу би се могао развити дистибуирани до-
казивач теорема у циљу повећања ефикасности. Обзиром да jе ово први хеуристички
приступ у решавању ових проблема, од интереса би било развити и друге хеуристичке
методе и извршити поређење резултата добиjених применом различитих хеуристика.
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Додатак A

A.1 Фуриjе-Моцкин метода елиминациjе

Jедна од директних метода за решавање система линеарних неjеднакости jе Фуриjе-
Моцкин метода елиминациjе. Ова метода jе развиjена за решавање у Еуклидовом,
реалновредносном простору, а за потребе овог рада решења система се траже у не-
Архимедовом, хиперреалном простору. Посматра се систем од m линеарних неjед-
накости у n-димензионом простору. Посматрани систем се може записати у облику

Ax 6 b (A.1.1)

где jе A матрица коефициjената из Rm×n, x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn вектор непознатих
и b колона вектор из Rn. Нека jе

X = {x ∈ Rn : Ax 6 b} (A.1.2)

скуп решења ситема и нека X [k] означава проjекциjу скупа X на простор разапет на
последњих n− k координата:

X [k] =
{

(xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k : ∃(x1, . . . , xk) ∈ Rk, (x1, . . . , xn) ∈ X
}

Фуриjе-Моцкин методa ([12, 14, 25, 57, 61, 81, 106]) сукцесивно елиминише непо-
знате (x1, . . . , xn−1) из ситема (A.1.1) и израчунава матрице A[k] и вектор b[k] тако
да

X [k] =
{
x[k] ∈ Rn−k : A[k]x[k] 6 b[k]

}
, k = 1, . . . , n− 1

где jе x[k] = (xk+1, . . . , xn)T.

У циљу елиминациjе непознате x1, свака од m неjеднакости из система (A.1.1)
се множи одговараjућом позитивном вредношћу да би вредности у првоj колони
матрице A постале ±1 или 0. Без губитка општости, може се претпоставити да

96



ДОДАТАК A. ДОДАТАК

се оригиналан систем може записати у облику

+1 · x1 + αi(x
[1]) 6 0, i ∈M+,

−1 · x1 + αi(x
[1]) 6 0, i ∈M−,

0 · x1 + αi(x
[1]) 6 0, i ∈M0,

где jе αi(x[1]) = αi2x2 + · · ·+αinxn+βi дати афини облик за x[1] = (x2, . . . , xn)T ∈ Rn−1

и M+, M−, M0 дисjунктни скупови индекса неjеднакости система (A.1.1) при чему
важи да jе

M+ ∪M− ∪M0 = {1, . . . ,m}.

Лако се види да за свако фиксирано x[1], неjеднакост са индексом i ∈ M+ ∪ M−
може бити задовољена за неки реалан броj x1 ако и само ако свака горња граница
−αi(x[1]), i ∈M+ за x1 jе већа од сваке доње границе αj(x[1]), j ∈M−, тj.

−αi(x[1]) > αj(x
[1]), i ∈M+, j ∈M−

Комбиновањем ових |M+| · |M−| неjеднакости са преосталих |M0| неjеднакости из
система (A.1.1) коjе не садрже x1 добиjа се систем од |M+| · |M−| + |M0| линеарних
неjеднакости

αi(x
[1] + αj(x

[1]) 6 0, (i, j) ∈M+ ×M−
αi(x

[1]) 6 0, i ∈M0

чиjе решење jе скуп X [1]. Претходни систем може да се напише у облику

A[1]x[1] 6 b[1]

са одговараjућом матрицом A[1] и вектором b[1]. Овиме се дефинише

X [1] =
{
x[1] ∈ Rn−1 : A[1]x[1] 6 b[1]

}
.

Слично се елиминациjом непознате x2 из система A[2]x[2] 6 b[2] добиjа опис друге
проjекциjе X [2] =

{
x[2] ∈ Rn−2 : A[2]x[2] 6 b[2]

}
и тако даље. Након n − 1 корака опи-

саном процедуром добиjа се n − 1 матрица A[k] и вектор b[k] такви да jе X [k] ={
x[k] ∈ Rn−k : A[k]x[k] 6 b[k]

}
, k = 1, . . . , n− 1.

A.1.1 Решење система линеарних неjеднакости и проблем ли-
неарног програмирања

Ако jе скуп решења X = {x ∈ Rn : Ax 6 b} непразан, тада су непразне и
проjекциjе X [k] ⊆ Rn−k, k = 1, . . . , n − 1 и обратно. Прецизниjе речено, ако Ax 6 b

има решење, тада jе

X [n−1] =
{
x[n−1] ∈ R : A[n−1]x[n−1] 6 b[n−1]

}
.
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непразан интервал за непознату x[n−1] = xn. За дато A[n−1] и b[n−1] лако се може наћи
тачка таква да xn ∈ X [n−1]. Тада се заменом xn = xn у систему A[n−2]x[n−2] 6 b[n−2]

добиjа нови решиви систем линеарних неjеднакости чиjи jе скуп решења интервал
{x2 ∈ R : (xn − 1, xn) ∈ X [n−2]}. Решавањем овог система коjи садржи jедну непо-
знату добиjа се тачка x[n−2] = (xn−1, xn) ∈ X [n−2], коjа се може заменити у систему
A[n−3]x[n−3] 6 b[n−3] и тако даље. Понављањем ове процедуре замене уназад, Фуриjе-
Моцкин методом се може одредити решење (x1, . . . , xn) ма ког задовољивог система
линеарних неjеднакостиAx 6 b. Историjски, ово представља метод "пред-линеарног
програмирања" за решавање система линеарних неjеднакости[25, 106].

A.2 Нелдер-Мид метода оптимизациjе

Секвенциjалну симплекс методу су предложили Спендлеj (енг. W. Spendley),
Хекст (енг. G. R. Hext) и Химсворт (енг. F. R. Himsworth) [110], а читаву идеjу
су даље проширили Нелдер (енг. J. A. Nelder) и Мид (енг. R. Mead) [83]. Метода jе
развиjена за решавање оптимизационог проблема типа

min
x
f(x)

при чему jе f функциjа од n променљивих, без ограничења.

Нека су P0, P1, . . . , Pn тачке димензиjе n коjе дефинишу тренутни симплекс. Биће
коришћна ознака yi за f(Pi), тако да

• индекс h jе такав да jе yh = max
i

(yi)

• индекс l jе такав да jе yl = min
i

(yi)

Са P ће бити означен центроид, тj. тачка подjеднако удаљена од свих тачака Pi,
i 6= h, а са [PiPj] растоjање између тачака Pi и Pj. У свакоj фази Ph се замењуjе
новом вредношћу и користе се три операциjе: рефлексиjа, контракциjа и експанзиjа.

Рефлексиjа тачке Ph се означава са P ∗ и њене координате су дефинисане рела-
циjом

P ∗ = (1 + α)P − αPh

где jе α позитивна константа, коефициjент рефлексиjе. Ако jе вредност y∗ између
вредности yh и yl, тада се Ph замењуjе са P ∗ и процес почиње поново са новим си-
мплексом.

Ако jе y∗ < yl, тj. ако jе рефлексиjа дала нови минимум, тада се P ∗ прошируjе са
P ∗∗ релациjом

P ∗∗ = γP ∗ + (1− γ)P
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Коефициjент експанзиjе γ jе већи од 1 и представља однос растоjања [P ∗∗P ] и [P ∗P ].
Ако jе y∗∗ < yl, тачка Ph се замењуjе тачком P ∗∗ и процес почиње поново; али ако jе
y∗∗ > yl, тада експанзиjа ниjе успела и Ph се замењуjе са P ∗ пре поновног почетка.

Ако се рефлексиjом P на P ∗ добиjе да jе y∗ > yi за свако i 6= h, тj. да се заменом
P са P ∗ добиjа да jе y∗ максимум, тада се дефинише ново Ph коjе jе или старо Ph
или P ∗ у зависности за коjе y има мању вредност и формира се

P ∗∗ = βPh + (1− β)P .

Коефициjент контракциjе β има вредност између 0 и 1 и представља однос расто-
jања [P ∗∗P ] и PP . Вредност P ∗∗ се узима за Ph и процес креће поново, осим уколико
jе y∗∗ > min(yh, y

∗), тj. тачка контракциjе jе гора и од Ph и од P ∗. Ако контракциjа не
успе, све вредности Pi се мењаjу са (Pi+Pl)/2 и процес почиње из почетка. Као кри-
териjум за заустављање се може узети ситуациjа када просечна вредност тренутних
yi постане довољно мала.

A.3 Паралелизациjа извршавања програма коришће-
њем MPI методе

Брже извршавање компликованих израчунавања, за коjима данас, са развоjем на-
уке, постоjи све већа потреба, захтевало jе развоj различитих метода паралелизациjе
процеса. Jедан од тренутно наjпопуларниjих метода jе стандардно окружење за раз-
мену порука MPI (енг. Message Passing Interface). MPI представља спецификациjу
стандардне библиотеке функциjа за паралелни модел прослеђивања порука. Прили-
ком формирања, MPI стандард jе преузео конструкциjе разних постоjећих система
коjи су се добро показали у пракси и уградио их у jедан поуздан и ефикасан систем.

Како jе MPI стандард независан од платформе и оперативног система на коjима
се извршава, свака MPI имплементациjа мора додатно да обезбеди улазно/излазне
операциjе и начин извршавања апликациjа на датом конкретном оперативном си-
стему.

MPI поседуjе висок степен флексибилности, чему иде у прилог чињеница да се
MPI систем може извршавати на мрежи хетерогених рачунара, односно скупу про-
цесора различитих архитектура. Корисник не мора да води рачуна о томе да ли
се поруке размењуjу између процесора истих или различитих архитектура, jер MPI
аутоматски обавља све неопходне конверзиjе података и обезбеђуjе одговараjући про-
токол за комуникациjу.

MPI програм може да се састоjи из више примерака секвенциjалног програма коjи
комуницираjу позивима одговараjућих функциjа MPI библиотеке. Ове функциjе се
могу сврстати у следеће групе:

1. Функциjе коjе врше инициjализациjу, управљање и окончавање комуникациjе;
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2. Функциjе коjе служе за комуникациjу између парова процеса;

3. Функциjе коjе изводе операциjе над групом процеса;

4. Функциjе за креирање произвољних типова података.

Помоћу наведених MPI функциjа, на различитим типовима архитектура парале-
лних рачунара, реализуjу се следећи процеси:

1. Навођењем директива оперативни систем распоређуjе копиjе извршног про-
грама на сваки чвор кластера (процесоре);

2. Сваки процесор извршава своjу копиjу програма;

3. Различити процесори парелелно извршаваjу онаj део програма у коме се кори-
сти идентификациони броj процеса.

У наставку ће бити направљен кратак преглед функциjа MPI библиотека коjе се
наjчешће користе приликом генерисања паралелних програма [34, 35, 98].

Функциjа MPI_Init

Сваки MPI процес прво позива функциjу MPI_Init. Она обезбеђуjе да систем
изврши подешавања потребна за позиве осталих MPI функциjа. Позив ове функциjе
не мора да буде прва наредба програм, чак не мора да буде смештен у main функциjи
C програма, али се мора навести пре позива осталих MPI функциjа. Синтакса ове
функциjе у програмском jезику C jе

MPI_Init(&argc,&argv);

Функциjе MPI_Comm_rank и MPI_Comm_size

Након MPI инициjализациjе, сваки активан процес постаjе члан комуникатора
MPI_COMM_WORLD, стандардног комуникатора MPI библиотеке. Комуникатор jе
апстрактни обjекат коjи се брине о окружењу за размену порука међу процесима.
Уколико jе потребно, корисник може сам креирати комуникаторе дељењем процеса
на комуникаторске групе, при чему мора узети у обзир да процеси могу комуници-
рати само ако су унутар исте групе.

Процеси унутар комуникатора су уређени по неком редоследу. У комуникатору
са p процеса, сваки процес добиjа jединствени броj id између 0 и p − 1. На основу
id вредности процеси могу да утврде за коjи део израчунавања и/или података су
задужени.

Позивом функциjеMPI_Comm_rank се сваком процесу додељуjе jединствени броj,
а функциjом MPI_Comm_size се одређуjе укупан броj процеса у комуникатору. Син-
такса ових функциjа у програмском jезику C jе
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MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD,&id);

MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&p);

Уколико jе jедан процес у две комуникаторске групе, његов id ће за сваку групу
бити другачиjи.

Функциjа MPI_Bcast

Функциjа MPI_Bcast омогућава да процес проследи jедан или више података ис-
тог типа свим процесима у комуникатору. Синтакса ове функциjе у програмском
jезику C jе

int MPI_Bcast(
void *buffer,
int count,
MPI_Datatype datatype,
int root,
MPI_Comm comm

);
где први аргумент buffer садржи адресу првог податка коjи треба проследити, аргу-
мент count означава броj података коjи се прослеђуjу. Функциjа подразумева да су
сви подаци истог типа datatype и да се налазе у мемориjи jедан за другим. Пара-
метар root представља id процеса коjи шаље податка, док параметар comm означава
комуникатор коме припадаjу процеси коjи учествуjу у тренутноj комуникациjи.

Функциjа MPI_Send

Приликом извршавања програма, често jе неопходно обезбедити комуникациjу
између два конкретна процеса. Ова комуникациjа може да се обави разменом порука.
Процес коjи шаље поруку позива функциjу MPI_Send чиjе jе C синтакса дата са

int MPI_Send(
void *message,
int count,
MPI_Datatype datatype,
int dest,
int tag,
MPI_Comm comm

);

Први параметар message представља почетну адресу податка коjи ће бити по-
слат. Други параметар count представља броj података коjи се шаљу, док параметар
datatype предствља њихов тип. Параметар dest предствља id процеса коjи треба да
прими податке. Помоћу параметра tag може се обезбедити идентификациjа сврхе
поруке. Параметар comm, и у овом случаjу, означава комуникатор.
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Функциjа MPI_Recv

Процес коjи треба да прими поруку, коjу шаље други процес, позива функциjу
MPI_Recv. Синтакса ове функциjе jе, донекле, слична синтакси функциjе MPI_Send:

int MPI_Recv(
void *message,
int count,
MPI_Datatype datatype,
int source,
int tag,
MPI_Comm comm,
MPI_Status *status

);
са тим што сада четврти параметар source означава id процеса коjи шаље поруку. Пре
позива функциjе MPI_Recv процес мора да алоцира структуру типа MPI_Status, а
параметар status садржи показивач на ову структуру. Ова структура садржи податке
о томе коjи процес jе послао поруку, коjа jе сврха поруке и информациjе о могућоj
грешци коjа jе настала.

Функциjа MPI_Finalize

Након што сви процеси заврше све своjе MPI позиве, позива се функциjаMPI_Finalize
коjа омогућава систему да ослободи све ресурсе коjи су били заузети од стране MPI
програма.
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rencija „Verovatnosne logike i primene“, Beograd, 02.10.2014.
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1. Introduction

Working with uncertain knowledge has been well documented problem in
mathematical logic and computer science, 'since the first works of Leibnitz and Bool.
The unique solution to this problem has not been found yet, but there are many
ideas and different variants of solutions for particular problems, that are used in
artificial intelligence. Many of the formalisms for representing and reasoning with
uncertainty are based on probabilistic logics [1-IOJ. These logics are extensions
of classical logic with probabilistic operators. Satisfiability problem in these logics
(PSAT) can be reduced to linear programming problem. However, solving it by any
standard linear solver is inapplicable in practice due to the complexity of the prob-
lem. For example, the application of Fourier-Motzkin elimination procedure yields
the exponential growth in the number of inequalities in the system. Therefore, the
application of some other techniques for solving this problem, such as different
types of meta-heuristics, could prove very useful.

Using meta-heuristics for solving satisfiability problems is not a new idea. The
most interesting problems in propositional logic are satisfiability problem (SAT)
and maximum satisfiability problem (MAX-SAT), i.e., the problem of determining
the maximum number of clauses of a given Boolean formula in conjunctive normal
form, that can be made true by an assignment of truth values to the variables. Several
methods based on different heuristics have been developed for SAT and MAX-SAT.
Many of those methods are based on local search procedure and some of them

* Corresponding author. Tel.: +381 642183742.
E-mail addresses:tanlat@kg.ac.rs(T.Stojanovic).tanja<!.JJmi.sanu.ac.rs

(T. Davidovic), zora!10@11li.5anll ..lc.rs (2. Ognjanovic).

htt.p:!ldx.doi.org/i D.I 016/j.Jsoc.20 \5.03.0 17
1568-4946/© 2015 Elsevier B.v. All rights reserved.

are presented in [11-141. Heuristics based on swarm intelligence, like Ant Colony
Optimization (ACO) or Bee Swarm Optimization (BSO), were also applied to SAT
[15.16]. For this type of problem probabilistic approach is presented in 171. Genetic
Algorithm (GA) is another approach used for dealing with SAT and/or MAX-SAT
118,19], and it is also combined with some other heuristics [20]. In probabilistic logics
presented by Nilson in 1211, Fagin et aLII) or by Raskovic et al. [2), local search based
heuristics [12], Tabu Search (TS) [23], GA [24.25J. Variable Neighbourhood Search
(VNS) [26J. and combination ofGA and VNS [271 were used for solving PSAT.

Here. we discus the satisfiability problem in approximate conditional probabil-
ities logic described by Raskovic et al. in [4]. We denote this version of satisfiability
problem with CPSAT-£. The main differences between PSAT and CPSAT-£ are:

• CPSAT-£ involves conditional probability operator on the contrary to PSAT.
• Probabilities of formulas in CPSAT-£ may take infinitesimal values. and not only

real-values as in PSAT.

The first use of infinitesimal was by Leibniz, when he introduced differentials. Later,
Robinson [28J showed how infinitely large and infinitesimal numbers can be rigor-
ously defined and used. Characteristics of CPSAT-£, given above. do not allow us to
use the existing methods for PSAT that work with formulas containing real-valued
unconditional probabilities only.

The logic. described in [41. enriches the propositional calculus with probabilis-
tic operators which are applied to propositional formulas: CP,,(a, fJ). CP.,(a, fJ) and
CP~,(a. fJ). with the intended meaning that the conditional probability of a given fJ
is "at least s", "at most s" and "approximately s", respectively. This way of knowledge
representation and reasoning can be widely used. One of the most obvious examples
would be the process of reaching diagnosis in medicine. Occurrence of some symp-
toms with adequate certainty represented in percents, leads to conclusion that a
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