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Abstract

Partl. Subjective and objective interpretations of probability are described. The organization of
the text is given.

Part2. Some propositional probability logics are introduced. Their languages, models,
satisfiability relations, and (in)finitary axiomatic systems are given. In this paper the terms
finitary and infinitary concern meta language only. Object languages are countable, formulas are
finite, while only proofs are allowed to be infinite. Basically, the considered languages are
obtained by adding unary probabilistic operators of the form P, with the intended meaning “the
probability is greater than s”. A Kripke-like possible-world approach to interpret probability-
formulas such that they remain either true or false is proposed. Since the compactness theorem
does not hold for some of the considered logics, infinitary axiomatic systems allows proving the
corresponding extended completeness theorems. Decidability of the logics is proved using a
reduction of the satisfiability problem to the linear programming problem.

Part 3. In this part some first order probability logics are considered. In a paper of Abadi and
Halpern is proved that there is no recursive axiomatization of these logics, so the presented
approach involving infinitary inference rules is the only way to achieve any complete
axiomatization.

Part 4. New types of probability operators of the form O, where F is a recursive rational subset
of [0, 1] are introduced. A formula QzA is satisfied in a probability model if the measure of the
set of worlds that satisfy 4 is in F. The new operators are suitable for describing events in
discrete sample spaces. It is show that the new operators are not definable in languages of
probability logics that have been used so far.

Part 5. A propositional and a first-order logic for reasoning about discrete linear time and finitely
additive probability are given. The languages of these logics allow formulas that say ‘sometime
in the future, 4 holds with probability at least s°. Sound and complete infinitary axiomatizations
for the logics are provided.

Part 6. In this part a probabilistic extension of modal logic is investigated. It is showed that those
logics are closely related, but that modal necessity (denoted by D) is a stronger notion than
probability necessity (probability one, P-;). An example of probability version of Barcan-formula
which assures this conclusion is given.

Part 7. Decidability of the considered logics is shown by reducing the corresponding
satisfiability problem to the linear programming problem. Two automated theorem provers based
on that idea are described.

Appendix A. This appendix contains the main definitions and formulations of some statements
related to probability, Loeb’measure, infinitary logics, and computation complexity.

Appendix B. This appendix describes some other approaches in the field: work of Keisler
concerning the probabilistic quantifiers, and some other papers about probabilistic operators
written by Nilsson, Fagin, Halpern etc.



Uvod

U ovom radu se razmatra svojevrsno preplitanje dve teorije - matematicke logike i verovatnoce
kroz prizmu formalizacije rezonovanja o verovatnoéi. To preplitanje je zanimljivo iz viSe razloga.
Najpre, verovatnocéa se prirodno pojavljuje kao alternativa standardnim istinitosnim vrednostima.
Zatim, verovatnosno rezonovanje se izvodi manipulisanjem simbolima iz datog jezika u skladu sa
zadatim pravilima, u ¢emu je lako pronaé¢i moguénost racunarske implementacije, pa i razloge zbog
kojih su ovakvi formalni sistemi interesantni i za ra¢unarske nauke. Takode, prilagodavanje logickog
aparata potrebama manipulisanja izrazima koji uklju¢uju verovatnoée otvara ¢itav niz pitanja, poput
definisanja jezika i aksiomatskih sistema, dokazivanja teorema potpunosti i odluéivosti itd. ¢ijem
reSavanju je posveéen najveéi deo rada.

U nastavku ovog poglavlja spomenuéemo neke od dosadasnjih rezultata koji se odnose na podrucje
u kome se grani¢e matematicka logika i teorija verovatnoée. NaveSéemo osnovne rezultate sadrzane
u radu i dati pregled preostalog dela teksta.

1.1 Interpretacije verovatnoce

Nastanak teorije verovatnoée se povezuje sa Gerolamo Cardan-om (1501 — 1576), Galileo Galilei-em
(1564 — 1642) i Blaise Pascal-om (1623 — 1662) koji su proucavali igre na sre¢u [27, 49]. U njihovim
radovima, kao i sve do kraja XIX veka, verovatnoca dogadaja je shvatana kao Sansa, tj. kolicnik
broja povoljnih moguénosti i ukupnog broja slucajeva ili kao relativna ucestanost uspesnih dogadaja
u ukupnom broju pokusaja u nekom eksperimentu. Na ovaj naéin se jasno odreduje znacenje recenica

poput 'Verovatnoéa da slucajno izabrana ptica leti je bar %’.

Medutim, u recenici ’Verovatnoéa da je Homer spevao Odiseju je %’ verovatno¢u ne mozemo
tumaciti spomenutim koliénicima poSto ne postoji ni ukupan broj slucajeva, ni niz eksperimenata u
kojima sa sastavlja Odiseja. Verovatnota ovde ima smisao stepena verovanja u iskaz, odnosno opisa
stanja znanja [51, 110].

Nazovimo ova dva pristupa interpretaciji verovatnoée redom:
e statisticki pristup (objektivisticki, empirijski), odnosno
e stepen verovanja (subjektivisticki, liéni pristup).

Prethodni primeri ilustruju visesmislenost upotrebe reci verovatnoéa, kao i da ni jedan od spomenutih
koncepata nije ni beskoristan, ni dovoljan. Sta vise, u daljem tekstu ¢e se videti da ovi koncepti dovode
do razlic¢itih logickih sistema, bez obzira §to su zakoni koji vaze u oba slucaja isti.



1.2 Verovatnoca i matematicka logika

Istrazivanja u oblastima matematicke logike i teorije verovatnocée ¢esto su kroz istoriju imala dodirnih
tacaka: pokuSavano je zasnivanje teorije verovatnoce na logi¢kim osnovama, proucavane su logike u
kojima se istinitosna vrednost formula izracunava pomocu funkcija koje su verovatnosne mere ili
lice na njih, proSirivan je logicki jezik konstrukcijama koje omogucavaju da se neposredno govori o
verovatno¢i itd. Od sredine 80-tih godina rad u oblasti veStacke inteligencije, preciznije problemi
zakljucivanja u situacijama kada je znanje nepotpuno ili dvosmisleno, ili kada nije jasno koja pravila
zakljuéivanja su primenljiva, otvorila su nova pitanja i dodatno inspirisala istrazivace.

Verovatnosne logike je razmatrao jo§ Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 — 1716) koji je u okviru
razvoja metoda poznatog kao characteristica generalis pokuSavao da primeni logicki zasnovan pos-
tupak u verifikaciji tvrdenja iz teorije verovatnoce [113]. Leibnitz je razlikovao dve vrste verovat-
nosnog racuna: racun unapred kojim se procenjuje verovatnocéa ostvarivanja dogadaja ako su poznate
verovatnoce uzroka i ra¢un unazad kojim se procenjuje verovatnoca uslova ako je poznata verovatnoca
onoga na §ta oni uticu. Nakon Leibnitz-a slicnom problematikom se bavio ve¢i broj istaknutih
matematicara (Jakob Bernoulli (1654 — 1705), Christian Wolff (1679 — 1754), August De Morgan
(1806 — 1871), John Venn (1834 — 1923), Platon Sergeyevich Poretskiy (1846 — 1907)), a posebno
George Boole (1815 — 1864) [45, 113]. Veliki deo Boole-ovog rada [9] je posveéen proucavanju odnosa
logi¢kog raCuna i raCuna dogadaja koji se danas shvata kao standardni deo teorije verovatnodle.
Savremeni aksiomatski pristup verovatnoéi uveo je u svojim radovima Andrei Kolmogorov (1903 —
1987) [41, 64]. On je dao dva aksiomatska sistema: za kona¢no-aditivnu verovatnoéu i za o-aditivnu
verovatnocu koji odgovaraju definicijama A.5 i A.6. Tako je u savremenim kursevima verovatnoce
favorizovan koncept o-aditivne verovatnoce, pojedini istraziva¢i smatraju da za to nema opravdanja
[58, 110]. Posebno, predlaze se da se, u slu¢aju kada je smisao verovatnoce stepen verovanja, koristi
samo pravilo konaé¢ne aditivnosti. Rudolf Carnap (1894 — 1970) je teoriju verovatnoée shvatao kao
prosirenje logike [15, 16, 59]. U tom prosirenju relacija logickog izvodenja se uopstava do kvantitativne
relacije stepena izvodenja. Pri tome je nastojao da verovatnoéa zakljucka, kao i kod obi¢nog izvode-
nja, bude logicki nuzna i izvodljiva iz sintaksne forme argumenata zakljucivanja. Recimo, pokusao je
da P(h | e), uslovnu verovatnoéu od h ako je ispunjeno e, korektno odredi logickom analizom & i e,
gde su h i e formule jezika prvog reda. Carnap u tome nije uspeo, ¢ak i za relativno ogranicen izbor h
i e. Medutim, pojedini delovi njegovog rada su danas aktuelni u oblasti nemonotonog verovatnosnog
izvodenja. Haim Gaifman je u [37, 38] nastavio Carnap-ovim putem. Posmatrao je vise formalnih
jezika i odgovarajuée klase modela i proucavao probleme definisanja mere na skupu recenica kao
generalizacije standardne interpretacije, pojam sluéajnosti, uslovne verovatnoée recenica na osnovu
prikupljenih iskustava itd.

U viSevrednosnim logikama prisutna je ideja finije gradacije istinitosti nego §to je to slucaj kod
klasiéne logike tako da postoje iskazi koji nisu ni potpuno ta¢ni, ni potpuno netacni, veé imaju neki
drugi status, na primer neodredeni su [109]. Iako istinitosne vrednosti u ovim logikama ne moraju biti
verovatnoce iskaza, intuitivna veza sigurno postoji. Recimo, u [108] se razmatraju formule na stan-
dardnom modalnom jeziku kojima se znaenje odreduje pomocu verovatnosnih istinitosnih funkcija
i pokazuje se da se skup valjanih formula poklapa sa skupom teorema modalne logike 5. U [74] je
razmatran logicki aspekt fazi logike! [121]. Fazi logika se shvata kao visevrednosna logika, pa se inter-
pretacija iskaznih slova definiSe kao realna funkcija koja ne mora biti verovatnoca, ali ¢ije vrednosti
jesu u segmentu [0, 1]. Istinitosna vrednost slozenih iskaza se definise induktivno. Na primer, istini-
tosna vrednost negacije formule je jedan minus istinitosna vrednost formule, ili istinitosna vrednost
dusjunkcije je maksimum istinitosnih vrednosti disjunkata itd. Ako se valjanim formula smatraju
formule koje pri svakoj interpretaciji imaju istinitosnu vrednost veéu do jednaku od 0.5, pokazano je
da se skup valjanih formula poklapa sa skupom klasi¢nih iskaznih tautologija. U [39] Haim Gaifman

'Rasprostranjenost termina fazi (engl. fuzzy) predstavlja razlog zbog koga se on obi¢no ne prevodi. U tekstu ¢emo
koristiti ’domacu’ varijantu zapisivanja ovog termina.



opisuje jo§ jednu viSevrednosnu logiku u ¢ijem jeziku se pojavljuju simboli verovatnosnih operatora.
Recimo, formula je izraz oblika PR(a, [r, s]) koji se interpretira kao 'verovatnoéa od « je u segmentu
[r, s]. Gaifman analizira i strukture kojima nastoji da da adekvatnu semantiku za verovatnoce viseg
reda koje shvata kao procenu kvaliteta verovatnoce nizeg reda. I ovde se dolazi do rezultata da je
skup valjanih formula oblika PR(«,[1,1]) u stvari skup teorema modalne logike §5. U radu nije
razmatrana aksiomatizacija logike.

Sa stanovi§ta ovoga rada posebno su interesantne logike u ¢ijim objekt jezicima se pojavljuju
simboli (verovatnosni kvantifikatori i verovatnosni operatori) kojima se izrazava verovatnoéa. Za te
logike proucavaju se klase modela, aksiomatski sistemi, problemi potpunosti, odlucivosti itd. Njihov
nesto detaljniji prikaz dajemo u dodatku B. Ovde spomenimo samo da su modeli za logike sa verovat-
nosnim kvantifikatorima strukture prvog reda u kojima se verovatnoca definiSe nad podskupovima
domena, dok su modeli za logike sa verovatnosnim operatorima sli¢ni modalnim modelima u kojima
se verovatnoca definiSe nad podskupovima skupa moguéih svetova.

U vestackoj inteligenciji’ se prou¢avaju postupci za predstavljanje i manipulaciju znanjem koje je
po pravilu neprecizno, dvosmisleno ili nepotpuno [60]. Iz perspektive ovog rada interesantni su for-
malni sistemi u koje spadaju: fazi logike, Bayes-ove mreze i pravila sa faktorima sigurnosti. Pod fazi
logikom se obi¢no podrazumeva inzinjerska metodologija u kojoj se u kontroli sistema koristi izvestan
numericki pristup modeliranju kao alternativa upotrebi teorije verovatnoce [26, 118, 121]. Medutim,
fazi logika se mozZe shvatiti i kao radikalna alternativa matematickoj logici ¢iji je cilj da se logika
fazifikuje tako da bude direktno primenljiva u zaklju¢ivanju sa neformalnim i nepreciznim argumen-
tima. Pri tome ”rigoroznost ne igra tako vaznu ulogu kao u klasi¢noj logici” [122, 123]. Bayes-ova
mreza je metod u kojem se pomoéu direktnog grafa opisuju medusobno zavisni dogadaji[86]. Grafu
se pridodaje tabela uslovnih verovatnoéa koje govore o medusobnoj zavisnosti dogadaja i pomoéu
koje se izracanava, recimo, uslovna verovatnocéa uzroka uocenog dogadaja. Pravila sa faktorima sig-
urnosti (zakljuéivanja) se ¢esto javljaju u programima ekspertnih sistema [17]. Interpretator pravila
odgovorajuéi na postavljeno pitanje sistemu racuna i numericku vrednost koja karakterise sigurnost
zaklljucka. U [78] se konstatuje da se veéina ovih postupaka oslanja na ad hoc tehnike koje imaju
malo ili uopste nemaju teoretsko opravdanje, zbog cega je znacajno razviti logike pogodne za rad sa
neizvesnoséu.

1.3 Verovatnosne logike i interpretacija verovatnoce

Istinitost recenice "Verovatnoda da slucajno izabrana ptica leti je bar %’ je odredena objektivnim
stanjem aktuelnog sveta, tj. ona predstavlja statistiCku informaciju koja je bilo ta¢na, bilo neta¢na.
Preciznije, recenica je tatna ako je mera skupa ptica koje lete veéa do jednaka od %. Mera je ovde
sinonim za relativnu ucestanost skupa ptica koje lete u skupu svih ptica.

Sa druge strane istinitost reéenice "Verovatnoca da je Homer spevao Odiseju je %’ ilustruje uvere-
nje onoga ko je izgovara. Lako je zamisliti situacije u kojima je Homer autor speva i one u kojima
on to nije. Nazovimo te situacije moguéim svetovima. Tada moZemo reéi da je recenica tacna ako
je mera svetova u kojima je Homer spevao Odiseju % Pri tome, mera ne mora da bude izrazena
relativnom ucestanoSéu jednih i drugih svetova, veé je pre svega re¢ o subjektivnom vrednovanju
alternativa.

Primetimo da koriséenje relativne ucestanosti u interpretaciji verovatnoce nije pogodno za odredi-
vanje istinitosti druge reéenica i obrnuto, na probleme se nailazi ako se pokusa odredivanje istinitosti
prve recenice koriste¢i drugi pristup. Pod pretpostavkom da postoji samo jedan, aktuelni svet, u
njemu je ili Homer autor Odiseje ili to nije slucaj, tako da je razmatrana refenica ’Verovatnoéa da

je Homer spevao Odiseju je %’ uvek lazna. U [4, 47] je predlozeno da se (Vz)(ptica(z) — leti(x))

®Ne ulazeéi u probleme odredivanja pojma vestacke inteligencije poistovetimo ovu oblast sa programima za
dijagnosticiranje, ekspertnim sistemima itd. za koje se obi¢no podrazumeva odredeni vid inteligentnog ponasanja.



iskoristi kao formula koja odgovara recenici 'Verovatnoc¢a da sluc¢ajno izabrana ptica leti je bar %’ i

¢ija se verovatnoéa analizira u skupu moguéih svetova. Medutim, mogucée je da u svakom od svetova
bar jedna ptica ne leti, te da razmatrana formula ni u jednom od svetova ne bude tatna, odakle bi
njena verovatnoca bila 0 bez obzira §to skoro sve ptice u svim svetovima lete.

Iz ovih primera se vidi da su logike u kojima je verovatnoca definisana u odnosu na domen
pogodne za formalizaciju statistickog zaklju¢ivanja, dok su logike u kojima je verovatnoca definisana
u odnosu na skup mogucih svetova pogodne za formalizaciju stepena verovanja. Naravno, mogudée je
posmatrati kombinaciju oba koncepta verovatnoée. Recimo, reenicom ’Verovatnoca da verovatnoca

1

da slucajno izabrana ptica leti je bar % je veca od é’ izrazava se stepen verovanja u statisticku

informaciju. Logike koje formalizuju ovakav pristup prikazane su u [47].

1.4 Organizacija rada

U narednim poglavljima ¢emo opisati vise logika ¢iji objekt jezici sadrzi verovatnosne operatore oblika
Ps; koji se interpretiraju kao 'verovatnoca je bar s’ i koji omogucavaju eksplicitno rezonovanje o
verovatnodi.

U poglavlju 2 su prikazane iskazne verovatnosne logike. Polazi se od rezultata profesora dr
Miodraga Raskoviéa objavljenih u [98] koji se pro§iruju na veéi broj iskaznih logika. Za te logike se
opisuju klase modela i daju aksiomatizacije za koje se pokazuje jaka potpunost, a takode se dokazuje i
odlucivost logika. Za verovatnosnu iskaznu logiku sa realnovrednosnim verovatnoéama do sada su bile
publikovane samo aksiomatizacije za koje je pokazivana slaba potpunost. Po§to za ovu logiku ne vazi
teorema, kompaktnosti, jaka potpunost se ne moze dokazati uz konacnu aksiomatizaciju. Mi éemo,
zato, dati jednu novu beskona¢nu aksiomatizaciju u kojoj su formule konaéne, a postoji beskonatno
pravilo izvodenja. Koliko nam je poznato, odgovarajuéi dokaz potpunosti u formi u kojoj je ovde
dat, je originalan.

U poglavlju 3 diskutuju se verovatnosne logika prvog reda, ponovo polazeéi od rezultata iz [98].
Kao i u prethodnom poglavlju, date su odgovarajuce aksiomatizacije, dokazana jaka potpunost i
diskutovana odlucivost logika. U do sada objavljenim radovima nije bila data aksiomatizacija za
verovatnosne logike prvog reda sa realnovrednosnim verovatnoéama, tako da je i ovaj rezultat nov.

U poglavlju 4 se u objekt jezik iskaznih logika iz poglavlja 2 uvode verovatnosni operatori oblika
Qr koji se interpretiraju kao 'verovatnocéa je u skupu F”. Razli¢iti izbori skupa {F : QF je operator
jezika} dovode do posebnih logika. U radu je opisan uniforman pristup aksiomatizaciji tih logika,
dokazana jaka potpunost i diskutovana odluéivost. Zatim se analizira izrazajnost i medusobni odnos
logika. Verovatnosni operatori oblika @, koliko nam je poznato, nisu do sada spominjani u literaturi.

U naredna tri poglavlja opisujemo nekoliko primena spomenutih verovatnosnih logika:

e u kombinaciji sa temporalnim logikama, gde ée biti formalizovano rezonovanje o promeni
verovatnocée sa protokom vremena (poglavlje 5),

e u uopsStavanju modalnih logika, gde ¢emo razmatrati odnos standardnih modalnih i verovat-
nosnih operatora (poglavlje 6),

e u Verlog-u, automatskom dokaziva¢u teorema u verovatnosnoj logici (poglavlje 7).

U poglavlju 7 éemo takode ponuditi nekoliko verovatnosnih interpretacija operatora preferiranja i
pomocu programa Verlog teorema proveriti valjanost odredenog broja formula.

Dodatak A sadrzi formulacije definicija i tvrdenja iz oblasti teorije verovatnoée, nestandardne
analize, teorije ordinala, infinitarnih logika, hijerarhija i sloZenosti izraGunavanja itd. koje se koriste
bilo u prikazu radova koje citiramo, bilo u dokazu nekih teorema. U dodatku B éemo dati kraéi
prikaz nekoliko verovatnosnih logika ¢iji jezici sadrze verovatnosne operatore, odnosno verovatnosne
kvantore.



1.5 Publikovani i izlagani delovi rada

Delovi nekih poglavlja su Stampani, odnosno prihvaéeni za Stampanje, u ¢asopisima ili izlagani na
konferencijama. Delovi poglavlja 2 su publikovani u [80] i izlagani u [100]. Jedan pregled rezultata
koji su delimi¢no opisani u ovom poglavlju izlagan je na konferenciji posveéenoj profesoru Kurepi
i publikovan u [104]. Rezultati iz poglavlja 3 bi¢e publikovani u [84], a iz poglavlja 4 u [83]. Deo
poglavlja 5 izlagan je i publikovan u [82]. Dokazival teorema opisan u poglavlju 7 predstavljen je na
konferenciji posveéenoj profesoru Presi¢u [106]. Delovi poglavlja 2, 5 i 7 izlagani su na vise domacih
konferencija posveéenih matematickoj logici i ra¢unarstvu [81, 99, 101, 102, 105].

1.6 Zahvalnost

Na kraju, a kako se kaZe - ne i najmanje vazno, Zelim da istaknem da je profesor dr Miodrag Raskovic,
moj mentor, glavni inicijator ovog istrazivanja. Njegov uticaj se dovoljno ogleda i u ¢injenici da sam
aksiomatski sistem dat u [98] gotovo u potpunosti prihvatio. Sugestije i zadaci koje mi je davao
direktno su doveli do rezultata prikazanih u poglavljima 2, 4 i 7, a prisutni su i u ostalim delovima
rada.

Pored dr Raskoviéa, uoblicavanju ovog rada su direktno pomogli Vladimir Petrovi¢ i Uros Maj-
storovi¢ koji su napisali najveéi deo programkog koda za dokazivace teorema opisane u poglavlju
7.

Povremene diskusije se profesorom dr Aleksandarom Kronom, dr Miodragom Kapetanovi¢em, dr
Radetom Zivaljevic'em, dr Zoranom Petri¢em i profesorom dr Branislavom Boric¢i¢éem su bile veoma
korisne i pomogle su mi u razjasnjavanju nekih nejasnoéa. Clanovi Komisije za ocenu disertacije,
profesor dr Radosav Dordevi¢, profesor dr Zarko Mijajlovié, profesor dr Zoran Markovié¢ i profesor
dr Miodrag Raskovié¢ su svojim sugestijama unapredili kvalitet prilozenog teksta.

Istrazivanje izloZzeno u ovom radu predstavlja deo Projekta 04M02 Matematickog instituta finan-
siranog od strane Ministarstva za nauku i tehnologiju Republike Srbije.
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Iskazna verovatnosna logika

U ovom poglavlju ¢emo definisati formalne jezike, klase modela i odgovarajuée aksiomatizacije i
formulisati i dokazati teoreme potpunosti i odluéivosti za izvestan broj iskaznih logika. U skladu sa
terminologijom iz [98] i poglavlja 1, logike koje razmatramo oznatavamo sa:

e LPP;, logika u kojoj su dozvoljene iteracije verovatnoca, meSanje iskaznih i verovatnosnih
formula, a verovatnoée su realnovrednosne,

° LPPlF R("), logika koja predstavlja restrikciju logike LPP; u kojoj su dozvoljene samo verovat-
noce sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom,

o LPP,, logika koja predstavlja restrikciju logike LPP; u kojoj nisu dozvoljene iteracije verovat-
noca i meSanje iskaznih i verovatnosnih formula i

° LPP2F R(n) , logika koja predstavlja restrikciju logike LP P u kojoj su dozvoljene samo verovat-
noée sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom.

Za logike LPP; i LPP, bice date beskona¢ne, a za logike LPPlF B LPPQF (") konatne aksiom-
atizacije. (Ne)vazenjem teoreme kompaktnosti opravdaéemo takav pristup. Potpunost éemo dokazi-
vati u odnosu na odgovarajucée merljive verovatnosne modele. Naglasavamo da se beskonacnost, sem
ako nije drugagdije receno, odnosi na meta jezik, odnosno da dokazi mogu biti beskonaéni, dok formule
moraju biti konacne.

Logika koja je veoma sli¢na sa LPPlF R(n) prikazana je u [80] pod imenom LPP,;;. Jedinu ra-
zliku predstavlja ¢injenica da su u [80] dozvoljeni samo verovatnosni operatori P>, za s iz ranga

(n)

verovatnoca. Logika LPP2F R je prikazana u [98] pod imenom LPP.

2.1 Logika LPP,

U ovom odeljku éemo analizirati logiku LPP;. Jedna sli¢na logika je predstavljena u [31], ali za nju
je pokazana samo slaba potpunost i to na jeziku koji dozvoljava linearne kombinacije verovatnosnih
terma (odeljak B.2).

2.1.1 Jezik

Neka je S skup svih racionalnih brojeva iz [0, 1]. Jezik L(LPP;) logike LPP; je prebrojivo prosirenje
klasi¢nog iskaznog jezika koje se sastoji od prebrojivog skupa iskaznih slova ¢ = {p1,p2, ...}, klasi¢nih
operatora — i A [18] i liste verovatnosnih operatora oblika P>, za svaki s € S.
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2.1.2 Formule

Skup For(LPP;) formula ovog jezika je najmanji skup koji sadrzi iskazna slova i zatvoren je za sledec¢a
pravila:

e Ako je o formula i s € S, onda je P>;a formula.
e Ako su a i 8 formule, formule sui-aiaAg.

Primeri formula su: P, 1p1 i PZ% (p1 APy o p2) A p3. Formule iz skupa For(LPP;) ¢emo oznacavati
malim slovima grékog alfabeta: «, 8, 7, ...

Za definisanje preostalih klasi¢nih iskaznih operatora (V, — i <) se koristi standardni postupak,
tji. @V B =gef “(na A=), a = B =gy ~aV iae =45 (= B)A(B — ). Slicno, i drugi
verovatnosni operatori se uvode definicijama:

o Posa =gef 7Ps;sa,

o Pesa =45 P>1-5(—0),

o Poga=gef "Pcsar i

o P a =45 P>s(a) N Ps4(a).
Na primer, formula (Ps,a A P—_s(a = 8)) — P<; se shvata kao ’ako je verovatnoéa od « veca od r
i B sledi iz « sa verovatnotom s, verovatnota od § nije veca od t’.

2.1.3 Klase modela

Za davanje znacenje formulama koristi¢emo modele u kojima su verovatnoée definisane nad moguéim
svetovima. Ovi modeli podseéaju na modalne modele [56, 57, 66, 68, 69], ali umesto modalne relacije
dostiznosti svakom svetu je pridruzen jedan prostor mere. Jednu komponentu tog prostora pred-
stavlja skup svetova za koje mozemo smatrati da su u nekom smislu dostizni iz posmatranog sveta,
dok je verovatnocéa za svaki svet definisana nad podskupovima tih dostiznih svetova. U naSem pris-
tupu formule, iako govore o verovatnodi, imaju standardne istinitosne vrednosti tatno (T), odnosno
netacno (L).

Definicija 2.1 Verovatnosni model je struktura M = (W, v, Prob), gde su:

o W neprazan skup svetova,

o v: W x¢— {T, L} jeiskazna valuacija koja svakom svetu i svakom iskaznom slovu pridruzuje
Tili L i
e Prob je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje jedan konacno-aditivni verovatnosni
prostor (W (w), H(w), u(w)) tako da:
— W(w) je podskup skupa svih svetova W,
— H(w) je algebra podskupova od W (w) i

— p(w) je kona¢no-aditivna verovatnoca definisana na H(w).

Relacija zadovoljivosti je relacija izmedu svetova verovatnosnih modela i formula. Za formulu
koja je zadovoljena u nekom svetu kaze se i da je tacna ili da vazi u tom svetu. Ako formula nije
zadovoljena u nekom svetu kaze se i da je netacna ili da ne vazi u tom svetu.



Definicija 2.2 Neka je M proizvoljan LPP;-model i w proizvoljan svet tog modela. Formula « je
zadovoljena u svetu w, u oznaci w =) « , ako vazi:

e ako je a iskazno slovo, o € ¢, w =pr « ako i samo ako v(w)(a) = T,
e ako je o oblika P>sf, w [=p a ako i samo ako pu(w)({w' : w' € W(w),w' =up B}) > s,
e ako je a oblika =3, w = « ako i samo ako nije w =7 B i

e ako je a oblika S Ay, w =3  ako i samo ako w =pr B 1w = 7.

Prokomentari§imo slu¢aj formule oblika P>s(. Prema definiciji, ova formula vaZi u nekom svetu w
modela M ako je mera p(w) (iz sveta w) svih dostiznih svetova (koji su u skupu W(w)) u kojima
vazi formula 8 veca do jednaka sa s.

Indeks M koji oznaava razmatrani model éemo izostavljati iz oznake =j; ako se model po-
drazumeva. Oznaku [~ koristi¢emo sa znaenjem: nije =.

Definicija 2.3 Formula « je zadovoljiva ako postoji svet nekog modela u kome je a zadovoljeno.
Formula je waljana u modelu M ukoliko je zadovoljena u svakom svetu tog modela. Formula je
valjana u klasi modela C' ukoliko je valjana u svakom modelu te klase. Skup formula T je zadovoljiv
ako postoji svet nekog modela u kome su zadovoljene sve formule iz skupa.

U daljem izlaganju bavicemo se samo merljivim modelima, odnosno modelima u kojima su svi
skupovi svetova definabilni formulama merljivi.

Definicija 2.4 LPP;-model M je merljiv ako je za svaki svet w tog modela i svaku formulu «
ispunjeno:

{w' € W(w) :w' = o} € H(w).

Klasu merljivih modela oznaéiéemo sa:
e LPPi Meas
a takode ¢emo razmatrati i dve njene potklase:
e LPPiapi
o LPP,.

Prvoj potklasi pripadaju svi LP P; \eas-modeli u kojima su iz svakog sveta w merljivi svi podskupovi
od W (w), tj. H(w) = 2" ™). Drugoj klasi modela pripadaju svi LP P \feas-modeli u kojima su sve
verovatnoce o-aditivne . Teoreme potpunosti éemo dokazivati u odnosu na ove klase modela.

Ako se insistira na preciznosti, definicija zadovoljivosti nije potpunu korektna. Naime, u stavci
koja se odnosi na formule oblika P>, se podrazumeva da je p(w)({w' : w' € W(w),w' Em B})
definisano, odnosno da je {w' : w' € W(w),w' Epn B} € H(w) za svaki svet w i svaku formulu g.
Ovo zaista i jeste slucaj ako se razmatraju merljivi modeli, ali u definiciji merljivih modela se koristi
definicija zadovoljivosti. Kako je primeéeno u [59], ovaj problem se lako prevazilazi u dva koraka.
U prvom koraku se definidu premodeli za koje zadovoljivost ne mora biti definisana za svaki par
svet-formula. U drugom se model definiSe kao premodel u kome je definicija relacije zadovoljivosti
totalna.



2.1.4 Aksiomatizacija

Aksiomatski sistem Azypp, za logiku LPP; sadrzi sledece shema aksiome:
1. Sve instance iskaznih tautologija.
2. Psoa
3. Pcpa = Posa, s >
4. Posa — Pcsa
5. (Psra A PsyfB A Psi(maV =f)) = Psmin(,rts)(@V B)
6. (P<ra A Pcsff) = Popys(aV ), r+s<1
i pravila izvodenja:
1. Iz a1 a — B izvesti f.
2. Iz « izvesti P>ia.
3. Iz B — PZ#%Q, za svaki prirodni broj k > %, izvesti B — P>;a.

Ukljucivanje aksiome 1 i pravila izvodenja 1 u sistem Azjpp, obezbeduje da je klasicna iskazna
logika podlogika ove logike. Umesto ovog pristupa je bilo moguce koristiti bilo koji potpuni ak-
siomatski sistem. Aksioma 2 osigurava da je svaka formula zadovoljena u skupu svetova mere bar 0.
Zamenom « sa -« u aksiomi 2 dobija se formula

(2") P<ia(= Pso—a)

koja znaci da je svaka formula zadovoljiva u skupu svetova ¢ija mera nije veéa od 1. Aksiome 3 i 4
se mogu zapisati i u obliku:

(3") Pssao = Pora, s >
(4,) P>SO( — sta

Recimo, za aksiomu 3, P<,a — Pcsa je ekvivalentno sa —~P.sa — —P<ra, $to se prema definiciji
verovatnosih operatora zapisuje kao P>, — Ps.c. Monotonost mere se iskazuje formulom

Psra — P>z, zar > s.

Kao §to ¢emo pokazati u teoremi 2.10.7, monotonost je posledica aksioma 3 i 4. Aksiome 5 i 6
odgovaraju konacnoj aditivnosti verovatnoée. Na primer, aksiomom 5 se kaze da, ako su skupovi
svetova u kojima vaze a i 8 disjunktni, onda je verovatnoca skupa svetova u kojima vazi a V 8 suma
verovatnoca prethodna dva skupa. Primetimo da, kao §to je istaknuto u [30], ovde ne postoji potreba
za aksiomama koje odgovaraju o-aditivnosti verovatnoca jer se ona i ne moze iskazati konaénim
formula. Ipak, kao §to ¢emo pokazati, aksiomatski sistem Az pp, je korektan i potpun i u odnosu na
klasu LPP; , modela. Pravilo izvodenja 1 je klasi¢no pravilo modus ponensa. Pravilo izvodenja 2 lici
na pravilo necesitacije u modalnim logikama [57]. Pravilo izvodenja 3 je jedino beskonaéno pravilo u
aksiomatskom sistemu. Intuitivno, njime se kaze da, ako je verovatnoce formule a proizvoljno blizu
nekom racionalnom broju s, onda je ona upravo jednaka sa s. Ovo pravilo je sli¢no pravilu B.1
pomenutom u odeljku B.1.

Napomenimo da su aksiome 2, 5 i 6 i pravila izvodenja 1 i 2 data u aksiomatskom sistemu iz [98].
U tom sistemu askioma je i formula koja odgovara monotonosti verovatnoce.



Definicija 2.5 Formula « je teorema aksiomatskog sistema Azrpp, (Faz,pp, @) ako postoji najvise
prebrojiv niz formula ag,aq, ..., e, takav da je svaka «o; aksioma ili je pomoéu nekog od pravila
izvodenja izvedena iz prethodnih formula. Niz formula g, a1, ..., a, je dokaz (izvodenje) za .

U dokazu teoreme potpunosti bié¢e koristeni i pojmovi sintaksne posledice (deduktivne posledice,
izvodivosti iz skupa formula), konzistentnosti i maksimalnog skupa.

Definicija 2.6 Formula « je sintaksna posledica skupa formula T (T & Az, p P a) ako postoji najvise
prebrojiv niz formula g, a1, ..., a, takav da je svaka formula «; aksioma ili pripada skupu 7' ili je
pomocu nekog od pravila izvodenja izvedena iz prethodnih formula, uz ograni¢enje da se pravilo 2
moZe primeniti samo na teoreme. Niz formula je ag, a1,...,a je dokaz (izvodenje) za « iz skupa
formula 7.

Indeks Azppp, u oznakama g, pp 1T Fag,pp netemo navoditi ukoliko to ne preti da izazove
zabunu. Oznaku I/ koristiéemo sa znacenjem: nije .

Definicija 2.7 Skup formula T je konzistentan ako postoji formula « takva da nije T F a. U
suprotnom, skup je nekonzistentan.

Kao sto se vidi, konzistentnost se definiSe relativno, u odnosu na neki aksiomatski sistem, a u
ovom slucaju u odnosu na sistem Azypp,.

Definicija 2.8 Skup formula T je maksimalan ako za je svaku formulu a, a € T ili ~a € T. Skup
formula je maksimalno konzistentan ako je maksimalan i konzistentan.

2.1.5 Teorema korektnosti

Teorema 2.9 (Korektnost) Aksiomatski sistem Azrpp, je korektan u odnosu na klase modela
LPPy Meas, LPPian i LPPy ;.

Dokaz. Neka je L bilo koja od spomenutih klasa modela. Dokaz korektnosti se sprovodi tako §to
se pokaze da je svaka instanca aksioma valjana formula i da pravila izvodenja ocuvaju valjanost.
Neka je M proizvoljni L-model. Svaki svet modela se sa stanovista klasi¢nih iskaznih formula moze
shvatiti kao jedan klasi¢an iskazni model, tako da u svakom svetu vaze sve klasi¢ne iskazne tautologije.
Aksiome 2 — 6 se odnose na osobine verovatnoca, i ocigledno vaze u proizvoljnom svetu. Pretpostavimo
da su a i o — § valjane formule. Ako formula 8 ne bi bila valjana postojao bi svet w nekog L-modela
M u kome bi bilo w [~ fiw = a — f, ali bi tada moralo biti i w [~ «, odakle ni « ne bi bilo valjano.
Dakle, pravilo izvodenja 1 otuvava valjanost. U vezi pravila 2 pretpostavimo da je a valjana formula.
Tada za svaki svet w svakog L-modela M vazi (Vw' € W(w))w' E a. Kako je p(w)(W(w)) = 1,
znali i da w = P>, odnosno da P> vazi u svakom svetu svakog L-modela, tj. da se polazeéi od
valjane pretpostavke primenom pravila dobio valjan zaklju¢ak. Konaéno, pravilo 3 ocuvava valjanost
zbog osobine skupa realnih brojeva. [ |

2.1.6 Teorema potpunosti

U postupku dokazivanja potpunosti koristicemo varijantu postupka koji je prvi predlozio Leon Henkin
[62]. Najpre ¢emo dokazati nekoliko pomoénih tvrdenja medu kojima je i teorema dedukcije. Zatim
¢emo opisati kako se proizvoljan konzistentan skup moze prosiriti do maksimalno konzistentnog skupa
i kako se od maksimalno konzistentnih skupova gradi kanonski model. Pokaza¢emo da ovaj model
pripada klasi LP P \eas modela i da za svaki svet w kanonskog modela i svaku formulu o, o vazi u w
ako i samo ako « pripada w. Kona¢no, dokazatemo da se koristec¢i kanonski model klase LP P \eas
mogu konstruisati kononski modeli i za klase modela LPP; sy i LPP; ,. U ovom odeljku simbol L
ée biti koristen i kao oznaka za a A —q, za proizvoljnu formulu a. Lako se vidi da je skup formula T
nekonzistentan ako i samo ako T+ L.



Teorema 2.10 1. (Teorema dedukcije) Ako je T skup formula, a formula i 7'U{a} - 3, onda
THa— g.

2. F Psga— Psg(aV L),

3. FPsy(aVv 1) = Psymma.

4. b Psya — Psymman,

5. F Psi(a— B) = (Pssa — Pssf).

6. Ako je - a + 8, onda je F Psga <+ P>gf3.

7. - Pspa— Psgo, 7> 5.

Dokaz. 1. Koristiéemo transfinitnu indukciju po duzini dokaza za 8. Ako je duzina dokaza 1,
formula S je bilo aksioma, bilo 8 € T. Kako je  — (o — ) tautologija, na osnovu pravila 1,
dobija se T' + o — (. Pretpostavimo da je duzina dokaza k > 1. Formula 8 moze ponovo biti
aksioma ili pripadati skupu 7' u kom slucaju bi kao i malopre bilo T+ o — 8. Formula 8 moze biti
dobijena i primenom nekog od pravila izvodenja na prethodne formule u dokazu. Pretpostavimo da je
B dobijena iz TU{a} primenom pravila 1. Tada su njene pretpostavke oblika y i v — 3. Dokazi ovih
pretpostavki su kraéi od k, pa je na osnovu indukcijske pretpostavke THa -y iTF a — (v = ).
Kako je formula (@« — (y = 8)) = ((@ = 7v) — (@ — p)) tautologija, dvostrukom primenom pravila
1 dobija se T - o — . Neka je 8 = P>17y dobijena iz T'U {«} primenom pravila 2. Tada su teoreme
formule y i P51y tako da se iz - f — (o — ) dobija T+ a — . Konacno, neka je § =y — P>40
dobijeno iz T'U {a} primenom pravila 3. Tada je:

T,ak~vy— st—%éa za svaki prirodan broj k > %
TFa— (y— PZ#%(S), za svaki prirodan broj k > %, prema indukcijskoj hipotezi
T (aNy) = st—%‘sa za svaki prirodan broj k > %
T+ (aAy) = P>46, primenom pravila 3
THa—p
2. Dokaz je:
F-aVv-l
F Psi(-~aV —1), primenom pravila 2
F P>o—1, aksioma 2
F (P>sa A P>g— L APsi(~aV-1)) = P>s(aV 1), aksioma 5
F Pssa = P>g(aV 1), dvostrukom primenom pravila 1

3. Izrazi P>g(aV L) i =P>¢—a su samo drugadiji zapisi formula P<;_s(—aA—1), odnosno Pcg——a.
Prema askiomi 6 imamo da je

F (P<i—s(ma A —L) A Pegm=a) = Poi((—aA—L) V —-a)
pa kako je:

F(maA-1l)V--a



F P>i((—ma A —1) V =—a), primenom pravila 2

F =P ((ma A —Ll)V —-a), prema definiciji verovatnosnih operatora,
sledi da je

F (P<i—s(ma A —L) A Pegm=a) = (Pai((ma A —L) V ==a) A =Pei((-a A =L) V ana)).
Dakle,

F (P<i—s(~aA—L) A Peg—ma) = L

F Poi_y(naAN-Ll) = ~Poya

F Pyy(aV L) = Psymma

4. Posledica koraka 2 i 3.

5. Negacija formule je ekvivalentna sa P>i(—a V ) A P>sa A P<yf3, odakle, prema koraku 4, sledi
Psi(—aV B) AN P>s=—a A Pegf3, odnosno Psi(—aV ) A P<i_s—a A Pog3. Posto je, prema aksiomi
6, F P<i_s—a A Peyff = Poi(—aV f), i Pcia = =P, sledi da je - =(Psi(a = ) = (Pssa —
PZS,B)) — le(—'oz vV B) A —|P21(—1a V ). Odatle je le(a —pB) = (PZsa — PZS/B)'

6. Ovo je neposredna posledica koraka 5, posto iz - o — 3, primenom pravila 2 sledi - P>1(a = f),
odakle se dobija - P> o — P>,f3.

7. Aksiome 3’ i 4’ su redom - P>, = Psso, za 7T > 51k Poga — Psga. Odatle sledi da je
F Psra — Pssa, zar > s. [ ]

Maksimalno konzistentno prosirenje konzistentnog skupa se dobija na slede¢i nacin.

Teorema 2.11 Svaki konzistentan skup formula T se moze pro§iriti do maksimalno konzistentog
skupa.

Dokaz. Neka je ag,aq,... jedno nabrajanje svih formula. Definisaéemo niz skupova T;, i =
0,1,2,... tako da je:

1. Ty=T,
2. Za svaki i > 0, ako je T; U {«;} konzistentan, onda je T;41 = T; U {«;}.
3. Za svaki i > 0, ako T; U {a;} nije konzistentan, onda T;11 = T; U {—a;}.

4. Ako je skup T;y; dobijen dodavanjem formule oblika —(8 — P>4v), tada za neki n € N skupu
dodajemo i formulu 8 — =P, ,_17, tako da Tj;1 bude konzistentno!.

5. T = U;T;.

Skupovi dobijeni u koracima 1 i 2 su o€igledno konzistenti. U koraku 3 se takode dobijaju konzistenti
skupovi. Pretpostavimo suprotno. Neka je T;U{a;} F L. Prema teoremi dedukcije je T; F —a;. Posto
je T; konzistentan, konzistentan je i skup 7; U {—a;}. U razmatranju koraka 4, pretpostavimo da
skup T;U{ — P>,7v} nije konzistentan, pa je T; 1 jednak konzistentnom skupu 7; U{—(8 — P>47)}.
Ako se skup T;41 ne bi mogao prosiriti formulom g — P, 1y vazilo bi:

T, —(B = P>s7),8 — —|P>s_%7 F 1, za svaki prirodan broj k > %, prema hipotezi

!Formula 8 — —P,,_17 je svojevrsni svedok Cije prisustvo u skupu T;41 garantuje da skup T; U {8 — P>} nije

konzistentan.



T, —(B = Psgy) E (B — _‘st—%')') za svaki prirodan broj k > %, prema teoremi dedukcije

T;,~(8 = P>sy) E B — P>S_%'y za, svaki prirodan broj k > %, iz 2., prema klasi¢noj tautologiji
~(a—=7) = (=)

T;,—(B = P>sv) =  — P>y, prema pravilu izvodenja 3
T; = =(B = P>sy) = (B — P>4y), prema teoremi dedukcije
;B — P257

Posto T; U {# — P>,v} nije konzistentno, iz T; = 8 — P>4y sledi i da T; nije konzistentno, sto
predstavlja kontradikciju. Odatle se i u koraku 4 dobijaju konzistenti skupovi.

Razmotrimo skup T koji se dobija u koraku 5. Pokazaé¢emo da je on deduktivno zatvoren skup
koji ne sadrzi sve formule. Odatle, skup T ée biti konzistentan.

Primetimo da za svaku formulu «, ako je T; - o, onda mora biti o € T. U suprotnom bi za o = oy,
iagT bilo Tmax{ik}+1 — @ 1 Tax{i k}41 b 70, Sto je kontradikcija. Neka je T F «. Ako je dokaz za o
iz T konacan, tada postojii > N tako da je T; I «, pa mora bit o € T. Pretpostavimo da je niz formula
B1, Ba, - .., o koji predstavlja dokaz za « iz T prebrojivo beskona¢an. U tom sluéaju dokazimo da za
svaki ¢ vazi: ako je (; dobijeno primenom nekog pravila izvodenja Cije sve pretpostavke pripadaju
skupu T, onda i B; € T. Pretpostavimo da je 3; dobijeno primenom pravila 1 i da pretpostavke ﬁil
i 82 pripadaju skupu 7. Tada mora postojati k € N tako da 3},3? € Ty. Posto Ty F f;, mora biti
B; € T. Neka, je f3; dobijeno primenom pravila 2. Tada je - 8; i mora biti 8; € T. Ako to nije, onda
je ap = B;, ay € T1, i T4 ne bi bio konzistentan. Pretpostavimo da je 3; = 8 — P-4y dobijeno
primenom beskona¢nog pravila 3 i da pretpostavke ﬁil =8 —= P>s_%'y,ﬂi2 =8 = P>s_k+r1fy,...

pripadaju skupu T. Ako 8 — Py & T, prema koraku 4 konstrukcije, postoji j € N tako da
i>iipg— =P, 1y € T. Neka je | = max{k,j}. Prema aksiomama 3 i4, 8 — P>57%'y €eTi
>5-3 >

S

B — _‘stf%'y € T. Sada za neki m € N skup T}, takode sadrzi te formule. Odatle skup T;, U {3}

nije konzistentan i 8 € T. Zato postoji neko j € N tako da -3 € T, T, -8 — L, TjFB— Psyyi
B — Pssy € T, §to predstavlja kontradikciju. Dakle, skup T' je deduktivno zatvoren. On ne sadrzi
sve formule. Ako bi za neku formulu i o i ~a pripadalo skupu 7', postojao bi neki ¢ € N tako da
a, o € Tj, §to je ponovo kontradikcija. Prema tome, skup T je konzistentan.

Konaéno, koraci 2 i 3 garantuju da je skup T maksimalan. [

U sledecoj teoremi formulisane su neke osobine maskimalnih konzistentih skupova formula.

Teorema 2.12 Neka je T maksimalni konzistentni skup formula. Tada vazi:
1. Akojea € T, onda je ~a ¢ T.
2. Akoje T+ «, onda je o € T, tj. T je deduktivno zatvoren skup.
3. aNBeTakoisamoakoa € TifB eT.
4. Akojea€Tia— B€T,ondajeBcT.
5. Sve teoreme pripadaju skupu 7.
6. Ako je Pssa € Tis>r, ondaje Ps,a €T.

7. Ako jer € QN[0,1] i r = sup{s: Pssa € T}, onda je P>, € T.

Dokaz. 1. Ako bi za neku formulu o i o i —« pripadale skupu skupu 7', vazilo bi:



TkHa
Tk -«
TFaA -«

odnosno skup T ne bi bio konzistentan.

2. Ako bi za neku formulu o bilo T F a i o € T, odnosno —~a € T, bilo bi, kao i u koraku 1,
T + a A =, pa skup T ne bi bio konzistentan.

3. Za sve formule o, 8 € T, vazi:

Tk«

THB

THaAp

pa zbog deduktivne zatvorenosti skupa T, o A B € T. Obrnuto, ako bi bilo a A 8 € T, vazilo bi:

THaNp

TrH(aAB) =«

TH(aAB)—B

TrFa

TFB

odakle bi zbog deduktivne zatvorenosti skupa T bilo o, 8 € T.
4. Sli¢no kao i u prethodnom koraku:

TFa
Ta—f
TR

i zbog deduktivne zatvorenosti skupa T, 8 € T.

5. Ponovo, zbog deduktivne zatvorenosti skupa T, ako je « teorema, onda je T + o, pa o € T.

6. Prema koraku 5, P>;a — P>, € T za s > r. Ako je P>sa € T, onda prema koraku 4, P>, € T.
7. Neka je r = sup{s : P>;a € T}. Prema pravilu 3, T + Ps,a i posto je T deduktivno zatvoren
skup, Ps,a € T. [

Neka je struktura M = (W, v, Prob) definisana na sledeé¢i nagin:
o W je skup svih maksimalno konzistentnih skupova,

e v je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje valuaciju v(w) : ¢ — {T, L}, tako da
za svako iskazno slovo p € ¢, v(w)(p) = T ako i samo ako p € w,

e Za svako w € W, Prob(w) = (W (w), H(w), p(w)) tako da:
- W(w) =W,
— H(w) je klasa skupova oblika [a] = {w € W : a € w}, za svaku formulu « i
— za svaki skup [a] € H(w), p(w)([a]) = sup{r : P>, € w}.



Teorema 2.13 Neka je M = (W, v, Prob) upravo definisana struktura. Tada je za svaki w € W,
klasa H(w) = {[c]} algebra podskupova od W (w).

Dokaz. Ocigledno vazi sledece:
e W(w) = [aV —a] € H(w), za proizvoljnu formulu «,
e ako je [a] € H(w), tada je [-a] komplement skupa [«] i taj komplement pripada H(w) i
e ako su [o], [a2] € H(w), tada je unija [a1] U [ag] € H(w) jer je [aq] U [ag] = [a1 V ag).
Dakle, za svaki w, H(w) je algebra podskupova od W (w). ]

Slede¢om teoremom se pokazuje da je struktura M LPPj\ess-model. Model M nazvatemo
kanonski model.

Teorema 2.14 Neka je M = (W, v, Prob) upravo definisana struktura. Tada za svaki w € W vai:
1. Ako je [o] = [8], onda je p(w)([e]) = p(w)([B])-
2. p(w)([e]) > 0.
3. p(w)([e]) =1 — p(w)([-a]).
4. p(w)([o] U [B]) = p(w)([e]) + p(w)([B]), za sve formule o i B takve da je [o] N [B] = 0.

Dokaz. 1. Dovoljno je pokazati da [a] C [8] povlaci p(w)([e]) < p(w)([B]). Iz [o] C [B] sledi da
jeF =(aAN-B) ik Psi(a = B). Ako P>sa € w, onda prema teoremi 2.10.5 i P>,8 € w. Dakle,
p(w)([e]) < p(w)([B]).

2. Posto je Psgo aksioma, pu(w)([a]) > 0.

3. Neka je r = p(w)([e]) = sup{s : P>ya € w}. Ako je r = 1, prema teoremi 2.12.7 vazi P>ia =
Pog—a = ~Pso—a i ~Pso~a € w. Ako za neko s > 0, P>;—a € w, prema aksiomi 3’ mora biti
P-y—a € w, §to je kontradikcija. Dakle, u(w)([-a]) = 1. Neka je r < 1. Tada za svaki racionalan
broj 7' € (r,1], =Pspa = Popa i Popa pripada w. Prema aksiomi 4, P<pa i Psi_p(—a) € w. Sa
druge strane, ako postoji racionalan broj " € [0,7) takav da P>q_»(—«a) € w, onda ~Psna € w,
§to je kontradikcija. Dakle, sup{s : P>4(—a) € w} =1 — sup{s : P>,a € w}.

4. Neka je [a] N[B] = 0, u(w)([a]) = 7 i p(w)([B]) = s. Posto je [8] C [~a], prema koraku 3 vazi
dajer+s<r+(1—-r)=1 Nekajer >01is > 0. Zbog osobina supremuma i monotonosti
(teorema 2.10.7) za sve racionalne brojeve r' € [0,7) i s’ € [0,5) je P>y, P>y 8 € w. Prema aksiomi
5 sledi da P>y g(aV B) € w. Dakle, 7 + s < sup{t : P>¢(aV () € w}. Ako je r + s = 1, tvrdenje
trivijalno vazi. Pretpostavimo da je r +s < 1. Ako je r + s < tg = sup{t : P>;(a V ) € w}, onda
je za svaki racionalan broj t' € (r + s,t0), P>y (aV ) € w. Izaberimo racionalne brojeve v > r i
s" > s takve da = Pspa, Pepna € w, = PsgnfB, Pcgn(B) € wir” +s" =+ < 1. Prema aksiomi 4,
Pcna € w. Prema aksiomi 6 je Py gn(aV fB), 7Pspnygr(aV f) i 7Psy(aV f) € w, $to predstavlja
kontradikciju. Dakle, p(w)([e] U [B]) = p(w)([e]) + p(w)([A]). Konatno pretpostavimo da je r = 0
ili s = 0. U tom slucaju se moZe rezonovati kao i malopre imajuéi u viduda jer’ =0ilis'=0. m

Teorema 2.15 (Jaka potpunost za LP P \eas) Svaki konzistentan skup 7" ima L P Py peas-model.
Dokaz. Neka je T konzistentan skup formula. U pethodnim teoremama je pokazano da je M =

(W, v, Prob) jedan LPP\eas-model. Indukcijom po slozenosti formula dokazuje se da za svaku
formulu « i svaki svet w € W, w |= a ako i samo ako a € w.



Neka je « iskazno slovo. Tada tvrdenje vazi prema definiciji modela M. Neka je a = —8. Tada
w | —f ako i samo ako w [~ § ako i sam ako 8 ¢ w ako i samo ako -8 € w. Neka je a = B A 7.
Pema teoremi 2.12.3, w = S Ay akko w = fiw |=y akko B € w iy € w akko S Ay € w. Konagno,
neka je o = P> f. Ako a € w, sup{r : P>,(8) € w} = p(w)([8]) > siw = P>s8. U suprotnom
smeru, pretpostavimo da je w |= P>,f3, tj. sup{r : P>,(8) € w} > s. Ako u(w)([3]) > s, onda zbog
osobina supremuma i monotonosti verovatnoce pu(w), P>s8 € w. Ako p(w)([B]) = s, prema teoremi
2.12.7, Pssff € w. n

Na ovaj na¢in smo pokazali da za aksiomatski sistem Azppp, vazi jaka potpunost u odnosu na
klasu LPPi \eas-modela. U naredne dve teoreme, koristeci kanonski model iz prethodne konstruk-
cije, dokazademo teoreme jake potpunosti i za preostale dve klase modela. Situacija da je jedan
aksiomatski sistem korektan i kompletan u odnosu na viSe klasa modela nije izuzetak. Recimo,
modalni sistem K je kompletan u odnosu na klasu svih modalnih modela, a takode i u odnosu na
klasu svih irefleksivnih modela [57]. Drugim re¢ima, formulama jezika £(LPP;) se ne moze iskazati
razlika izmedu razmatranih klasa modela.

Teorema 2.16 (Jaka potpunost za LPP; pj;) Svaki konzistentan skup 7' ima LPP; sj-model.

Dokaz. Dokaz se dobija primenom teoreme o prosirenju kona¢no-aditivne verovatnoée A.12 iz [7]
kojom se tvrdi da se verovatnoce p(w) iz kanonskog modela M mogu prosiriti tako da za svakiw € W
budu definisane na 2" (®). [

Teorema 2.17 (Jaka potpunost za LPP, ,) Svaki konzistentan skup 7" ima LPP; ,-model.

Dokaz. Primenom teoreme A.30, varijante teoreme iz [55], kanonski model M se transformise u
o-aditivni model *M takav da za svaku formulu « i svaki svet w, w = a ako i samo ako w

—pr .

2.1.7 Semanticke i sintaksne posledice

U definiciji 2.6 uveden je pojam sintaksne posledice. U ovom odeljku éemo opisati semanticki pandan
ovog pojma. Posto se klase LPP; neas, LPPy an i LPP; , valjanih (zadovoljivih) formula poklapaju,
analizira¢emo samo klasu LP P \jeas-modela.

Definicija 2.18 Formula « je semantiéka posledica skupa formula T (T = «) ako u svakom svetu w
svakog LP P \reas-modela M, ako w =T, onda w = a.

Definicija 2.18 odgovara pojmu lokalne posledice koji je za modalne logike definisan u [33]. Pojam
posledice je jedan od osnovnih logickih pojmova kojim se izrazava da nesto sledi iz necega. Posledice
se mogu opisati sintaksno, kao u definiciji 2.6 ili semanticki, kao u definiciji 2.18. U sledecoj teoremi
¢éemo pokazati da su ta dva pristupa ekvivalentna.

Teorema 2.19 T | « ako i samo ako T F a.

Dokaz. (=) NekajeT = a. To zna¢i da TU{—a} nije zadovoljiv, pa ni konzistentan, tj. 7', —a - L.
Prema teoremi dedukcije je T+ —~a — 1, odnosno T' I a.

(<) Neka je T F a. Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po duzini izvodenja « iz T'. Ako je izvodenje
duzine 1, « je bilo aksioma, bilo pripada skupu 7. U oba slucaja tvrdenje trivijalno vazi. Neka se
« izvodi iz T u k koraka i neka tvrdenje vazi za sve krace dokaze iz T. « ponovo moze biti aksioma
ili pripadati skupu 7', u kom slucaju je dokaz zavrSen. Kona¢no, o moze biti dobijeno primenom
nekog od pravila izvodenja na prethodne formule u dokazu. Pretpostavimo da je to pravilo 1, u kom
slu¢aju za neku formulu 3, imamo T = 1T E f — «, odakle sledi da T' = a. Sli¢no, ako je za
formulu o oblika 8 — P>y razmatrana primena pravila 3 na formule oblika 8 — P2 s—17s vazi da

jeT = — P,, 17 za svaki prirodan broj k > % Zbog osobina verovatnoce, u svakom svetu w u
= k

kome vaze sve takve formule, vazi i formula «, pa T = a. Kona¢no, ako je a dobijena primenom
pravila verovatnosne necesitacije 2, ona je teorema, pa je ponovo T' = . [ |



2.1.8 Kompaktnost

U ovom odeljku, kao i u 2.1.7, svi semanticki pojmovi se odnose na klasu LP Pj pjeas-modela.
Razmotrimo skup formula

T={P_.ra:n €N} U{-Poa}.

Da bi se pokazalo da je svaki konacan podskup 7y ovog skupa zadovoljiv, dovoljno je posmatrati
dvoélani model u kome je skup svetova W = {wy,wsy}, pri ¢emu je wy = a1 ws = @, a u svetu wy
definisati

) ({w' s 0 € W(wn),w' = a}) = p(wn) ({ws}) = %min{% P10 €)

Medutim, ceo skup 7 nije zadovoljiv posto za bilo koju nenultu meru skupa svetova u kojima vazi «,
p(w)({w' : w' € W(w),w' Em a}) = ¢ postoji n € N tako da je L < c. Dakle, teorema kompaktnosti

Teorema 2.20 (Kompaktnost) Ako je T skup formula jezika £L(LPP;) i svaki konac¢an podskup
od T je zadovoljiv, tada je i skup T' zadovoljiv.

ne vazi. Ovo ima za posledicu da ne postoji konaéna aksiomatizacija za koju vazi korektnost i jaka
potpunost, sto se pokazuje na sledeéi na¢in. Pretpostavimo da postoji kona¢na korektna aksiomati-
zacija za logiku LPP; za koju se moze dokazati jaka potpunost. Pretpostavimo da je svaki konacan
podskup beskonaénog skupa 7" formula zadovoljiv, dok skup 7' to nije. Zbog potpunosti aksiomatskog
sistema, skup 7' nije konzistentan, pa se iz ovog skupa formula izvodi kontradikcija. Posto je ak-
siomatski sistem konacan, to izvodenje je konacno. Zato postoji kona¢an podskup T; skupa T sa
istom osobinom, tj. iz Ty se izvodi kontradikcija. Odatle skup Ty nije konzistentan. Zbog korektnosti
aksiomatskog sistema T}, suprotno pretpostavci, ne bi bio zadovoljiv.

Napomenimo da iz ¢injenice da teorema kompaktnosti ne vazi u nekoj klasi modela aksiomati-
zovanoj nekim aksiomatskim sistemom, u opstem slucaju ne sledi da se za taj aksiomatski sistem
ne moze dokazati jaka potpunost, doduSe u ondosu na neku drugu klasu modela. Primer takvog
aksiomatskog sistema predstavlja modalni aksiomatski sistem G [33, 57]. Za ovaj sistem se moze
pokazati jaka potpunost u odnosu na jedno¢lanu klasu modela u kojoj se nalazi samo kanonski model
za G. Medutim, u toj klasi modela vazi teorema kompaktnosti. Teorema kompaktnosti ne vazi u
odnosu na klasu takozvanih G-modela, a kanonski model za G ne pripada klasi G-modela. U odnosu
na ovu klasu modela za aksiomatski sistem G se moze dokazati samo slaba potpunost.

2.1.9 Odlucivost

U dokazu odluéivosti problema, zadovoljivosti i valjanosti za razmatrane klase modela koristi¢éemo
se postupcima filtracije [57] i prevodenja verovatnosnih formula u sisteme linearnih jednaéina i ne-
jednacina [30, 31, 98]. Kao i u prethodnim odeljcima analizira¢emo samo klasu LP P; Meas-modela.

Teorema 2.21 Formula « je LP P \eas zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva u nekom kona¢nom
LPP; \eas-modelu.

Dokaz. Neka je M = (W,v, Prob) jedan LP P yeas-model u Cijem svetu w vazi formula a. Pos-
tupkom filtracije transformisaé¢emo model M u konac¢an model u ¢ijem jednom svetu ée a takode
vaziti.

Neka Subfor(a) ozna¢ava skup svih potformula od a. Definisaéemo jednu relaciju ekvivalencije
~ na skupu svetova W takvu da w =~ u ako i samo ako za svaku formulu g € Subfor(a), w =
ako i samo ako u |= 8. Posto je skup Subfor(«) konaéan, skup svetova W je relacijom = podeljen u
konacan broj klasa ekvivalencije. Sa C, oznacimo klasu ekvivalencije kojoj pripada svet u. Filtracija
modela M skupom Subfor(a) je model M* = (W* v*, Prob*) za koji je:



e W* sadrzi tacno po jedan svet iz svake od klasa ekvivalencije koli¢nickog skupa W,
e za svaki w € W*, v*(w)(p) = v(w)(p),

o za svakiw € W* W*(w) ={u: (v € Cy)v € W(w)},

e za svaki w € W*, H*(w) = 2V (@),

e za svaki w € W*, p*(w)(u) = p(w)(Cy N W(w)), dok je za svaki D € H*(w), p*(w)(D) =
Yuen W(w)(Cu NW (w)).

Posto je

)W w) = Y pw)(CunWw)= 3 pw)(CunW(w)) =1
uEW*(w) Cu€W)n

p*(w) jeste verovatnoéa. Prema nacinu definisanja modela M*, ovaj model jeste LP Py peas-model.

Jednostavnom indukcijom po slozenosti formula iz skupa Subfor(a) dokazuje se da za svaki svet
w € W* i svaku formulu § € Subfor(a), w [=p S ako i samo ako w f=ps+ 3, ¢ime se dokazuje polazno
tvrdenje. Slucajevi iskaznih slova i klasi¢nih operatora su trivijalni. Neka je formula 3 = Ps,y.
Posto je i v € Subfor(a) vazi sledece:

w [=p P>y ako i samo ako

s < p(w){u:u e W(w),u E=p v}) ako i samo ako

8 < Xy =y M(w)(Cy N W (w)) ako i samo ako

8 < Xy myuec,nwe B (w)(u') ako i samo ako

s < p*(w){u:u € W*(w),u =3, v}) ako i samo ako

w =pre Psgy. [ |

Primetimo da postupak filtracije nije dovoljan za dokazivanje odlucivosti, posto zbog verovatnosne
komponente u LPP; peas-modelima, broj modela sa konaénim brojem svetova (> 2) nije konacan.
Zato se u poslednjem koraku dokaza koristi prevodenje formula u sistem linearnih jednaéina i ne-
jednaéina.

Teorema 2.22 Problemi zadovoljivosti i valjanosti za LP P \eas su odlucivi.

Dokaz. Neka je M = (W, v, Prob) jedan LP P \eas-model u Cijem svetu w vazi formula « i neka
Subfor(a) oznacava skup svih potformula od «. U svakom svetu w vazi ta¢no jedna formula oblika

BiN-c e ABu A1 Ao Ay,

gde je Subfor(a) = {B1,---,6n,V1,---,¥m}. Nazovimo tu formulu karakteristicna formula sveta w.
Neka je k = n + m. Postupkom filtracije obezbedeno je da postoji LP P \eas-model sa najvise 2k
svetova, tako da formula « vazi u bar jednom svetu tog modela. Za svaki prirodan broj | < 2* raz-
motri¢éemo modele sa [ svetova. U svakom od tih svetova vazi¢e tatno jedna karakteristi¢na formula.
Dakle, za svaki I razmotri¢emo sve skupove od [ karakteristi¢nih formula koje su iskazno nekontradik-
torne i od kojih bar jedna formula sadrzi polaznu formulu «. Zapravo, ovde je re¢ o multiskupovima
posto se ista karakteristi¢na formula moze pojaviti vise puta. Tiskupovi u potpunosti opisuju model.
Za svaki takav izbor i za svaki svet w; (tj. odgovarajucu karakteristicnu formulu «;) posmatracemo
sledeéi skup linearnih jednacina i nejednacina (8 € o, oznacava da je S konjunkt u a;):



Sy p(wi)(wy) =1

() (w;) > 0, za sve j = 1,1

Yow;:pea; H(wi)(wj) > 1, ako Psrf € oy
YwjiBea; M(wi)(wy) <1, ako P>, € a;

Prva jednacina znaéi da je za svaki svet w; verovatnoca skupa svih svetova jednaka 1, a nejednacine
iz drugog reda da su verovatnole svetova nenegativne. Trecom, odnosno Cetvrtom, grupom ne-
jednacina tvrdi se da su sve verovatnosne formule oblika P>, odnosno —P>, (3, koje se javljaju kao
konjunkcije u karakteristi¢noj formuli «; zadovoljene. Unija ovih linearnih jednagina i nejednacina
predstavlja jedan sistem linearnih jednaéina i nejednacina Cije reSavanje je odluéiv problem. Ako
je sistem za fiksirane [ i izbor karakteristi¢nih formula zadovoljiv, u svakom od [ svetova se mogu
definisati verovatnosni prostori i u bar jednom svetu vazi polazna formula o, odnosno « je LP P Meas-
zadovoljiva. Ako za neke fiksirane [ i izbor karakteristi¢nih formula odgovarajuéi sistem nije resiv,
tada ne postoji model sa najvise | svetova takav da u i-tom svetu vazi karakteristi¢na formula «;. Ako
ni za koje fiksirane [ i izbor karakteristi¢nih formula odgovarajuéi sistem nije resiv, prema teoremi
2.21 formula o« nije LP P \eas-zadovoljiva.

Posto se opisanim postupkom razmatra samo kona¢no mnogo sistema linearnih jednac¢ina i ne-
jednacina, problem zadovoljivosti je odluciv, poSto je neka formula o LP P peas-valjana ako i samo
ako —a nije LP P \eas-zadovoljiva, odluciv je i problem valjanosti. [

Na slici 2.1 dajemo i jedan programski zapis visokog nivoa opisane procedure odluc¢ivanja.

procedure zadovoljivost(a);
begin
k := broj elemenata skupa Subfor(a);
for | = 1 to 2¥ do
begin
for svi izbori [ karakteristicnih formula do
begin
if neka formula je iskazno kontradiktorna then go to kraj;
if bar jedna formula ne sadrzi o then go to kraj;
SISTEM := generisi_sistem(izbor karakteristicnih formula);
RESENJE:= resenje_sistema(SISTEM);
if RESENJE # 0
then
begin
write(Formula « je zadovoljiva.);
exit;
end;
kraj: end;
end;
write(Formula « nije zadovoljiva.);
end.

Slika 2.1. Procedura odlucivanja za LPP;.



2.1.10 Komentar dokaza teoreme potpunosti

U dokazu teorema potpunosti 2.15, 2.16 i 2.17 iskoriSteni su elementi koji se javljaju u dokazima
potpunosti kod klasi¢nih logika i kod modalnih logika. U aksiomatskim sistemima normalnih modal-
nih logika postoji pravilo necesitacije (iz « izvesti Oa) [57], kojem kod logike LPP; odgovara pravilo
izvodenja 3. U modalnim logikama se obi¢no ne koristi izvodenje iz skupa formula posto bi se, ako
se primena, pravila necesitacije ne ograniéi, moglo doé¢i do sledeée situacije:

al a
«a - Oa, prema pravilu necesitacije
F a — Oa, ako vazi teorema dedukcije

u kojoj je, suprotno osnovnim nacelima modalne logike, formula koja pocinje modalnim operatorom
O istinitosno-funkcionalno definabilna u odnosu na svoje potformule. Naravno, ova konstrukcija je
samo hipoteticka posto teorema dedukcije ne vazi u ovakvoj formi izvodenja bez ogranicenja. U
modalnim logikama se zato konzistentnost uglavnom definiSe na nacéin koji obezbeduje da se teorema
dedukcije ne koristi u dokazu potpunosti. To se postize time Sto se konzistentnost, kao sintaksni
pandan semantickom pojmu zadovoljivosti, uvodi, ne preko izvodenja iz skupa formula, veé na sledeéi
nacin:

e Konacan skup forumula 7' = {1, ..., an} je nekonzistentan ako je - =(a1 A ... A ay), inace je
konzistentan.

e Beskonacan skup formula je nekonzistentan ako ima konaCan nekonzistentan podskup, inace je
konzistentan.

Ocigledno je da se ova definiciji sustinski oslanja na kona¢nost izvodenja u normalnim modalnim
logikama. Sa stanoviSta verovatnosne logike LPP; ovakav pristup nije mogué jer dokazi mogu biti
i beskonaéni, tako da postoje skupovi formula, poput skupa iz odeljka 2.1.8, ¢iji su svi konaéni
podskupovi zadovoljivi, pa i konzistentni, ali koji sami nisu zadovoljivi. Da bi se izbegao ocigledan
problem da nezadovoljivi skupovi mogu biti konzistetni, mora se primeniti drugaéciji postupak. U
klasi¢noj logici se potpunost dokazuje uz pomoé teoreme dedukcije, a konzistentost se definiSe preko
izvodenja, iz skupa formula, sli¢no kao i u definiciji 2.7.

Dakle, postupak koji smo koristili u odeljku 2.1.6 je rezultat kompromisa: uz ograni¢enu upotrebu
pravila verovatnosne necesitacije, zadrzali smo definicije pojmova izvodenja iz skupa formula, i konzis-
tentnosti koji su pogodni za aksiomatski sistem sa beskona¢nim dokazima.

Sliénim problemom su se za beskonaéne modalne logike, koliko nam je poznato, bavili samo
Goran Sundholm u [114] i Krister Segerberg u [111], pri ¢emu je [111] uopstenje [114]. ReSenja koja
su ponudena se znacajno razlikuju od naSeg, naime njihovi aksiomatski sistemi su u stvari jedna
vrsta sistema prirodne dedukcije u [114], odnosno sekventnog ra¢una u kome se sa leve strane znaka
F mogu nalaziti i beskonaéni skupovi formula [111], recimo:

e iz ' « izvesti OI' - Oq,

gde je O{a1, ag,...} = {Oa1,0as,...}. U oba se rada se takode zaobilazi teorema dedukcije, pa su
i dokazi teorema potpunosti u osnovi drugaciji od ovde predstavljenog.

Za kraj primetimo da se u dokazu teoreme jake potpunosti za logiku LPPlF RM) a koju vazi
kompaktnost i koja ima konacan aksiomatski sistem moze koristiti postupak analogan onom kod
modalnih logika, kao §to je to u¢injeno u [80].



2.1.11 Jedno prosirenje logike LPP;

U [30, 31] se izlazu verovatnosne logike sli¢ne logici LPP; u kojima se umesto verovatnosnih operatora
koriste takozvani tezinski termi. Osnovni tezinski term je izraz w(«). Tezinski termi su linearne
kombinacije ajw(ai) + ... + apw(oy), gde su ay,...,a; racionalni brojevi. LPP;-formula Ps;a se
zapisuje kao w(a) > s. Osnovna tezinska formula je izraz oblika

aw(ar) + ...+ agw(ag) > c

gde su aq,...,ax,c racionalni brojevi. Tezinske formule se dobijaju primenom opratora — i A na
osnovne tezinske formule. Kao §to je veé reteno za ove logike je u [30, 31] pokazana slaba potpunost.
U ovom odeljku éemo pokazati da ovo sintaksno prosirenje nije esencijalno, zapravo da u dokazu
jake potpunosti ne sprecava primenu postupka koji smo prikazali u odeljku 2.1.6.
Najpre je potrebno na jasan naéin proSiriti jezik i pravila za formiranje formula. U definiciji
zadovoljivosti novi korak predstavlja:

e wk=ajw(ay) + ...+ apw(ag) > ¢ ako i samo ako SF_; a;u(w)({w' : w' = a;}) > s.

U aksiomatskom sistemu Azppp, aksiome i pravila izvodenja se ne menjaju, sem §to se u njima
javljaju formule formirane u skladu sa novim pravilima. Recimo, aksioma 2 i pravilo izvodenja 3 se
sada zapisjuju kao:

e w(a) >0, odnosno
o iz —>t>s— %, za svaki prirodni broj k > %, izvesti 8 — t > s, gde je t tezinski term.

Jedina sustinska promena u sistemu Azppp, je dodavanje novih aksioma koje se odnose na rezono-
vanje o linearnim nejedna¢inama [30]. Primer aksioma iz ovog skupa aksioma predstavljaju:

o (t>c)—>(t>d),zac>d

o ((aw(ar) + ...+ agw(ag) > c) A (ajw(ar) + ... + qpw(ag) > ) =
((a1 + ah)w(oq) + ... + (ag + a))w(ag) > (c+ )

Do jedinog novog koraka u dokazu jake potpunosti se dolazi u teoremi 2.15 kada treba pokazati da
za osnovnu tezinsku formulu « vazi w = « ako i samo ako a € w.

Teorema 2.23 Neka je M kanonski model definisan kao §to je prethodno opisano i a = ajw(ay) +
..+ agw(ag) > c osnovna tezinska formula. Za svaki svet w modela M vazi w = « ako i samo ako
a € w.

Dokaz. Pretpostavimo da je za sve formule ¢ija je sloZzenost manja od slozenosti formule o dokazano
analogno tvrdenje i da je, kao i u teoremi 2.15, tvrdenje dokazano za slucaj osnovnih tezinskih formula
u kojima je k = 1, tj. formula oblika w(a1) > ¢. U dokazu tvrdenja ¢emo korstiti indukciju po broju
osnovnih tezinskih terma u formuli.

(<) Pretpostavimo da a € w i da je tvrdenje dokazano za sve osnovne tezinske formule sa manje
od k osnovnih tezinskih terma. Neka je & = ajw(ay)+...+agw(ag) > ¢, ar > 0 ineka je verovatnoca
takva da je p(w){w' : w' E a;} = p(w)([os]) = 84, za @ = 1, k. Za svaki racionalan broj r > sg:

Z 1 a;w(ey) + agw(ag) > ¢ € w,
Z 1 a;w(a;) > ¢ — apw(ay) € w,
Ek 1 a;w(e;) > ¢ — agrg € w,

w = Z 1 a;w(;) > ¢ — agry, prema indukcijskoj pretpostavci,



Yr aip(w) ([0d]) > ¢ — agr.
Kako je p(w)([ag]) = sk, to je:
Sy aip(w)([oq]) > ¢ — agri + agsy i

Yy aip(w)(fas]) 2 ¢+ a(se — i),

a posto je ry proizvoljno blisko s vazi i

Y ain(w)(e]) 2 c.

Dakle, w |= Ele a;w(e;) > c¢. Analogno se zakljuéuje i ako je ax < 0, pri ¢emu se biraju racionalni
brojevi ry < sg.

(=) Pretpostavimo da w |= « i da je tvrdenje dokazano za osnovne tezinske formule sa manje od
k osnovnih tezinskih terma. Neka je « = ajw(aq) + ... + apw(ag) > ¢, ax > 0 i neka je verovatnoca
takva da je p(w)([e]) = 84, za © = 1, k. Tada vazi:

w|:Z§:1az (i) >
w|—Z 1“1(

k 11 a;w(w;) > ¢ — ag sk € w, prema indukcijskoj pretpostavci.

) C — Qg Sk,

Takode, po indukcijskoj pretpostavci, za svaki racionalan broj rp < si je:
w(ag) > g € w,

odakle vazi:
SF L aiw(a;) > ¢ — ag(sk — rg) € w.

Sada mozemo izabrati niz {r} }, racionalnih brojeva takvih da je 0 < s — 1} < % i da sve formule
oblika 3% | a;w(c;) > ¢ — ag(sy — r1) pripadaju w. Prema teoremi 2.12.7 tada je

Yk aw(a) > ¢ € w.

Ponovo, za aj < 0 bira se niz racionalnih brojeva {r}}, za koje je rp > si. [

2.2 Logika LPP™®

U ovom odeljku é¢emo razmatrati restrikciju logike LPP; u kojoj su dozvoljene samo verovatno-
¢e sa konaCnim unapred fiksiranim rangom, §to za posledicu ima vaZenje teoreme kompaktnosti i
moguénost davanja kona¢ne aksiomatizacije za koju vazi jaka potpunost. U [28, 53, 54| razmatrana
je sli¢na logika uz dodatnu pretpostavku da nema nepraznih skupova svetova ¢ija je verovatnoéa 0.
U [28] je data aksiomatizacija za koju je dokazana teorema jake potpunosti, dok je u [53, 54], iako se
ne vide razlozi, dokazana samo obi¢na potpunost. Logiku koja se od ovde predstavljene razlikuje u
tome Sto su dozvoljeni samo verovatnosni operatori oblika P> za s iz fiksiranog ranga verovatnoca
prikazali smo u [80] pod imenom LPP,,;. Dokaz potpunosti dat u [80] je u skladu sa standardnim
dokazima potpunosti u modalnim logikama (odeljak 2.1.10), dok ¢emo ovde skicirati dokaz po istom
principu kao i za logiku LPP;.

Neka je n > 0 prirodan broj i Range = {0,%,...,2-1 1}, Ako je s € [0,1), s* oznacava
min{r € Range : s < r}. Ako je s € (0,1], s~ = max{r € Range : s > r}. Na dalje éemo
koristiti definicije koje su date u odeljku 2.1 uz jedino ograni¢enje da je kodomen verovatnoéa u
modelima upravo skup Range, odnosno da se u definiciji verovatnosnog modela 2.1 zahteva da za
verovatnoée p(w) vazi p(w) : H(w) — Range. Analogno postupku iz odeljka 2.1, definiSu se klase



modela LPP;yj) LPP; ay"” i LPP{ 2™ Primetimo da se za svaki izbor n dobijaju razlicite logike,

tako da se u ovom odeljku analizira zapravo cela jedna klasa logika, pri ¢emu se definicije i tvrdenja
iskazuju posebno za svakog predstavnika te klase.

Aksiomatski sistem, AmEI;(PHI), sadrzi sve aksiome kao i sistem Azypp,, kao i pravila izvodenja 1 i
2, a takode i slede¢u aksiomu:

(7) P>Soz — st+a
Posto jedino beskonaéno pravilo iz Azrpp, (3) nije ukljuéeno u A:I:E};(Pnl), ovaj novi sistem je konacan,

a nizovi formula u dokazima mogu biti samo kona¢ni. Aksioma 7 se javlja i u [28, 53, 54]. Slede¢om
teoremom se pokazuje da aksioma 7 garantuje da je kodomen verovatnoc¢a upravo skup Range.

Teorema 2.24 1. F Pora— Pop-a,
2. F Pyra ¢ Pspta,
3. F Pop-a < Pora,
4. F Vserange P=sa,

5. F VcrangeP=s; gde V oznacava ekskluzivnu disjunkciju.

Dokaz. 1. Razmatrana formula je samo drugaciji zapis aksiome 7 jer Ps,a = -P<,a = P> -«
=Py oo, 1 Porra=Ps1__p+ya = Poy_p+ma = Pei_p)- .

2. Formula se dobija iz aksioma 7 i 3'.

3. Formula se dobija iz aksiome 3 i teoreme 2.24.1.

4. Iz = P51 = P<jacsledi da je F (P>1aV = Psia) A = Psia. Zato je - (Psia A =Psqa) V (- Ps1 A
-Psia). Iz Psya A —Psja = Poja ik Poja — Pojasledi - PojaV P Iz - Poja < ((Poy-a Vv
—Psi-a) A Pcia),  (Pssa — Psy-a) ¢ (Peg-a — Pesa) imamo da je F Poja > ((Psy-a A
=P.i-a)V(Ps-aAPa)) ik P—jaV P_i-aV P.-a. Na takav naéin se dobija - (VseRangeﬁ:sa) Vv
P_pa. Konacno, posto je - = P.oa imamo da je F Vcrange P=s0r.

5. Iz P—pa = P>pa A P50 i aksiome 3 sledi P—,a — —~P—za, za s > r. Sli¢no, iz aksiome 3’ sledi
P_ra = —~P—;a, za s <r. Odatle je - Popa — = P_sa, za 7 # s i F V cRrange P=s- [
Dokazi teorema potpunosti za LPPlF I\I}IS;)S, LPPlF El(ln) i LPPE 5(11) se sprovode kao i u odeljku
2.1, uz jasno ogranicenje da su izvodenja’konaéna. Tako se u konstrukeiji maksimalno konzistentog
prosirenja konzistentnog skupa formula ne koristi korak 4. Prema teoremi 2.24.5 jedino elementi
skupa Range mogu biti supremumi skupova oblika {r : P>,a € T}. Posto je Range kona¢an skup, u
kanonskom modelu verovatnoce se definisu sa:

o (w)([e]) = max{r : r € Range, P>, € w}.

Analogani teorema 2.14 do 2.17 se dokazuju kao i malopre.

Posto je aksiomatski sistem AQ:E%(PHI) konacan, dokazi potpunosti se mogu sprovesti i na drugi
naéin, u skladu sa postupkom dokazivanja potpunosti u modalnim logikama [80]. Ovaj postupak
¢emo skicirati u odeljku 6.2.2.

Konaéno, na osnovu teorema jake potpunosti sledi teorema kompaktnosti koja u slucaju logika
iz odeljka 2.1 nije vazila.

Teorema 2.25 (Kompaktnost) Neka je L bilo koja od razmatranih klasa modela: LPPE ﬁg;)s,

LPPE i”l(ln) i LPPE E(H) i neka je T skup formula. Ako je svaki konac¢an podskup od T' L-zadovoljiv i

skup T je L-zadovoljiv.



Dokaz. Neka T nije L-zadovoljiv, onda T F 1. Posto je aksiomatski sistem konacan, postoji
konacan podskup Ty od T takav da je T - L. Suprotno pretpostavci, taj skup ne bi bio konzistentan,
pa ni zadovoljiv. n

Primetimo da je za dokaz odluéivosti problema zadovoljivosti i valjanosti u odnosu na klase
merljivih LPPlF R®)_modela dovoljno koristiti postupak filtracije iz teoreme 2.21 jer je broj odgo-
varajuéih modela sa najvise 2% svetova (za neko fiksirano k) konacan.

2.3 Logika LPP,

Logika LPP; se od logike LPP; razlikuje utoliko §to nisu dozvoljene iteracije verovatnosnih oper-
atora i meSanje verovatnosnih i klasi¢nih formula. Sli¢no kao i u odeljku 2.1, i za logiku LPP;, je
data konac¢na aksiomatizacija koriSéenjem rezonovanja o linearnim nejednacinama, pri c¢emu je, opet,
dokazana samo slaba potpunost [30]. Razlog za proucavanje ove logike, je u tome da se u njoj jos
uvek moze rezonovati o verovatnoama (samo prvog reda), ali na jednostavniji na¢in nego u logici
LPP;. Slozenost problema zadovoljivosti logike LP P jednaka, je sloZenosti tog problema u klasi¢noj
iskaznoj logici [30]. Za LPP;, kao i za LPP;, ne vazi teorema kompaktnosti. To se moze dokazati
istim postupkom kao i u odeljku 2.1.8. U dokazu potpunosti ¢emo koristiti kombinaciju metoda iz
[98] i odeljka 2.1.

2.3.1 Jezik i formule

Jezik L(LPP,) se poklapa sa jezikom L(LPP;). Razlika se javlja kod pravila za formiranje formula.
Skup Forc(LPP,) klasi¢nih iskaznih formula ovog jezika je uobi¢ajeni najmanji skup formula koji
sadrzi iskazna slova i zatvoren je za pravila: ako su A i B formule, formule sui -4 i A A B. Skup
Forp(LPP,) verovatnosnih formula ovog jezika je najmanji skup formula koji ispunjava:

e Ako je A klasi¢na iskazna formula i s € S, onda je P>,A verovatnosna formula.
e Ako su « i 8 verovatnosne formule, verovatnsne formule sui -« i a A S.

Kona¢no, skup For(LPP,) formula ovog jezika je jednak Forc(LPP,) U Forp(LPP,). Formule iz
Forc(LPP;) ¢temo oznalavati velikim slovima abecede: A, B, C, ...Formule iz Forp(LPP,) ¢emo
oznacavati malim slovima grékog alfabeta: «, 8, 7, . .. Formule iz For(LP P») ¢emo oznagavati velikim
slovima grckog alfabeta: ®, U, ...Kao i u odeljku 2.1, preostali klasi¢ni i verovatnosni operatori se
uvode kao skracenice. Primeri formula su: P, 1piA = Ps1py ip1 = (p2V-p1), dok nije formula sledeci

niz simbola P>% (p1 N Py 2 p2) A ps3, jer se u njemu pojavljuju iteracija verovatnosnih operatora i
mesanje klasi¢nih i verovatnosnih formula.

2.3.2 Klase modela

LPPy-modeli, za razliku od LPP;-modela, sadrze samo jednu globalnu verovatnocu, a ne po jednu
verovatnocu za svaki svet.

Definicija 2.26 Verovatnosni model je struktura M = (W, v, H, u), gde su:
e W je neprazan skup svetova,

o v:Wx¢w— {T,L} jeiskazna valuacija koja svakom svetu i svakom iskaznom slovu pridruzuje
Tili L i

e H je algebra podskupova od W i



e 4 je konacéno-aditivna verovatnoca definisana na H.

Valuacija v se na standardni na¢in pro§iruje do istinitosne funkcije definisane na svim klasi¢nim
iskaznim formulama, tako da se svetovi ovako definisanih modela mogu shvatiti kao iskazne inter-
pretacija nad kojima je definisana verovatnoéa. Ako je A klasi¢na iskazna formula i w svet nekog
LPP;-modela, sa w = A oznatavamo da je A zadovoljena pri interpretaciji w. Isti simbol (=) ko-
ristiéemo i da oznalimo relaciju zadovoljivosti koja je u ovom sluc¢aju definisana izmedu modela i
formula, a ne izmedu svetova i formula kako je to bio slucaj kod logika LPP; i LPPlF R®) 5 kod
modalnih logika [57].

Definicija 2.27 Neka je M = (W, v, H, i) proizvoljan LPP;-model. Formula ® je zadovoljena u
modelu M, u oznaci M | & , ako vazi:

ako je @ € Forc(LPPy), M |= ® ako i samo ako za svaki svet w € W, w |= 9,

ako je ® oblika P>,A, M = ® ako i samo ako u({w:w € W,w |= A}) > s,

ako je @ oblika —«, gde je @ € Forp(LPP;), M |= ® ako i samo ako nije M = « i

ako je @ oblika a A 3, gde su «, 8 € Forp(LPP,), M |= ® ako i samo ako M = ai M = f.

Definicija 2.28 Formula @ je zadovoljiva ako postoji model u kome je ® zadovoljeno. Formula je
valjana u nekoj klasi modela ukoliko je zadovoljena u svakom modelu te klase. Skup formula T je
zadovoljiv ako postoji model u kome su zadovoljene sve formule iz skupa.

Primetimo da se klasi¢ne iskazne formule u definiciji 2.27 ne ponaSaju na uobicajeni na¢in. Rec-
imo, moguée je da za neku iskaznu formulu A i neki LPPs-model M nije ni M = A, ni M | —A.
Ovo se dogada kada formula A vaZzi u nekim, ali ne i u svim, svetovima modela M. Sli¢no, mogude
jeida M = AV B, ali da nije ni M = A, ni M = B. Dovoljno je za B uzeti —A i situacija se svodi
na prethodnu. Medutim, po§to je svaki svet svakog modela jedna klasi¢na iskazna interpretacija, sve
iskazne tautologije i samo one su klasi¢ne valjane formule u smislu definicije 2.28.

Kao i do sada, razmatracemo samo merljive modele.

Definicija 2.29 LPP,-model M = (W,v, H, ) je merljiv ako je za svaku klasiénu formulu A ispu-
njeno:

{weW:wE= A} € H.

Klasu merljivih modela oznaci¢emo sa LPP; \eas, @ ponovo ¢emo razmatrati i dve njene potklase:
LPP; Ay i LPP;, koje sadrze modele u kojima su svi podskupovi svetova merljivi, odnosno u kojima
je verovatnocéa o-aditivna .

2.3.3 Aksiomatizacija

Interesantno je da se za aksiomatizovanje logike LPP, koristi isti aksiomatski sistem Azppp, kao
i u odeljku 2.1.4, uz jasno ogranic¢enje da instance aksioma moraju biti u skladu sa pravilima za
formiranje formula, odnosno da se u jednoj formuli ne smeju mesati klasi¢ne i verovatnosne formule,
kao i da nisu dozvoljene formule u kojima se javlja iteracija verovatnosnih operatora. Na primer,
pravilo verovatnosne necesitacije 2 se sme primeniti samo na klasi¢ne formule. Definicija 2.5 pojmova
teorema i dokaza iz odeljka 2.1.4 se i ovde koristi, dok u definiciji sintaksne posledice 2.6 nema
ogranicenja na primene pravila 2. Dokazi se sastoje iz dva nivoa. Na prvom nivou se radi sa klasi¢nim
formulama, a zatim se, uz eventualno koriSéenje pravila 2 verovatnosne necesitacije, prelazi na drugi
nivo u kome se manipuliSe samo sa verovatnosnim formulama. Ovo za posledicu ima da se pojmovi
konzistentnosti i maksimalne konzistentnosti defini§u nesto drugacije nego sto se to standardno radi.



Definicija 2.30 Skup formula T je konzistentan ako postoje bar jedna formula A € Forc(LPP,)
takva da nije T+ A i bar jedna formula « € Forp(LPP,) takva da nije T+ «. U suprotnom, skup
je nekonzistentan.

Definicija 2.31 Skup formula T je maksimalno konzistentan ako je konzistentan i zadovoljava:
e za svaku formulu A € Forc(LPP;), ako je THA,onda AcTiP>1AeTi

e za svaku formulu « € Forp(LPP;) je a € T ili ~a € T..

Primetimo da se u definiciji 2.31 klasi¢ne i verovatnosne formule tretiraju na razli¢iti nacin: za
klasi¢nu formulu A se ne trazi da bilo A, bilo —A pripada maksimalnom konzistentnom skupu.
Takav zahtev bi, kao §to ée se u dokazu potpunosti videti, doveo do degenerisanog modela u kome
vaze samo formule oblika P_gA i P_{A.

2.3.4 Teoreme korektnosti i potpunosti

Teorema, korektnosti koja odgovara teoremi 2.9, kao i teoreme koje odgovaraju tvrdenju 2.10 iskazuju
se i dokazuju kao u odeljku 2.1. Jedini izuzetak predstavlja teorema dedukcije koja se zbog sintaksnih
ogranicenja logike L PP, formuliSe na sledeéi naéin:

Teorema 2.32 (Teorema dedukcije) Ako je T' skup formula i TU {®} - ¥ i ako su ® i ¥ obe
bilo klasi¢ne, bilo verovatnosne formule, onda je T+ & — V.

a dokazuje se kao i pre.

Dokaz jake potpunosti u osnovi prati postupak iz odeljka 2.1.6, tako da éemo ovde samo naznaditi
razlike. Tako, u konstrukciji maksimalno konzistentnog prosirenja konzistentog skupa postoji nekoliko
novih elemenata.

Teorema 2.33 Svaki konzistentan skup formula T se moZe proSiriti do maksimalno konzistentog
skupa.

Dokaz. Neka je ap,ai,... jedno nabrajanje svih verovatnosnih formula i neka je T skup svih
klasi¢nih sintaksnih posledica skupa T. Definisa¢emo niz skupova T;, ¢ = 0,1,2, ... tako da je:

1. Ty :TUTCU{P21A t A ETC},
2. Za svaki i > 0, ako je T; U {«;} konzistentan, onda je Tj41 = T; U {«;}.
3. Za svaki i > 0, ako T; U {a;} nije konzistentan, onda T;1 = T; U {—a;}.

4. Ako je skup Tj;1 dobijen dodavanjem formule oblika ~(8 — P>47), tada za neki n € N skupu
dodajemo i formulu 8 — —P, __ 1, tako da T; ;1 bude konzistentno.

5. T = U T;.

Ocigledno je da se u koraku 1 dobija konzistentno pro§irenje skupa 7', jer se ovom skupu dodaju
njegove posledice. Konzistentnost svih prosirenja 7; dobijenih u koracima 2, 3 i 4 se pokazuje kao
i u teoremi 2.11. Konaéno, treba pokazati da je skup T = U;T; dobijen u koraku 5 maksimalno
konzistentno prosirenje skupa 7. Prema koraku 1 konstrukcije, T’ sadrzi sve svoje klasiéne posledice i
sve formule oblika P>1A za T + A, A € Forc(LPP,). Posto je skup T konzistentan, nisu sve klasi¢ne
formule njegove posledice, pa isto vazi i za T. Za skup T se na isti naé¢in kao i u teoremi 2.11 pokazuje
da sadrzi sve svoje verovatnosne posledice, a po§to su svi T; konzistentni ni za jednu verovatnosnu
formulu « nije i o i ~a u T. Dakle, T je konzistentan posto postoje bar jedna klasiéna formula A i
bar jedna verovatnosna formula o takve da nije ni T - A ni T F «. Kona¢no, na osnovu koraka 2 i 3
konstrukcije, za svaku verovatnosnu formulu je bilo o € T bilo ~« € T, pa je T konzistentan skup. m



Teorema 2.12 se formuliSe i dokazuje na isti na¢in kao i u odeljku 2.1. Kanonski model za skup
T je struktura M = (W, v, H, u) u kojoj je:

e W je skup svih klasi¢nih interpretacija koja zadovoljavaju skup TC, W={w:wkE Tc},

e v je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje samu tu interpretaciju, tj. v(w)(p) =
w(p) za svako iskazno slovo p € ¢,

e H je klasa skupova oblika [A] = {w € W : w |= A}, za sve klasi¢ne formule A i
e za svaki skup [A] € H, u([4]) =sup{r: P>, A € T}.

Sada se vidi razlog zbog koga postoji nesimetri¢nost izmedu klasi¢nih i verovatnosnih formula u
definiciji 2.31 maksimalno konzistentnog skupa. Kada bi se zahtevalo da za svaku klasi¢nu formulu
A bude bilo A, bilo = A, u maksimalnom skupu, onda bi, prema opisanoj konstrukciji, skup klasi¢nih
interpretacija koje zadovoljavaju klasi¢ni deo maksimalnog konzistentnog skupa bio jednoélan. Mera
skupa bi morala biti jedan, odakle bi za proizvoljnu klasi¢nu formula A vazilo bilo P_ A bilo P_yA.

Na dalje, teoreme koje odgovaraju tvrdenjima 2.13 i 2.14 se formuli§u i dokazuju na isti naéin
kao i u odeljku 2.1, tako da mozemo formulisati teoreme jake potpunosti.

Teorema 2.34 (Jaka potpunost za LPP;\eas) Svaki konzistentan skup 7' ima L P Py Meas-model.

Dokaz. Kao iu teoremi 2.15, posto je konstruisan kanonski model M za skup 7', treba indukcijom
po slozenosti formula pokazati da za svaku formulu ®, M &= ® ako i samo ako ® € T. Jedini novi
slucaj se odnosi na klasi¢ne formule koje se ovde tretiraju drugacije nego u logici LPP;. Dakle, neka
je ® = A, A € Forc(LPP,). Ako A € T, prema definiciji modela M = A. Obrnuto, ako je M = A,
to znali da A zadovoljeno u svim klasi¢nim interpretacijama koje €ine svetove modela M, pa zbog
potpunosti klasi¢nog iskaznog ra¢una mora biti A € TC, aondaiAecT. [ |

Teoreme

Teorema 2.35 (Jaka potpunost za LPP, ;) Svaki konzistentan skup 7' ima LP P sj-model.
Teorema 2.36 (Jaka potpunost za LPP,,) Svaki konzistentan skup 7" ima LPP, ,-model.

se dokazuju na isti na¢in kao i u odeljku 2.1.

2.3.5 Odlucéivost

U [30, 98] je dokazano da su problemi zadovoljivosti i valjanosti za klasu merljivih LPP,-modela
odlucivi. Ovde ¢emo deteljno prikazati dokaz odlucivosti za logiku LPP» posSto ¢e se u narednim
poglavljima na nekoliko mesta koristiti njegovi delovi, a i dokaziva¢ teorema koji ée biti opisan u
poglavlju 7 se odnosi na ovu logiku.

Za klasi¢ne formule problemi zadovoljivosti i valjanosti su, naravno, odlué¢ivi. Posmatrajmo zato
proizvoljnu verovatnosnu formulu «. Klasiénim iskaznim rezonovanjem se pokazuje da je formula «
ekvivalentna formuli DN F(«) koja je oblika:

l;
Vii Ny £Psry; Aij

gde P>, A; oznatava bilo formulu P>, A;j, bilo njenu negaciju. Formula « je zadovoljiva ako
i samo ako je zadovoljiv bar jedan ¢lan ove disjunkcije. Za neko fiksirano ¢ posmatrajmo disjunkt
D; = /\é?':1 + Psy;; Aij. Neka su p1,...,p, sva iskazna slova u D;. Atomi su konjunkcije oblika
Ep1A...ALpy, a svaka klasi¢na formula A;; je ekvivalentna disjunkciji atoma koja odgovara savrSenoj



disjunktivnoj normalnoj formi SDN F(A;;) formule A;;. Posto iz = A < B sledi da su u svakom
modelu M verovatnoée skupova svetova {w : w | A} i {w : w = B} jednake, disjunkt D; je
zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiva formula oblika

Ny + Ps, ;SDNF (Aj).

Kako su svi atomi medusobno kontradiktorni verovatnoéa skupa svetova koji zadovoljavaju formule
oblika SDNF(A;j) jednaka je sumi verovatnoca svetova koji zadovoljavaju pojedinacne atome iz
SDNF(A;j). Prema tome, u proizvoljnom modelu, formula P>, SDNF(A;;) je zadovoljena ako i
samo ako je suma verovatnoca svetova koji zadovoljavaju pojedinacne atome koji ¢ine SDNF(A;})
veca do jednaka sa r;;. Sliéno, formula = P5,  SDNF(A;;) je zadovoljena ako i samo ako je suma
verovatnoca svetova koji zadovoljavaju pojedinacne atome koji ¢ine SDNF(A;;) manja od 7;;. Na
osnovu ovoga, da bi se ispitala zadovoljivost disjunkta D; posmatra se jedan sistem linearnih jednacina
i nejednacina u kome se za svaku formulu P, ; A4;; koje se javlja u D; nalazi nejednacina:

Y aeSDNF(Ay) H(@) 2 Tij,

a za svaku formulu =P, A;; koje se javlja u D; nalazi nejednacina:

Y aesDNF(A;) #a) < Tij,

gde a € SDNF(A;j) oznatava da se atom a javlja u SDNF(A;;). Pored ovih nejednacina u sastav
sistema ulaze i:

> u(a) =1, gde se sumira po svim atomima
u(a) > 0, za svaki atom a.

Posto je resavanje sistema linearnih jednacina i nejednacina odluciv problem, problem zado-
voljivosti za svaki disjunkt, pa i za verovatnosne formule, je odluciv. Posto je formula valjana ako i
samo ako njena negacija nije zadovoljiva, odluéiv je i problem valjanosti. U [30] je kori§¢enjem teo-
rema A.84 i A.85, na osnovu dokaza odluéivosti kako je ovde predstavljen, pokazano da je problem
L P Ps-zadovoljivosti N P-kompletan.

2.4 Logika LPP} "™

Logika LPP2F R(m) je opisana u [98, 103]. Ova logika je restrikcija logike LP P, na isti nacin kao §to je
u odeljku 2.2 logika LPPlF R(m) dobijena restrikcijom logike LPP;. Formulacije definicija i tvrdenja,
kao i dokazi, dobijaju se analognim postupkom na osnovu formulacija i dokaza iz odeljka 2.3. Dakle,
i ovde vaze jaka potpunost i odluéivost za klase modela LPP; ﬁgr;)s, LPP; il(ln) i LPP; E(n).
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Predikatska verovatnosna logika
prvog reda

U ovom poglavlju éemo nastaviti opisivanje verovatnosnih logika zapoceto u poglavlju 2, ali éemo
razmatrati verovatnosne logike koje su prosirenja klasi¢ne logike prvog reda. Sledeéi ve¢ uvedenu
simboliku, logike ¢emo oznacavati sa:

e LFOPy, logika u kojoj su dozvoljene iteracije verovatnoéa, meSanje iskaznih i verovatnosnih
formula, a verovatnoée su realnovrednosne,

. LFOPlF R(n), logika koja predstavlja restrikciju logike LFOP; u kojoj su dozvoljene samo
verovatnoce sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom,

o LFOP,, logika koja predstavlja restrikciju logike LFOP; u kojoj nisu dozvoljene iteracije
verovatnoca i meSanje iskaznih i verovatnosnih formula i

. LFOP2F R(n), logika koja predstavlja restrikciju logike LFOP, u kojoj su dozvoljene samo
verovatnoce sa kona¢nim unapred fiksiranim rangom.

Logika LFOP2F R(r) je prikazana u [98] pod imenom LP. Preostale tri logike opisane su u [84].
Koliko nam je poznato, ovo su jedine potpune aksiomatizacije verovatnosnih logika prvog reda (sa
verovatno¢ama definisanim nad moguéim svetovima). U [2] je interpretiranjem prirodnih brojeva u
verovatnosnoj logici pokazano da skup valjanih formula verovatnosne logike prvog reda nije rekurzivno
nabrojiv. Taj rezultat predstavlja zapravo samo razradu tvrdenja iz [55] da je verovatnosna logika
Ly r sa verovatnotama definisanim nad domenom u kojoj su formule kona¢ne a verovatnosni kvan-
tifikatori racionalni IT}-kompletna. Posto je u [2] definisano utapanje logike sa verovatnosnim kvan-
tifikatorima u logiku sa verovatnosnim operatorima, sloZenost skupa valjanih formula neposredno
sledi. Dakle, za razliku od iskaznog sluc¢aja, kod predikatskih verovatnosnih logika potpuna konacna
aksiomatizacija nije moguca. Jedina kompletna aksiomatizacija za verovatnosne logike prvog reda je
data u [47] za slucaj kada je veli¢ina domena unapred ograni¢ana fiksiranom kona¢nom konstantom,
no to je logika koja se direktno prevodi u iskaznu.

Zanimljivo je da za standardne modalne verovatnosne logike prvog reda postoje kona¢ne i potpune
aksiomatizacije [40, 57, 68]. U aksiomatizacijama i dokazima koji slede iskoriSteni su neki elementi
iz teorije modalnih logika. Kao i u poglavlju 2, detaljno ¢emo opisati najopstiju od logika, a u
prikazivanju njenih restrikcija ¢emo pre svega obratiti paznju na posebnosti tih logika.
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3.1 Logika LFOP,

3.1.1 Jezik

Neka je S skup svih racionalnih brojeva iz [0,1]. Jezik L(LFOP;) logike LFOP; je prebrojivo
prosirenje klasi¢nog jezika prvog reda koje sadrzi za svaki prirodan broj k, k-arne relacijske simbole
Pk, PF, ... ik-arne funkcijske simbole F§, F¥ ..., klasi¢ne operatore A i -, univerzalni kvantifikator
V, listu verovatnosnih operatora oblika P>, za svaki s € S, promenljive z,y, z, .. ., zarez i zagrade ( i
) [18]. Funkcijski simboli arnosti 0 se nazivaju simboli konstanti.

3.1.2 Formule

Skup Term(LFOP;) terma ovog jezika je najmanji skup koji sadrzi promenljive i simbole konstanti
i zatvoren je za pravilo:

e Ako su ty,...1; termi i F* funkcijski simbol arnosti & (k > 0), onda je F¥(t1,...t;) term.

Osnovni term je term koji ne sadrzi promenljive. Ako su 1, ... t; termi i P*¥ funkcijski simbol arnosti
k, onda je P*¥(t1,...t;) atomska formula. Skup For(LFOP;) formula ovog jezika je najmanji skup
koji sadrzi atomske formule i zatvoren je za pravila:

e Ako je o formula i s € S, onda je P> o formula.
e Ako su a i 8 formule, formule sui—aiaA .
e Ako je a formula i z promenljiva, formula je i (Vz)a.

Za oznacavanje formula u ovom odeljku ¢emo koristiti mala slova grékog alfabeta. Druge klasicne i
verovatnosne operatore definisimo kao u odeljku 2.1, a egzistencijalni kvantifikator kao (3z)a =ger
—(Vz)-a. Primer formule je Pss(Vz)Pl(z) = Pi(y, F{) A P>, P>, P}(FY).

U formuli oblika (Vz)a formula « je u dosegu kvantifikatora (Vz). Pojava promenljive z u formuli
a je vezana ako je u delu formule « oblika (Vz)8, inace je pojava slobodna. Formula « je recenica
ako ne sadrzi slobodne pojave promenljivih. Ako je a formula i ¢ term, kazemo da je ¢ slobodan za
promenljivu z u « ako ni jedno slobodno pojavljivanje od z nije u dosegu bilo kog kvantifikatora
(Vy), gde je y promenljiva u t. Recimo, u formuli (Vy)P?(z,y) sve promenljive sem y su slobodne
za z. Sa a(z1,...,Ty) oznatavaéemo da je skup slobodnih promenljivih formule o podskup skupa
{z1,...,2m}. Ako je a(z) formula i ¢ term slobodan za z u «, sa a(t/z) éemo oznacavati rezultat
zamene svih slobodnih pojava promenljive  u « termom ¢t.

3.1.3 Klase modela

U definisanju znacenja formula jezika For(LFOP;) ponovo ¢emo koristiti pristup zasnovan na mogu-
¢im svetovima [40, 57, 68].

Definicija 3.1 Verovatnosni model je struktura M = (W, D, I, Prob) gde:
e W je neprazan skup svetova,
e D je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje neprazan domen D(w),

e I je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje klasi¢nu interpretaciju I(w) prvog reda
tako da:

0

— za svako 4 i svaki simbol konstante F?, I(w)(F?) je element skupa D(w),

— za svako i i k, I(w)(FF) je funkcija iz D(w)* u D(w),



— za svako i i k, I(w)(PF) je k-arna relacija nad D(w), tj. podskup od D(w)F,

e Prob je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje jedan konaéno-aditivni verovatnosni
prostor (W (w), H(w), u(w)) tako da:

— W(w) je podskup skupa svih svetova W,
— H(w) je algebra podskupova od W (w) i

— p(w) je kona¢no-aditivna verovatnoca definisana na H(w).

Definicija 3.2 Neka je M = (W, D, I, Prob) jedan LFOP;-model. Valuacija v pridruzuje svakom
paru koji se sastoji od sveta w € W i promenljive z, element domena D(w), tj. v(w)(z) € D(w).
Ako je w € W, d € D(w) i v valuacija, sa v,[d/z] oznati¢emo valuaciju koja se sa v poklapa svuda,
sem mozda za par w,z, pri ¢emu je vy[d/z](w)(z) = d.

Definicija 3.3 Za dati LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) i valuaciju v, vrednost terma t u svetu
w (I(w)(t)y) je:

e ako je t promenljiva z, onda je I(w)(z), = v(w)(z),
e ako je t simbol konstante, onda je I(w)(t), = I(w)(t) i

e ako je t = F™(t1,...,tm), (m > 0), onda je I(w)(t)y = I(w)(F™)(I(w)(t1)y, ---, I(w)(tm)v)

Definicija 3.4 Za dati LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) i valuaciju v, vrednost formule o u svetu
w (I(w)(a)y) je:

e ako je a = P™(t1,...,tn), onda je I(w)(a), = T ako je (I(w)(t1)y, ---, I(w)(tm)y) €
I(w)(P]™), inace je I(w)(a)y = L,

e ako je @ = =3, onda je I(w)(a), = T ako je I(w)(B), = L, inace je I(w)(a), = L,

e ako je @ = P>,f3, onda je I(w)(a), = T ako je p(w){u € W(w) : I(u)(B), = T} > s, inale je
I(w)(a)y = L,

e ako je « = S A7, onda je I(w)(a), = T ako je I(w)(B)y = T i I(w)(y)y = T, inace je
Tw)(a)y = L i

e ako je a = (Vz)p, onda je I(w)(a), = T ako za svaki d € D(w), I(w)(B)y,[a/a) = T, inace je
I(w)(e)y = L.

Primetimo da, kao i u klasi¢noj logici prvog reda, istinitosna vrednost neke recenice o u nekom
svetu ne zavisi od izbora valuacije [18].

Definicija 3.5 Formula « je zadovoljena u svetu w nekog LFOP;-modela M = (W, D, I, Prob) ako
je za neku valuaciju v, I(w)(a), = T. Formula « je ta¢na u svetu w modela M (w =p o) ako je
za svaku valuaciju v zadovoljena u tom svetu. Formula « je waljana u modelu M, ako je tacna u
svakom svetu modela. Formula a je valjana u klasi modela C' ukoliko je valjana u svakom modelu
te klase. ReCenica « je zadovoljena u svetu w nekog LFOP;-modela M = (W, D, I, Prob) ako je za
sve valuacije v, I(w)(a), = T. ReCenica «a je zadovoljiva ako postoji svet nekog modela u kome je
« zadovoljeno. Recenica je waljana u modelu M ukoliko je zadovoljena u svakom svetu tog modela.
Recenica je wvaljana u klasi modela C' ukoliko je valjana u svakom modelu te klase. Skup recenica T
je zadovoljiv ako postoji svet nekog modela u kome su zadovoljene sve recenice iz skupa.



Za neki LFOP;-model M = (W,D,I,Prob) i d € D(w), sa w = ad) ¢emo oznatavati da
za svaku valuaciju v, I(w)(@(%))y,[d4/z] = T, odnosno da u svetu w pri svakoj valuaciji koja svetu
w 1 promenljivoj ¢ dodeljuje element d domena vazi interpretacija formule a. Kao i u odeljku
2.1, zajedno sa pojmom zadovoljivosti recenica koristiéemo sinonime vaziti i biti tacno. Indeks koji
oznatava model iz |=); éemo izostavljati ako to ne izaziva dvosmislenost.

Razmotrimo formulu P>, P} (z) i pretpostavimo da je za neki LFOP;-model M = (W, D, I, Prob)
isvet w € W formula tatna u w: w = P>;P!(z). Prema definicijama 3.4 i 3.5 ovo vazi ako
i samo ako za svaku valuaciju v, I(w)(P>sP](z)), = T, ako i samo ako za svaku valuaciju v,
p(w){u € W(w) : I(u)(Pl(z)), = T} > s, odnosno, ako i samo ako je mera svetova w' € W (w)
takvih da kakva god da je vrednost d = v(w)(z), vazi w' = Pl(d), veéa do jednaka sa s. O¢igledno
je da je prema definicijama formula P> sPf(z) ta¢na u nekom svetu ako i samo ako je taéna i formula
(Vz)P>sP}(z). Sa druge strane, kao §to ¢e se videti u odeljku 6.4, tatnost formule P>;P](z) ne
implicira ta¢nost formule Ps(Vz) P} (z).

U daljem tekstu razmatracemo kao i do sada samo merljive modele i neke njihove potklase, ali
¢emo imati i dodatne zahteve u vezi domena modela i interpretacije funkcijskih simbola. Razloge za
ovakve restrikcije i moguénost njihovog slabljenja ¢emo obrazloziti u odeljku 3.1.7.

Definicija 3.6 LFOP;-model M je merljiv ako je za svaki svet w tog modela i svaku formulu «
ispunjeno:

{w' e W(w) : w' = o} € H(w).

Model je sa fiksiranim domenom ako je za sve svetove w i u, D(w) = D(u). Model je sa rigidnim
termima ako je za sve svetove w i u, i svaki funkcijski simbol F, I(w)(F) = I(u)(F).

Da bismo zadrzali jednoobraznost u oznacavanju, klasu merljivih LFOP;-modela sa fiksiranim
domenom i rigidnim termima ¢emo oznagciti sa LFOP \eas, @ njene potklase u kojima su merljivi
svi podskupovi dostiznih svetova, odnosno u kojma su verovatnoce o-aditivne sa LFOP; Ay, odnosno

LFOP, ,.

Domen svakog sveta nekog modela sa fiksiranim domenom ¢emo oznaciti sa D.
3.1.4 Aksiomatizacija
Aksiomatski sistem Azrrop, za logiku LFOP; sadrzi sledece shema aksiome:

1. Sve instance iskaznih tautologija.

2. (Vz)(a = B) = (o = (Vz)p), gde z nije slobodno u «a.

3. (Vz)a(z) — a(t/z), gde je a(t/z) dobijeno zamenom termom ¢ koji je slobodan za z u a(z)
svih slobodnih pojava z u a(z).

=

Pspo

Popa — Posa, s >r

Posa — P<;a

(Pora A PssB A Psi(maV =) = Psmin(1,r4s)(aV B)

(Pgra/\P<sB)_>P<r+s(avﬁ),r+3§1

o O ot

i pravila izvodenja:
1. Iz i a — B izvesti B.

2. Iz « izvesti (Vx)a.



3. Iz « izvesti P>ia.
4. Iz B — PZS_%OA, za svaki prirodni broj k > %, izvesti B — P>;a.

U odnosu na aksiomatski sistem Az pp, iz poglavlja 2, ovaj aksiomatski sistem se razlikuje utoliko
§to sadrzi aksiome 2 i 3 i pravilo izvodenja 2, tako da je klasi¢na logika prvog reda podlogika od
LFOP;.

Za, definisanje pojmova teorema , dokaza, sintaksnih posledica skupa reenica, dokaza iz skupa
reCenica, konzistentnosti skupa recenica i maksimalno konzistentnih skupova rec¢enica koristicemo se
definicijama 2.5, 2.6, 2.7 i 2.8. Medutim u dokazu potpunosti ¢e biti potrebna jedna posebna vrsta
maksimalnih skupova recenica [40]:

Definicija 3.7 Neka je T skup recenica jezika L(LFOP;). Skup T je skup sa svedocima uw L(LFOP)
ako vazi
ako je =(Vz)a(z) € T, onda je —~a(t/z) € T

za neki term ¢ jezika L(LFOP;).

3.1.5 Teorema korektnosti

Teorema 3.8 (Korektnost) Aksiomatski sistem Azrrop, je korektan u odnosu na LFOP) peas,
LFOP; py i LFOP; , klase modela.

Dokaz. U dokazu tvrdenja nove slucajeve, u odnosu na teoremu 2.9, predstavljaju samo aksiome 2
i 3 i pravilo izvodenja 2. Neka je L bilo koja od razmatranih klasa modelai M = (W, D, I, Prob) € L.

Razmotrimo aksiomu 2. Pretpostavimo da za nekiw € W, w [~ (Vz)(a = 8) — (o — (Vz)8). To
znadi da je za neku valuaciju v, I(w)((Vz)(a = B8))y = T, I(w)(a)y, = T i I(w)((Vz)B))y, = L. Prema
tome za neku valuaciju v, za svaki d € D, I(w)(a = B)y,[d/2) = T» I(w)(a)y, = T i za neki ¢ € D,
I(w)(B)vy[c/a) = L- Medutim, za taj fiksirani ¢ € D, posto a ne sadrzi slobodnu pojavu promenljive
x, bilo bi I(w)(a)y,[c/z] = T, odakle bi, suprotno pretpostavci bilo i I(w)(a — )y, [c/z) = L. Dakle,
svaka instanca aksiome 2 je valjana.

Razmotrimo aksiomu 3. Pretpostavimo da za neki w € W, w %= (Vz)a(z) — a(t/z). To znagi
da je za neku valuaciju v, I(w)((Vz)a(z) — a(t/z)), = L, odnosno da za neku valuaciju v vazi
I(w)((Vz)a(z))y, = T i I(w)(a(t/z)), = L. Posmatrajmo valuaciju v' = wvy,[I(w)(t)y/z], odnosno
valuaciju koja se poklapa sa v sem §to promenljivoj x dodeljuje vrednost koju termu ¢ u svetu w
dodeljuje v. Tada bi bilo I(w)(a(z))y = I(w)(a(t/r))y = L, odakle bi suprotno pretpostavci bilo
I(w)((Vz)a(z)), = L. Dakle, svaka instanca aksiome 3 je valjana.

Konaténo, posmatrajmo pravilo izvodenja 2. Neka je za svaki svet w modela i svaku valuaciju v
je I(w)(a(x))y, = T. Prema definiciji 3.4, direktno sledi da I(w)((Vx)a(z))y = T za svaku valuaciju
V. |

3.1.6 Teorema potpunosti

Osnovna ideja u dokazivanju jake potpunosti u odnosu na razmatrane klase modela prati korake iz
odeljka 2.1.6, tako da ¢emo u dokazima naglasavati samo nove elemente. To se pre svega odnosi na
koriséenje maksimalnih konzistentnih skupova recenica sa svedocima.

Teorema 3.9 1. (Teorema dedukcije) Ako je T skup recenica, « recenica i TU {a} - 3, onda
THa— g.

2. F Psi(a — B) = (Pssa — P54f).

3. F Psra— Pssa, 7> 5.



Dokaz. U dokazu ovih tvrdenja jedini novi korak u odnosu na teoremu 2.10 predstavlja razmatranje
primene pravila 2 u dokazu teoreme dedukcije 3.9.1:

T, akF B

T,at (Vx)B, prema pravilu 2,

T+ a — B, prema indukcijskoj pretpostavci,
T+ (Vz)(a — ), prema pravilu 2,

TF (Vz)(a — B) = (o — (Vz)B), aksioma 2,

T+ a — (Vz)B, dvostrukom primenom pravila 1. [ ]

Na dalje éemo u ovom odeljku sa £L(LFOP;) oznacavati prosirenje jezika £(LFOP;) beskonaénim
prebrojivim skupom novih simbola konstanti C, L(LFOP;) = L(LFOP;) UC. U sledeéoj teoremi
konstruisaéemo maksimalno konzistentno progirenje sa svedocima u L(LFOP;) proizvoljnog konzis-
tentnog skupa.

Teorema 3.10 Neka je C beskonacan prebrojiv skup simbola konstanti koji se ne javljaju u jeziku
L(LFOP,) i L(LFOP,) = L(LFOP;) UC. Svaki konzistentan skup T re¢enica na jeziku L(LFOP;)
se mozZe prosiriti do maksimalno konzistentnog skupa recenica sa svedocima u L(LFOP;).

Dokaz. U dokazu éemo pratiti dokaz sliénog tvrdenja iz [18]. Neka je g, a1, ... jedno nabrajanje
svih recenica jezika L(LFOP;). Definisaéemo niz skupova T;, i = 0,1,2,... recenica tako da je:
1. Ty =T,

2. Za svaki i > 0, ako je T; U {«;} konzistentan, onda je T;11 = T; U {«;}.
3. Za svaki i > 0, ako T; U {a;} nije konzistentan, onda T;11 = T; U {—a;}.

4. Ako je skup T;11 dobijen dodavanjem recenice oblika —(Vz)B(z) tada za neki ¢ € C skupu T;41
dodajemo i re¢enicu —f(c), tako da T;,; bude konzistentan.

5. Ako je skup Tj;1 dobijen dodavanjem recenice oblika =(8 — P>,7), tada za neki n € N skupu
dodajemo i recenice 8 — —P5 17, tako da Tj;1 bude konzistentno.

6. T = U; ;.

Prema teoremi 2.11, skupovi dobijeni u koracima 1, 2, 3 i 5 su konzistentni. U koraku 4 se takode
dobijaju konzistenti skupovi. Pretpostavimo suprotno, da ne postoji simbol konstante ¢ € C, takav
da je T; U {~(Vz)B(z),8(c)} konzistentno. Posto skup 7' ne sadrzi sombole konstanti iz C, a u
T;U{~(Vz)B(z)} se nalazi najvise konaéno mnogo simbola konstanti iz C, postoji bar jedna konstanta
¢ € C takva da se ¢ ne javlja u T; U {—~(Vz)B(z)}. Ako T; U {~(Vz)B(z),-8(c)} nije konzistentno,
T;,~(Vz)B(z) F B(c). Posto se ¢ ne javlja u T; U {—~(Vz)5(z)}, sledi da je T3, ~(Vz)B(z) F B(x) i
T;,—~(Vz)B(z) F (Vx)B(x). Odatle je T; - (Vx)B(x), §to je kontradikcija jer je T; konzistentan, a
T, U {(v2)B(z)} nije:

Za skup T se kao i u dokazu teoreme 2.11 pokazuje da je deduktivno zatvoren maksimalan skup
koji ne sadrzi sve formule, pa je konzistentan. Jedini novi korak se odnosi na razmatranje primene
pravila 2 u indukcijskom koraku dokaza deduktivne zatvorenosti skupa 7. Najpre primetimo da,
ako dokaz iz T &ine samo reéenice, onda se pripadanje sintaksne posledice skupu T pokazuje kao i u
teoremi 2.11. Neka je sada:

T+ Bi(z)



T+ (Vz)B} (z), primenom pravila 2.

Za razliku od dokaza teoreme 2.11, ako formula ﬂil () sadrzi slobodne promenljive, ona ne moze
pripadati skupu 7. Medutim, postojanje dokaza za 3} iz skupa T' nam omoguéava da jednostavnom
zamenom slobodnih promenljivih u tom dokazu konstantama iz skupa C' dobijemo za svaku konstantu
¢ € C dokaz:

T+ Bi(e),
koji se sastoje samo od reéenica, pa 3} (c) € T za svaku konstantu ¢ € C. Ako (Vz)B!(x) ¢ T, onda za
neku konstantu ¢ € C prema koraku 4 konstrukcije —3; (c) € T. Odavde bi sledila nekonzistentnost

nekog od skupa 7}, §to je kontradikcija. Dakle, (Vz)8}(z) € T. Poslednji zahtev da je skup T' skup
sa svedocima u L(LFOP;) direktno sledi iz koraka 4 konstrukcije. ]

Neka je struktura M = (W, D, I, Prob) definisana na sledeéi natin:

o W je skup svih maksimalno konzistentnih skupova sa svedocima u prosirenom verovatnosnom

jeziku prvog reda L(LFOP),

e D je preslikavanje koje svakom svetu w € W dodeljuje skup D(w) osnovnih terma jezika

L(LFOP,),
e za svaki svet w € W, I(w) je interpretacija takva da je ispunjeno:

— za svaki funkcijski simbol F/", I(w)(F/™) je funkcija iz D™ u D takva da za sve osnovne
terme ty,...,ty, iz L(LFOP), FI™: (t1,...,tm) = FEM™(t1, ... ty) i

2
— za svaki relacijski simbol P/", I(w)(P/") = {(t1,.-.,tn) za sve osnovne terme t,...,ty, €

L(LFOPl) : P,L-m(tl, - ,tm) € w},
e za svaki svet w € W, Prob(w) = (W (w), H(w), u(w)) tako da:
- W(’LU) =W,
— H(w) je klasa skupova oblika [a] = {w € W : a € w}, za sve reCenice « i
— za svaki skup [o] € H(w), p(w)([a]) = sup{r : P>ra € w}.

Sada se teoreme 2.12, 2.13 i 2.14 formuliSu i dokazuju na potpuno isti naéin kao i u poglavlju 2,
tako da je struktura M jedan LFO P peas-model koji ¢éemo kao i pre nazvati kanonski model.

Teorema 3.11 (Jaka potpunost za LFOP;) neas) Svaki konzistentan skup recenica 7' ima
LFOPl,MeaS—model.

Dokaz. Pratec¢i dokaz teoreme 2.15 polazimo od konzistentnog skupa reCenica 1" i konstruiSsemo
kanonski model M i za sve recenice « na jeziku L(LFOP;) pokazujemo da w [=ps « ako i samo ako
a € w. Jedine nove korake predstavljaju slucajevi atomskih reenica i recenica oblika (Vz)S3. Za
atomske formule tvrdenje vazi na osnovu definicije modela:

I(w)(P™) = {(t1,-..,tm) za sve osnovne terme ty,...,t, € L(LFOP;) : P (t1,...,t,) € w}.

Ako je a = (Vz)B i a € w onda zbog aksiome 3, B(t/z) € w za svaki t € D(w). Prema indukcijsko]
hipotezi, w |= (t/z) za sve t € D(w) i w | (Vz)B. Ako o ¢ w, onda posto je w skup sa svedocima
u L(LFOP;) postoji neki t € D(w) takav da je w = =3(t). Sada direktno sledi da w (%= (Vz)3. =

Teoreme potpunosti za LEOP; oy i LFOP; ,

Teorema 3.12 (Jaka potpunost za LFOP; ;) Svaki konzistentan skup recenica 7' ima
LFOPLAn-model.

Teorema 3.13 (Jaka potpunost za LFOP, ,) Svaki konzistentan skup recenica T’ ima
LFOP,; ;-model.

se dokazuju kao odgovarajuéa tvrdenja u odeljku 2.1.



3.1.7 Komentar zahteva za rigidnost i fiksirane domene

Problemi sa kojima smo se susreli u aksiomatizaciji verovatnosne logike prvog reda LFOP; su sli¢ni sa
onima koji se javljaju pri aksiomatizaciji modalnih logika prvog reda. U [40] je ukazano da se moraju
postaviti izvesni zahtevi za modele ukoliko se Zeli da se koristi aksiomatizacija klasi¢ne logike prvoga
reda. Ti zahtevi su upravo rigidnost terma i fiksiranost domena. Sledeéi primeri u verovatnosnom
okruzenju ilustruju razloge za to.

Neka je LFOP;-model M = (W, D, I, Prob) takav da ne vazi rigidnost terma i neka je w €
W. Razmotrimo istinitosnu vrednost formule «(t/z) oblika P>s8(t/x). Prema definiciji istinitosne
vrednosti formule 3.4, I(w)(P>s6(t/z))y, = T ako je p(w){u € W(w) : I(u)(B(t/x))y = T} > s.
Dakle, vrednost terma ¢ se racuna u svetu u, pa se term odnosi na objekte iz svetova koji pripadaju
W(w). Ovo za posledicu ima da neke instance aksiome 3, (Vz)a(r) — «(t/z) nisu valjane, pa
aksiomatski sistem Azrrop, nije korektan za klasu LFOP;-modela u kojima termi nisu rigidni. Da
bi se to utvrdilo dovoljno je da model M bude sledeceg oblika [47]:

o W = {wi,ws}
o D(wy) = D(ws) = {d1,da},
® (M’wl) IZ Pl(dl)’ (Mawl) %Pl(dQ)a (Man) I?é Pl(dl)a (M’wZ) IZ Pl(dZ)’

o p(w))({wi}) = 3, plwr)({wa}) = 3.

i da se simbol konstante ¢ interpretira tako da je I(wi)(c) = d2 i I(w2)(c) = di. U ovom modelu
vazi:

plw)({w : w | PY(d1)}) = plw)({w}) = 4,
p(wi)({w : w | PY(d2)}) = p(wi)({we}) = 3,
wy = P(c) i
wo = PY(c).

pa je
wn | (¥2)Py10(z) i
wy [ (Vo) Py 1 P(z) = Puy P(c).

Slicna situacija se javlja i ako domeni nisu fiksirani. Istinitosna vrednost formule (Vz)P>,o(x)
u nekom svetu w LFOP;-modela M = (W, D, I, Prob), prema definiciji 3.4, zavisi od vrednosti
I(u)(c(z))o[d/2) 1 sVetovima u € W (w). Sada se postavlja pitanje sta se deSava ukoliko d ne postoji u
domenu D(u)? Na ovo je u principu moguée odgovoriti na nekoliko na¢ina: vrednost I(u)(a(7))y[d/a]
je nedefinisana ili je T ili 1, i u zavisnosti od izbora menjaju se definicije istinitosne vrednosti i
semantike logika. Takode je moguée zahtevati monotonost domena, tj. ako je u € W(w), onda je
D(w) C D(u).

U oba opisana slucaja se postavlja pitanje pronalaZenja sintaksnog pandana semanti¢kim posle-
dicama slabljenja zahteva rigidnosti i fiksiranosti domena. U [40] se kao reSenje sugeriSe upotreba
takozvane slobodne logike prvog reda kao osnove umesto klasi¢ne logike prvog reda.

Primetimo ovde da se jezik L(LFOP;) moze prosiriti znakom jednakosti, a da se aksiomatizacija
i opisani postupak dokaza potpunosti bitnije ne promene. Sistemu Azprop, se dodaju aksiome za
jednakost. U definiciji kanonskog modela domen je skup klasa ekvivalencije oblika {#' : t = t' € T'} gde
sutit' osnovni termi, a T jedno fiksirano maksimalno konzistentno prosirenje sa svedocima polaznog
konzistentnog skupa T'. Interpretacija se definiSe tako da je za sve osnovne terme i sve valuacije v,



I(w)(F™(t1,y -y tm))o = {t' : F™(t1,...,tm) =t € T}. Ove promene otuvavaju fiksiranost domena
i rigidnost terma.

Medutim, odsustvo znaka jednakosti u jeziku L(LFOP;) omoguéava relativno jednostavnu ak-
siomatizaciju modela u kojima su termi rigidni, a domeni monotoni. Ako vrednost terma ¢ u svetu
w ne pripada domenu D(w), istinitosna vrednost formula oblika «(t) u svetu w je nedefinisana, a
I(w)(P>sa(t))y = T ako i samo ako p(w){w' € W(w) : I(w')(a(t))y nije L} > s. U definisanju
kanonskog modela svetovi su maksimalno konzistentni skupovi sa svedocima, u prosirenjima polaznog
jezika (jezici na kojima se grade razni svetovi su pri tome razli¢iti), a w' € W(w) ako i samo ako
je jezik sveta w’ nadskup jezika sveta w. Interpretacija se definise tako da vrednost osnovnih terma
budu oni sami. Ovakav postupak obezbeduje monotonost domena i ocuvava rigidnost terma.

3.2 Logike LFOP/*™ LFOP, i LFOPS ™™
Jezici, skupovi formula, modeli, aksiomatski sistemi i teoreme potpunosti se za logike LFOPF R(n),
LFOP i LFOP2F R(n) mogu formulisati i dokazati slicno kao u odeljku 3.1 postupkom koji je sprove-
den u odeljcima 2.2, 2.3 i 2.4. Pri tome je potrebno naglasiti da se za logike LFOPIF R(n) LFOP2F R(n)
na ovaj nacin dobijaju ne samo kompletni, ve¢ i kona¢ni aksiomatski sistemi. To predstavlja zan-
imljivu suprotnost rezultatima iz [2] o slozenosti skupa LF O P;-valjanih formula. Logike LFOP;F R(n)
iLF OP2F R(n), kao injihovi iskazni pandani, predstavljaju kompromis izmedu izrazajnosti i slozenosti.
Medutim, dok je u iskaznom slucaju problem predstavljala teorema kompaktnosti i njen uticaj na
vazenje jake, odnosno slabe, potpunosti, dotle u predikatskom sluc¢aju spomenute predikatske verovat-
nosne logike dozvoljavaju konacnu aksiomatizaciju, §to se inace u opsStem slucaju ne moze ostvariti.
Ovde ¢emo dati pregled razlika koje se odnose na LFOP,-logiku u odnosu na odeljak 3.1. Jezik
ove logike se poklapa sa L(LFOP;), dok se u pravilima za formiranje formula zabranjuju iteracije
verovatnosnih operatora i meSanje verovatnosnih i klasi¢nih formula, kao i kod iskazne logike LPPs.

Definicija 3.14 Verovatnosni LFOPy-model je struktura M = (W, D, I, H, i) gde:
e W je neprazan skup svetova,

e D je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje neprazan domen D(w),

I je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje klasi¢nu interpretaciju I(w) prvog reda
tako da:

— za svako i i k, I(w)(FF) je funkcija iz D(w)* u D(w),
— za svako i i k, I(w)(PF) je relacija nad D(w)F,

H je algebra podskupova od W i

e 4 je kona¢no-aditivna verovatnoca definisana na H.

Tako éemo ponovo razmatrati merljive modele, zahteve za fiksiranim domenom i rigidnim termima
viSe neCemo postavljati. Razlog za to je izostajanje iteracije verovatnosnih operatora i ¢injenica
da se verovatnosni operator ne moze pojaviti u dosegu klasi¢nih kvantifikatora. Zadovoljivost i
valjanost se defini§u kao i u odeljku 2.3, a aksiomatski sistem se, uz jasna sintaksna ogranicenja,
poklapa sa sistemom Azrrop, iz odeljka 3.1. U dokazu potpunosti koristi se kombinacija dokaza iz
odeljaka 2.3 i 3.1. Najpre se konzistentan skup formula proSiri do maksimalno konzistentnog skupa
sa svedocima u proSirenom jeziku, kao u teoremi 2.33, pri ¢emu se kao u koraku 4 konstrukcije u
teoremi 3.10 obezbeduje da skup T ima svedoke. Zatim se svetovi kanonskog modela definisu kao



klasi¢ne interpretacije prvog reda sa konacnim ili prebrojivim domenima koje zadovoljavaju skup
formula T. Na ovom mestu se vidi da rigidnost terma i fiksiranost domena nisu neophodni jer i ne
vaze kod interpretacija koje predstavljaju svetove kanonskog modela. Preostali deo dokaza se dobija
neposrednom adaptacijom dokaza teorema 2.12, 2.13 i 2.14.

Podsetimo joi da su LFOP, ™™ odnosno LFOPEY ™™ modeli ustvari LFOP,, oduosno LFOP,
modeli u kojima su kodomeni verovatnoca podskupovi konacnog skupa {O, PERREE ;1, 1}.

3.3 Odlucivost

Posto je klasi¢na logika prvog reda sadrzana u svim razmatranim logikama, odgovarajuéi problemi
valjanosti i zadovoljivosti nisu odlucivi. Zanimljivo je da su monadski fragmenti verovatnosnih logika
LFOP i LFOPlF R takode neodlucivi, §to se dokazuje kori§tenjem tehnike koju je Saul Kripke
razvio za slu¢aj monadskih modalnih logika [56, 67]. Postupak se svodi na prevodenje klasi¢nih
predikatskih formula prvog reda na jezik koji sadrzi samo jedan binarni relacijski simbol P2 u mon-
adske modalne formule tako da je klasi¢na formula valjana ako i samo ako je valjan njen modalni
prevod. Prilikom prevodenja se u klasi¢nim formulama svaki izraz oblika P2(t1,%,) zamenjuje izra-
zom Pso(Pl(t1) A P3(t2))!. U dokazu ekvivalentnosti zadovoljivosti klasi¢ne formule i njenog pre-
voda moze se koristiti indukcija, pri ¢emu je sustinski slucaj atomskih formula. Pretpostavimo da
je P2%(t1,ts) zadovoljivo u nekom klasi¢cnom modelu N = (D,I). Posmatrajmo tada verovatnosni
model sa samo jednim svetom w (tada je py(w)(w) = 1), domenom D i interpretacijom I(w) takvom
da je I(w)(P}) = {d : (3c € D){d,c) € I(P?)} i I(w)(P}) = {d : (3c € D){c,d) € I(P?)}. Iz
zadovoljivosti P?(t1,ts) trivijalno sledi zadovoljivost P} (¢;) A Pj(t2), a onda zbog oblika modela M
i Pso(PL(t1) A P3(t2)). Obrnuto, ako je formula P> (P (t1) A Pj(t2)) zadovoljiva u nekom svetu w
nekog verovatnosnog modela, onda postoji svet w' u kome su zadovoljene formule P (t;) i P (t2).
Neka je domen tog sveta D i interpretacija I(w'). Defini§imo model prvog reda N = (D, I) u kome
je interpretacija I takva da I(P?) = {(c,d) : (Ju' € W(w))c € I(w')(P!),d € I(w')(P})}. Iz
zadovoljivosti formula P} (¢1) i Pj(t2) neposredno sledi zadovoljivost formule P2(¢1, o).

Medutim, monadski fragmenti logika LFOP; i LFOP2F R(n) jesu odlucivi. Sledeéi postupak svodi
proizvoljnu monadsku formulu ovih logika na iskaznu verovanosnu formulu, odakle sledi odluéivost.
U ovim logikama se svaka verovatnosna formula o klasi¢nim iskaznim postupkom transformise u
formulu

k;
DNF(« /\ P, Aij

|I
I <3

gde £P5,, oznacava bilo P>y, ., bilo =Ps;, ., a Aij su klasi¢ne formule prvog reda. Formula « je
zadovoljiva ako i samo ako je bar jedan disjunkt D; = /\?":1 + P5;,; Aij zadovoljiv. Ako je a monadska

reCenica, onda su to i sve formule A;;. Razmotrimo disjunkt D; i LFOP,-model (LFOP2F Rin)_
model) M = (W,D,I,H,u). U skladu sa rezonovanjem zasnovanim na klasi¢noj logici, mozemo
pretpostaviti da se ni koja dva kvantifikatora u D; ne odnose na iste promenljive. Neka je m;
broj razli¢itih promenljivih u D;. U svakom svetu modela M vazi tacno jedna konjunkcija oblika

f 1£A4;;. Klasicna monadska formula sa m; promenljivih je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva
u modelu sa domenom od 2™ elemenata [10]. Za svaki svet w € W razmotrimo klasi¢ni model prvog
reda w' = (D(w'),I(w')) u kome D(w') sadrzi 2™ elemenata i I(w') | /\;?":1 + A;; ako i samo
ako w = A7L, £ A;;. Imajuéi model M, konstruisimo model M’ = (W', D', I', H', i) &iji svetovi su
razmatrani klasmm modeli prvog reda sa domenima veli¢ine 2™i. Skup H| € H' ako i samo ako postoji
skup H; € H takav da w' € Hj ako i samo ako odgovarajuéi svet w € Hy. Mera p' se definiSe tako
da za sve skupove Hy € H, H| € H', p/(H}) = p(H;). Odatle je M' = D; ako i samo ako M = D;.
Neka dy, da, ..., dom; oznacavaju elemente domena svetova iz M’ i neka je ci, ca, ..., com; niz od 2™

U [56, 67] prevod izraza P?(t1,t2) je O(Pf(t1) A Py (t2)).



novih simbola konstanti. Prosirimo definiciju modela M’ tako da je za svaki svet w', I(w')(c;) = d;.
Za svaku formulu A;; razmotrimo formulu #A4;; bez kvantifikatora koja sadrzi samo osnovne terme,
tj. ne sadrzi slobodne promenljive. Zapravo, zamenimo svaku univerzalno kvantifikovanu formulu
konjunkcijom, a egzistencijalno kvantifikovanu formulu disjunkcijom formula koje ne sadrze slobodne
promenljive. Na primer, formula oblika (Vz) P} (z)A(Jy) Pj (y) se menja sa, /\%zzlPl1 (ck)/\(virile1 (ck))-
Kako domeni svetova modela M’ sadrze po 2™ elemenata, za svaki svet w' € W' je w' = A;; ako
i samo ako w' = #A4;;. Odatle, M |= D; ako i samo ako je #D' = /\?;1 +P5, #Ai; zadovoljivo
u M’'. Posto se formule oblika #A4;; mogu tretirati kao iskazne formule, zadovoljivost monadske
verovatnosne formule prvog reda « se svodi na ispitivanje zadovoljivosti iskazne verovatnosne formule,
§to je odlucivo (odeljak 2.3.5).






4

O jednoj novoj vrsti
verovatnosnih operatora

U ovom poglavlju éemo uvesti novu vrstu verovatnosnih operatora oblika Qr ¢ije znacenje ée biti:
verovatno¢a pripada skupu F, gde je F rekurzivan racionalni podskup od [0,1]. Ovakve opera-
tore éemo povremeno nazivati skupovni verovatnosni operatori ako je potrebno da se izdvoje od do
sada koriStenih verovatnosnih operatora. Skupovni verovatnosni operatori su zaista novi operatori,
odnosno ne mogu se kona¢nim sredstvima definisati preko operatora oblika P, a takode vazi i obr-
nuto, tj. da se ’standardni’ operatori P>, ne mogu kona¢nim sredstvima definisati preko skupovnih
verovatnosnih operatora. Zamislimo eksperiment u kome se novéi¢ baca proizvoljan konacan broj
puta i sa A oznaéimo iskaz da su u eksperimentu ostvarena samo pisma. Verovatnoéa istinitosti
formule A pripada skupu {%, 515, 513, ...}, §to se pomocu skupovnih verovatnosnih operatora zapisuje
sa @ {145 ,___}A, dok se ista recenica ne moze zapisati u jeziku koji sadrzi samo operatore oblika
pPs;.

Izbor familije O skupova koji se javljaju u skupovnim verovatnosnim operatorima je veoma
znacajan i utie na izrazajnost i odlucivost dobijenih logika. U narednim odeljcima ¢emo opisati
odgovarajuce jezike (koji zavise od izbora familije O), formule i modele, dati potpunu aksiomati-
zaciju 1 ispitivati odluéivost odgovarajuéih logika. Pokazaéemo uzajamnu nedefinabilnost skupovnih
i do sada koriStenih verovatnosnih operatora i dati kriterijum za uporedivanje izrazajnosti logika koje
sadrze operatore oblika (Qr. Dodavanje skupovnih verovatnosnih operatora ima smisla izvesti pre
svega u logikama opisanim u poglavljima 2 i 3 ¢iji modeli imaju realnovrednosne mere. Mi éemo
ovde predstaviti najrestriktivniju od tih logika, logiku LPP,(P,Q,O) koja predstavlja prosirenje
iskazne logike LPP, u kojoj nema iteracija verovatnosnih operatora, a verovatnode su realnovred-
nosne. Logike LPP(P,Q,0), LFOP,(P,Q,0) i LFOPy(P,Q,0) se aksiomatizuju na analogan
naé¢in. Logika LPP,(P,Q, O) je opisana u [83].

4.1 Logika LPPR,(P,Q,0)

U imenu logika koje opisujemo P, () i O oznacavaju da se u formalnom jeziku pojavljuju verovatnosni
operatori P>, 1 QF za F' € O. Kao $to svaki izbor konstante n daje novu novu logiku LPP2F R(n),
tako i kada se logika LP P, pro§iri skupovnim verovatnosnim operatorima jezik je odreden izborom
klase O skupova. Posto logika LP P, nije kompaktna, to isto vazi i za LPPy(P,Q, O), tako da éemo
i u ovom slu¢aju dati jednu beskona¢nu aksiomatizaciju. Prosirenje jezika moze dovesti do gubitka

odlucivosti.
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4.1.1 Jezik

Neka je S skup svih racionalnih brojeva iz [0, 1] i O rekurzivna familija rekurzivnih podskupova od S.
Jezik L(LPPy(P,Q, 0)) logike LP P, (P, Q, O) je prebrojivo prosirenje jezika £(LP P»), odnosno jezika
L(LPP,). Dakle, L(LPP,(P,(Q,0)) se sastoji od prebrojivog skupa iskaznih slova ¢ = {p1, po, ...},
klasicnih operatora — i A, liste verovatnosnih operatora oblika P> za svaki s € S i liste verovatnosnih
operatora oblika Qg za svaki F' € O.

4.1.2 Formule

Skup Forc(LPP,(P,Q,0)) je skup klasi¢nih iskaznih formula jezika L(LPP,(P,Q, O)) &ije ¢lanove
¢emo oznacavati velikim slovima abecede: A, B, C, ...Skup Forp(LPP:(P,Q,0)) verovatnosnih
formula ovog jezika je najmanji skup formula koji ispunjava:

e Ako je A klasi¢na iskazna formula i s € S, onda je P>,A verovatnosna formula.
e Ako je A klasi¢na iskazna formula i F' € O, onda je QA verovatnosna formula.
e Ako su a i B verovatnosne formule, verovatnosne formule sui -a i a A S.

Formule iz Forp(LPP>(P,Q,0)) ¢emo oznacavati malim slovima grckog alfabeta: «, 3, 7, ... Skup
For(LPPy(P, R, 0)) formula ovog jezika je jednak Forc(LPP(P,Q, O))UForp (LPP2 (P,Q,0)). For-
mule iz ovog skupa ¢emo oznacavati velikim slovima grékog alfabeta: @, U, ... Preostali klasi¢ni i
verovatnosni operatori se definisu kao i u odeljku 2.1. Ako je F' € O, primeri formula su: P, 1p1,

P, >1P1 A =QFp2 ip1 — (p2 V —p1). Prva i treéa formula su istovremeno i LP P,-formule, dok druga
formula to nije po§to se u njoj javlja i skupovni verovatnosni operator Q. Formula nije ni sledeéi niz
simbola: Qr(p1 A ~QFp2) A p3, jer se u njemu pojavljuju iteracija operatora Qr i mesanje klasiénih
i verovatnosnih formula.

4.1.3 Klase modela

Modeli za LPPy(P, @, O) su LP Py,-modeli uvedeni definicijom 2.26, dakle svetovi modela su klasi¢ne
iskazne interpretacije nad kojima je definisana jedna verovatnoda:

Definicija 4.1 Verovatnosni model je struktura M = (W, v, H, u), gde su:
o W neprazan skup svetova,

o v: W x¢— {T,.L} jeiskazna valuacija koja svakom svetu i svakom iskaznom slovu pridruzuje
Tili Li

e H je algebra podskupova od W i
e 4 je konaéno-aditivna verovatnoca definisana na H.

Definicija 4.2 Neka je M = (W, v, H, u) proizvoljan LPP,(P,Q,O)-model. Formula ® je zadovo-
ljena u modelu M, u oznaci M |= @ , ako su ispunjeni uslovi iz definicije 2.27:

e ako je ® € Forc(LPP(P,Q,0)), M = ® ako i samo ako za svaki svet w € W, w = &
e ako je ® oblika P> A, M = ® ako i samo ako u({w: w € W,w = A}) > s,
e ako je @ oblika ¢, gde je @ € Forp(LPP2(P,Q,0)), M = ® ako i samo ako nije M = a'i

e ako je @ oblika a A 8, gde su a, € Forp(LPP2(P,Q,0)), M = ® ako i samo ako M = « i
MEPB



1 ako vazi:

e ako je ® oblika QrA, M |= ® ako i samo ako pu({w: w € W,w = A}) € F.

Na dalje ¢emo koristiti definicije 2.28 i 2.29 pojmova zadovoljivosti, valjanosti, merljivih modela
i klasa modela LPP) \eas(P, @, 0), LPP an(P,Q,0) i LPP,,(P,Q,0).

4.1.4 Aksiomatizacija

Akiomatski sistem Az, pp, koji je iskoristen u aksiomatizaciji logike LPP; i (uz sintaksna ogranicenja)
logike L PP, bi¢e upotrebljen i ovde. ProSiriéemo ga shema aksiomom 7:

1. Sve instance iskaznih tautologija.
2. P5oA
3. Pc;A— P A, s>
4. P.gA — P A
5. (P>p AN P5>sB A P>1(=AV =B)) = Psnyin(i,+5)(AV B)
6. (P<;ANP.sB) = P s(AVB), r+s<1
7. P_.sA—> QrA,seF
i pravilom izvodenja 4:
1. Iz 1P — U izvesti V.
2. Iz A izvesti P> A.
3. Iz g — PZS_%A, za svaki prirodni broj k > %, izvesti B — P> A.
4. Iz P_y4A — (3, za svaki s € F, izvesti QpA — f.

Dobijeni aksiomatski sistem ¢emo oznaciti sa Azppp,(p,g,0)- Nova aksioma 7 i novo pravilo 4
povezuju dve vrste verovatnosnih operatora. Pravilo 4 je beskona¢no, poput pravila 3.

Teoreme, dokazi, sintaksne posledice, konzistentni skupovi i maksimalni konzistentni skupovi se
definidu kao i u odeljku 2.3.3. Sledece tvrdenje sadrzi vise LPP,(P, @, O)-teorema koje se koriste u
preostalim dokazima. Dokazima tih teorema ¢emo ilustrovati izvodenje u ovoj logici. Primetimo da
ée dokazi, iako su beskonacni, biti zapisani kona¢nim sredstvima.

Teorema 4.3 Ako svi skupovi koji se navode pripadaju familiji O, odnosno ako sve formule koje se
navode pripadaju skupu For(LPP»(P, @, O)), onda vazi:

1. FQrA - QgA,za F C G
. F(QrANQGgA) < QrncA
. F(QrAV QgA) < QrucA

- F(QFAN P>5A) < Qs 1jnrA isliéno za operatore PssA, P<;A, PcsA

ot ok W N

. FQrA e Qi_rA,gdejel —F={1—-r:reF}

(=]

P LA— -QgA zar g G



7. I—QFA—>—|QgA,zaFﬂG:®

8. F(QFrAN-QcA) < Qp\cA

Dokaz. 1.
F P_sA — QgA, instanca aksiome 7, za svaki s € FF C G
FQrA — QgA, prema pravilu 4.

2. Dokaz s leva na desno je:

F (P—,ANP_;A) > QrngA, zasve r € F, s € G, jer ako je r = s, ovo je instanca aksiome 7,
a ako r # s, leva strana implikacije je kontradikcija

FP_,A— (P-sA— QrngA),zasver € F, s € G

FQrA — (P-sA — QrngA), primenom pravila 4 nar € F
b P=sA = (QrA = QrncA)

FQeA — (QrA — QrngA), primenom pravila 4 na s € G
F(QrANQgA) = QrncA

dok je obrnuti smer direktna posledica teoreme 4.3.1 jer vazi FNG C F,F Qrng — Qr, FNG C G

ik Qrnc = Q-
3. Dokaz s desna na levo je:

F P_;A — QrA, instanca aksiome 7, za svaki s € F

F PA = (QrAV Qg A)

F P_sA — QgA, instanca aksiome 7, za svaki s € G
FP_sA— (QrAV QgA), zasve s€ FUG

FQrugA — (QrAV QgA), primenom pravila 4 na s € FUG

dok je obrnuti smer direktna posledica teoreme 4.3.1 jer vazi FF C FUG, F QrA — Qrucd,
GCFUGi"QG'A—)QFUQA.
4. Dokaz s desna na levo je:

F P_,A — QrA, instanca aksiome 7, za svaki r € F'N|s,1]
FP_,A— P> A, za svakir € FN[s,1]
FP_,A— (QrANP>;A), za svakir € FN[s,1]
F Qps1nFA = (QrA A Ps,A), primenom pravila 4 na r € [s,1] N F.
Dokaz s leva na desno je:
FP_ A= (P>sANQs1nrA), 7a svaki r € F N [s,1]
F(P=rANA P>sA) = Qs nrd, za T € F\ [s,1] jer je leva strana kontradikcija

FP_,A— (PZSA A Q[s,l]ﬂFA), zar € F \ [S, 1]



P A= (P>sANQunrd), zar € F
FQrFA = (P>sA A Qs,1)nrA), primenom pravila 4 na r € F
F(QFAA PssA) = QpsnrA-
5. Posto je - P_sA < P_1_s—A, to je:
F P s—A— QrA, instanca aksiome 7, za svaki s € F'
FQi—-rmA — QpA, primenom praviladnas €l —F={1—-r:re F}.

Obrnuti smer se dokazuje na, isti nain.

6.
FP_sA—-P_,A zasveseG,ré¢G
FQgA — —P_,.A, primenom pravila 4 na s € G, zasver € G
FP_,A— -QgA,zar ¢QG.

7.

FP_.A — —-QgA, prema teoremi 4.3.6, za svakir € F, ako je FNG = ()
FQrA — —QgA, primenom pravila 4 na r € F, ako je FNG = .
8. Dokaz s desna na levo je:
F QmgA = —QcA, prema teoremi 4.3.7
FQmeA — QrA, prema teoremi 4.3.1
FQmeA = (QFRAN-QgA).
Dokaz s leva na desno je:

F (P=sAN=QgA) = Qp\gA, za svaki s € F, jer ako je s € F'\ G, ovo je posledica aksiome 7,
a ako je s € FN G, onda je leva strana implikacije kontradikcija

FP_sA = (-QgA — Qr\gA), za svaki s € F
FQrA = (-QcA — Qp\gA), primenom pravila 4 na s € F
F(QrAA-QgA) = Qr\gA. u

4.1.5 Teoreme korektnosti i potpunosti

Za logiku LPP5(P,Q, O) se korektnost i teoreme koje odgovaraju tvrdenju 2.10 iskazuju i dokazuju
kao u odeljku 2.1, odnosno 2.3.4. Jedinu novinu predstavlja razmatranje pravila izvodenja 4.

Teorema 4.4 (Korektnost) Aksiomatskisistem Az;p Py(P,Q,0) J€ korektan u odnosu na klase mod-
ela LP Py neas(P, Q, 0), LPPy an(P,Q, 0) i LPP,;(P,Q,0).

Dokaz. Neka je L bilo koja od spomenutih klasa modela. Dopunimo dokaz teoreme 2.9 razma-
tranjem pravila izvodenja 4. Pretpostavimo da su za sve s € F valjane formule P_,A — 3, a da
QrA — ( nije valjana formula. Prema tome, postoji neki L-model M = (W,v, H, ) u kome je
p(A) € Fi M £ 8. Posto u(A) pripada skupu F, to vazi i M [ P_,4)A — 3, $to je u suprotnosti
sa pretpostavkom. Dakle, pravilo izvodenja 4 oGuvava valjanost. [ |



Teorema 4.5 (Teorema dedukcije) Ako je T skup formula i 77U {®} F ¥ i ako su ® i ¥ obe bilo
klasiéne, bilo verovatnosne formule, onda je T ® — U,

Dokaz. Razmotri¢emo samo novi slu¢aj kada je formula 8 = QrpA — -~ dobijena iz T U {a}
primenom pravila izvodenja 4, pri ¢emu je a € Forp(LPPy(P,Q,0)). Tada je:

T,aF P_gA — ~y, za svaki s € F

Tt a— (P-sA — ), za svaki s € F, prema indukcijskoj hipotezi
THP_sA— (a— ), zasvaki s € F

T+ QrA — (o — 7), primenom pravila izvodenja 4

THa— (QrA— 7). m

I u tvrdenju o konstrukciji maksimalno konzistentnog prosirenja konzistentnog skupa novinu u
odnosu na dokaz iz teoreme 2.33 predstavlja sluc¢aj koji se odnosi na pravilo izvodenja 4. Posto je
ovo pravilo beskonaé¢no, biée potrebno, kao i za pravilo 3, konzistentnom pro§irenju dodati formulu
koja svedoti da zakljucak neke instance pravila 4 ne pripada prosirenju.

Teorema 4.6 Svaki konzistentan skup formula 7T se moze proSiriti do maksimalno konzistentog
skupa.

Dokaz. Kao u dokazu teoreme 2.33, neka je g, a1, . . . jedno nabrajanje svih verovatnosnih formula

i neka je ¢ skup svih klasi¢nih sintaksnih posledica skupa 7. Definisa¢emo niz skupova Tj, i =
0,1,2,... tako da je:

1. Ty :TUTCU{P21A A ETC},
2. Za svaki i > 0, ako je T; U {«;} konzistentan, onda je T;11 = T; U {a;}.
3. Za svaki i > 0, ako T; U {a;} nije konzistentan, onda T;11 = T; U {—a;}.

4. Ako je skup Tj; dobijen dodavanjem formule oblika —(8 — P>4v), tada za neki n € N skupu
dodajemo i formulu 8 — —P,,_17, tako da T;;1 bude konzistentno.

5. Ako je skup Tj;+1 dobijen dodavanjem formule oblika —(QrA — (), tada za neki s € F' skupu
dodajemo i formulu =(P_;A — f3), tako da T;;; bude konzistentno.

6. T = U;T;.

Pokazimo najpre da se proSirenja koja se dobijaju u koraku 5 konstrukcije konzistentna. Neka vazi:
T; je konzistentan, o; = QrA — B, T; U {;} nije konzistentno. Pretpostavimo da za svaki s € F,
T, U{~(QrA — B),~(P=sA — ()} nije konzistentno. Tada je:

T, U{~(QrA — B),(P—sA — B)} - L, za svaki s € F
T; U{-(QrA — B)} F P—_sA — (3, za svaki s € F, prema teoremi dedukcije
T; U{~(QrA — B)} - QrA — B, prema pravilu izvodenja 4

Ti - QrA—pB.



Posto T; U{QrA — B} nije konzistentno, ovo bi znaéilo da, suprotno pretpostavci, ni 7; nije konzis-
tentno.

Pokazimo jos i da je skup T = U;T;, dobijen u koraku 6 konstrukcije, maksimalno konzistentno
prosirenje skupa 7', odnosno proverimo da li se u induktivhom dokazu deduktivne zatvorenosti moze
re§iti i slucaj pravila izvodenja 4. Pretpostavimo da je formula 8; = QrA — B dobijena u nekom
koraku nekog dokaza iz skupa T primenom pravila izvodenja 4 i da za svako s € F pretpostavke
pravila 8f = P_;A — (8 pripadaju skupu 7. Ako formula $; ne pripada skupu T, onda bi prema
koraku 5, postojao skup 7} koji sadrzi —f3] za neko s € F. Ako je u nabrajanju verovatnosnih
formula o = 5, a oy = =}, onda bi skup Tiaxj341 sadrzao i 87 i -] i bio nekonzistentan, sto je
kontradikcija. Dakle, 3; € T. Ostatak dokaza se sprovodi kao u teoremi 4.6. [ |

Kanonski model za skup T je, kao i u odeljku 2.3, struktura M = (W, v, H, u) u kojoj:
e W je skup svih klasi¢nih interpretacija koja zadovoljavaju skup TC, W={w:wkE Tc},

e v je preslikavanje koje svakom svetu w € W pridruzuje samu tu interpretaciju, tj. v(w)(p) =
w(p) za svako iskazno slovo p € ¢,

e H je klasa skupova oblika [A] = {w € W : w |= A}, za sve klasi¢ne formule A i
e za svaki skup [A] € H, u([A]) = sup{r: P>, A € T},

pa se kao i ranije (teoreme 2.13 i 2.14) pokazuje da je H algebra, a M merljiv model.

Teorema 4.7 (Jaka potpunost za LPP; \jeas(P, @, O)) Svaki konzistentan skup 7' ima
LPPQ,Meas (P, Q, O)-model.

Dokaz. U odnosu na teoremu 2.34, potrebno je jo§ pokazati da za formule oblika o = QrA vazi
M E « ako i samo ako a € T. Neka je QpA € T. Iz - =QrA < (QrA — 1) sledi da (QrA —
1) ¢ T. Prema koraku 5 kostrukcije skupa T za neko s € F, ~(P-sA — 1) € T, odnosno P_;A € T.
Prema indukcijskoj hipotezi i aksiomi 7, M = QrA. Neka je M = QrA. Tada je M = P—; A za neki
s€ FiP_,AcT. Posto je skup T deduktivno zatvoren, pomoéu aksiome 7 sledi da je QpA € T. m

Konag¢no, teoreme

Teorema 4.8 (Jaka potpunost za LPP, z;(P,Q,0)) Svaki konzistentan skup 7" ima
LPP, an(P,Q,0)-model.

Teorema 4.9 (Jaka potpunost za LPP, ,(P,Q,0)) Svaki konzistentan skup 7" ima
LPP, ,(P,Q,0)-model.

se dokazuju, a teorema

Teorema 4.10 (Kompaktnost) Ako je T skup formula jezika L(LPP,(P,Q,0)) i svaki kona¢an
podskup od T je zadovoljiv, tada je i skup T zadovoljiv u nekom modelu klase LP P, neas(P, @, O)-
modela (LP P, an(P, Q,0O)-modela, LPP, (P, Q, O)-modela)

se opovrgava na isti nacin kao odgovarajuca tvrdenja iz odeljka 2.1.



4.1.6 (Ne)odlucivost

U odeljku 2.3.5 je pokazana odlucivost logike L PP, svodenjem formula na sisteme linearnih jednacina
i nejednacina. Sli¢no ¢emo postupiti i ovde. U prvom koraku verovatnosna formula « se transformise
u ekvivalentan oblik, disjunktivnu normalnu formu DN F(«):

kU
DNF(a)=\/ N\ XijA;

i=1j=1
u kojoj su Xj;; verovatnosni operatori iz skupa {PZrij,Pqij QF,;, @ F”} Poslednja dva skupovna
verovatnosna operatora se ne javljaju u slucaju logike LPP,. Zatim se sve klasicne formule A;;
transformi§u u savrsenu disjunktivnu normalnu formu SDNF(A;;) u kojoj uCestvuju sva iskazna
slova {p1,...,pn} koja se pojavljuju u disjunktu D; = /\é-":1 XijAij. Neka tih iskaznih slova ima n,
a atoma aq,...,a9n oblika +p; A ... A £p, sastavljenih od tih iskaznih slova 2". Polazna formula je
zadovoljiva ako 1 samo ako je zadovoljiv bar jedan disjunkt D; = /\?=1 XijSDNF(A;j). Zadovoljivost
formule D; se ispituje reSavanjem sistema oblika:

Z%ll plar) =1
,u’(a’t) >0,zat= 1’271
(> 1y ako Xj1 = Py,
<r; ako X; = P<”1
LaresDNF(4ir) H(01) S € F;; ako Xj1 = QF,

| € Fi1 ako X1 = =Qp,

(> 1y, ako Xy, = Poyy.
<y, ako Xy, = Pery.
yu(a i
ZateSDNF(A”i) M( t) < € Fy, ako Xy, = QFili

[ & Fy, ako Xy, = —Qp,,

U odeljku 2.3.5 su dobijeni sli¢ni sistemi za LP Ps-formule u kojima se pojavljuju samo verovatnosni
operatori oblika P>, i P.g. Takvi sistemi su sistemi linearnih jednacina i nejednacina i problem
ispitivanja njihove reSivosti je odluciv. Medutim, ovde se pojavljuju i operatori @z tako da svaki od
sistema mozemo podeliti u dva dela:

e sistem linearnih jednacina i nejednacina, kao u odeljku 2.3.5 i
e sistem formula oblika:
— 2 a,€SDNF(A;;) plat) € Fyj, za svaki X;; = Qp;; koje éemo zvati pozitivna ogranicenja i
— 2 a,€SDNF(A;;) plat) € Fyj, za svaki X;; = =Qp;; koje éemo zvati negativna ogranicenja.
Na osnovu ove analize vaZi teorema:

Teorema 4.11 Neka je O jedna fiksirana rekurzivna familija rekurzivnih racionalnih podskupova
od [0,1]. Logika LPP(P,Q,0) je odlutiva ako i samo ako je za svaku verovatnosnu formulu
a € Forp(LPPy(P,Q,0)) i svaki disjunkt iz DNF(a) odgovarajuéi sistem linearnih jednaina i
nejednacina sa ograni¢enjima resiv.

Uslov koji se postavlja u teoremi 4.11 je veoma jak. Na primer, sistem

ai+ay =1
a >0,zat=1,2
ap >r

ap €F



koji odgovara formuli P>,p A QFp je resiv ako i samo ako je to i problem F N [s,1] # (), §to zavisi
od skupa F. U sluéajevima kada F predstavlja kodomen neke pogodne funkcije sa racionalnim
vrednostima ovakve jednacine se i mogu resiti, ali u opstem slucaju odlucivost skupova iz familije O
ne garantuje odlucivost logike.

4.2 Odnos verovatnosnih operatora Ps; i Qr
Na osnovu definicije 4.2 zadovoljivosti, o¢igledno je da je za skup F C S
QrA < Vf¢EFP:fiA-

Medutim, ako je F' beskonacan, disjunkcija Vy,crP=y A nije sintaksno ispravna konstrukcija jer su
formule iz For(LPPy(P,Q,0)) konaéne. Iz ovog primera se vidi i da se skupovni verovatnosni oper-
atori ponasaju sli¢no egzistencijalnim kvantifikatorima i da u konaéne formule skupljaju beskonaéne
disjunkcije.
Takode bi se moglo napisati i
PZsa A Q[s,l]Aa

no posto [s, 1] nije skup racionalnih brojeva, verovatnosni operator Q1) ni za jednu familiju O ne
pripada jeziku L(LPP,(P,Q,0)), pa ni ovo nije LPP(P, @, O)-formula.

Prethodni primeri sugeriSu da se u opstem slu¢aju dve vrste verovatnosnih operatora ne mogu
izraziti jedna preko druge. U nastavku teksta ovaj utisak ¢emo formalno potvrditi. Razmatracemo
klasu LP P; \eas (P, @, O)-modela. Koristiéemo oznake:

e M(®) za klasu svih modela koji zadovoljavaju formulu ®,

e L(LPP,(P)) za verovatnosni jezik koji ne sadrzi skupovne verovatnosne operatore, dakle za
{7 AL U{P>s}ses

e L(LPPy(Q,0)) za verovatnosni jezik koji ne sadrzi standardne verovatnosne operatore, dakle
za {=, A} U{Qr}reo-

Definicija 4.12 Neka je ® formula verovatnosnog jezika L(LPP,(P,Q,0:)) i neka je ¥ formula
verovatnosnog jezika L(LPPy(P,Q,02)) (moze biti O1 = O3). Formula ® je definabilna formulom ¥
ako je M(®) = M(7).

Ovom definicijom definabilnost se uvodi kao semanti¢ki pojam. Neka formula je definabilna
nekom drugom formulom ako se sa stanovi§ta modela ne mogu razlikovati, odnosno ako su svi modeli
u kojima vazi prva formula ujedno i modeli u kojima vazi druga formula i obrnuto. U naredne
dve teoreme ¢emo pokazati da niti su formule na jeziku L(LPP,(P)) u opStem slu¢aju definabilne
formulama na jeziku L(LPP5(Q, O)), niti su formule na jeziku L(LPP»(Q, O)) definabilne formulama
na jeziku L(LPPy(P)). Pod nezavisnoséu vrsta operatora ¢emo podrazumevati postojanje takve
uzajamne nedefinabilnost formula. Naredne teoreme opravdavaju tvrdenje iz uvodnog dela ovog
poglavlja da su Qp zaista novi operatori, nezavisni od standardnih verovatnosnih operatora oblika
Ps, ali i da su operatori P>, nezavisni od operatora Qp.

Teorema 4.13 Neka je O rekurzivna familija rekurzivnih podskupova od S i F' € O beskonacan
skup. Za proizvoljno iskazno slovo p € ¢ ne postoji verovatnosna formula « na jeziku L(LPPy(P))
takva da je formula Qrp definabilna formulom «.

Dokaz. Neka je o verovatnosna formula na jeziku L(LPP,(P)) takva da M(a) = M(Qrp). Na
osnovu analize date u odeljku 4.1.6, « je zadovoljiva ako i samo ako je bar jedan od sistema lin-
earnih jednaCina i nejednac¢ina koji odgovaraju DN F(«) zadovoljiv. Sa a; ozna¢imo atome koji se



javljaju u tom sistemu, a sa p(a;) njihove verovatnoée, odnosno verovatnoce skupova svetova koji ih
zadovoljavaju. Zbog M (a) = M(Qpp), mora biti

> wla) €F

at€SDNF(p)

Medutim, re§enja sistema koji odgovaraju DN F(«) su oblika u(a;) € (r,s), plar) € [r,s), ulay) €
(r,s] 1 p(ay) € [r,s], tako da je skup {f : f = ZatESDNF(p)u(at)} ili konaéan ili neprebrojiv, pa
ne moze biti jednak beskona¢anom prebrojivom skupu F. Odatle formula Q)rp nije definabilna ni
jednom verovatnosnom formulom « na jeziku £L(LPPy(P)). ]

Teorema 4.14 Neka je O rekurzivna familija rekurzivnih podskupova od S i s € S\ {1}. Za
proizvoljno iskazno slovo p € ¢ ne postoji verovatnosna formula « na jeziku L(LPP,(Q,0)) takva
da je formula P>;p definabilna formulom «.

Dokaz. Skup vrednosti pu({w : w = p}) koje se dobija resavanjem sistema koji odgovaraju verovat-
nosnoj formuli @ na jeziku L(LPP(Q,0)) je ili prebrojiv ili je njegov komplement prebrojiv, dok
je skup tih vrednosti u klasi M (P>,p) jednak [s,1]. Odatle, ne postoji verovatnosna formula o na
jeziku L(LPP,(Q, O)) tako da je Psgp definabilno formulom c. [ ]

4.3 Izrazajnost logika LPP(P,Q,O)

Kao §to smo veé konstatovali, svaki izbor familije O dovodi do posebne logike. Medutim, mozZe se
pretpostaviti da je neki skup F; € O; prikaziv pomoéu skupovnih operacija nad elementima neke
druge familije O;. Tada se formule na jeziku L(LPP,(P,Q,0;)) koje sadrze operator Qp mogu
izraziti i u logici LPPy(P,Q,O3). Na primer, ako je F; = {51{,2 =12,...}U {51;,2 =12,...},a
Oy = {Fy, F3}, gde su Fy = {2—1“1 =1,2,...} i F3 = {3—11,1 = 1,2,...}, onda je za svaku klasi¢nu
formulu A, klasa modela u kojima vazi formula @Qr A jednaka klasi modela u kojima vazi formula
QrAV Qr A, tj. formula Qr A je definabilna formulom Qr,AV Qr A

U nastavku teksta ¢emo opisati relaciju kojom se, u ovom smislu, uporeduje izrazajnost logika
LPP,(P,Q,O) za razne familije O. Kao i malopre, razmatraéemo klasu LPP; \feas(P, @, O)-modela
i koristiti oznaku M (®) za klasu svih modela koji zadovoljavaju formulu ®. Sa O, Oy, Os, ...¢éemo
oznatavati rekurzivne familije rekurzivnih racionalnih podskupova skupa [0, 1]

Definicija 4.15 Neka je F' C S. Kvazi komplement skupa F jeskup 1 — F ={1—f:f € F}.

Na, primer, ako je skup F = {2—11 :1=1,2,...}, onda je u skladu sa definicijom 4.15 njegov kvazi
komplement skup 1 — F = {%}1 14 =1,2,...}. Lako se vidi da operacija kvazi komplementiranja
ima sledeée osobine:

e 1-(FNG) =1-F)n(l-G),
e 1-(FUQ) =(1-F)U(l-0Q),
e 1-(F\G)=(1-F)\(1-0)i

(

e 1—(1-— F)

Ove osobine, zajedno sa osobinama skupovnih operacija unije, preseka i razlike, garantuju da je svaki
skupovni izraz na jeziku {U,N,\,1—} jednak izrazu u normalnoj formi pod kojom podrazumevamo
kona¢nu uniju konac¢nih preseka skupova, razlika skupova i kvazi komplemenata skupova.



Definicija 4.16 Neka je skup F; € O1. F je prikaziv u Oy ako je jednak kona¢noj uniji konaénih
preseka skupova, razlika skupova i kvazi komplemenata skupova iz Oy i skupova [r, s], [r,s), (r,s] i
(r,s), gde su r i s racionalni brojevi iz [0, 1]. Familija skupova O; je prikaziva u familiji skupova Oy
ako je svaki skup Fy € Op prikaziv u Os.

Na primer, neka je &k > 0 prirodan broj i neka su skupovi:
e Fi={g:i=kk+1,. . JU{E&Gti=kk+1,...},
o B={5:i=12,...}i
e F3={5:i=12,..}
i neka je Oy = {F3, F3}. Prema definiciji 4.16, F; je prikaziv u O, jer

o F1 = (Fp N[0, 5]) U((1 - F) 0[33;1,1])

S duge strane, skup
o Fy={3m:i=12,...}

nije prikaziv u Os.

Slede¢om definicijom ¢emo uvesti relaciju ’biti izrazajnija’ izmedu LP P, (P, @, O)-logika. Defini-
cija ¢e biti data u terminima jednakosti nekih klasa modela. Zatim ¢emo pokazati da se ona poklapa
sa relacijom prikazivosti izmedu familija skupova.

Definicija 4.17 Logika LPP,(P,Q,O2) je izrazajnija od logike LPPy(P,Q,0,) (LPP,(P,Q,0:) <
LPPy(P,Q,02)) ako je svaka formula jezika L(LPP,(P,Q,01)) definabilna nekom formulom jezika
L(LPP(P,Q, 02)).

Drugacije re¢eno, u skladu sa definicijom 4.12 definabilnosti, LPP,(P, Q,01) < LPP,(P,Q, O2)
ako za svaku formula @ jezika For(LPPy(P,Q,01)) postoji formula ¥ jezika For(LPPy (P, Q,0s))
tako da M (®) = M(¥).

Teorema 4.18 Neka je skup F} € O; prikaziv u familiji skupova Os. Za proizvoljnu klasié¢nu formulu
A postoji verovatnosna formula S na jeziku L(LPP2(P,Q,O2)) tako da je formula Qp, A definabilna
formulom f.

Dokaz. Neka je F1 = U, ﬂ?’;l F;j;, gde su skupovi F;; kao u definiciji 4.16 prikazivosti. Prema
teoremi 4.3, za proizvoljnu klasi¢nu formulu A, u logici LPP»(P,Q, 01 U O3) je
FQRA ¢ VI AL R, A

gde je
( PZSA A PSTA, ako F‘Z'j = [S, T]

P> ANP_ A, ako Fij = [s,r)

P.gA NP A, ako Fy; = (s,7]

P ANP_ A, ako Fy; = (s,1)

QFijA’ ako Fij € 09

QFin—!A, ako Fj; =1 — E!. ELIJ € 0Oy

RFi]A:< Qrr AN-QprA akoFZ]_, '\F” B F”EO
Fij Fij ) i ij> Z], 9

QF{jAA —(P>sA A P<;A), ako F;j = \[ .7, F’] €0,

QF{jA A _'(PZsA A P, A), ako F;; = \ [s,7), leg €0,

Qr;, AN(Pss AN P<yA), ako Fyj = Fj;\ (s,1], Flj € Oy

| Qe AN(Pss AN Py A), ako Fyj = ng \ (5,7), L, € Oy

Formula V™, /\f;l RF,; A je zapisana na jeziku L(LPPy(P,Q,02)) i M(Qr A) = M (V%4 /\?":1 Rp,; A).
|



Teorema 4.19 Ako je familija skupova O; prikaziva u familiji O, onda je LPP(P,Q,01) <
LPP?(Pa Q7 02)

Dokaz. Sve klasi¢ne formule pripadaju jezicima L(LPPy(P,Q,01)) i LILPPy(P,Q,03)), tako da
su sve one definabilne u LPPy (P, Q, O2). Razmotrimo proizvoljnu verovatnosnu formulu « na jeziku
L(LPPy(P,Q,01)). Prema teoremi 4.18, svaka njena potformula oblika QrB; je definabilna nekom
verovatnosnom formulom f; na jeziku L(LPPy(P,Q,03)). Zamenom QpB; sa ; u formuli a dobija
se formula o' na jeziku L(LPPy(P, @, 05)) takva da je M(a) = M(ca'). Sada po definiciji sledi da je
LPPQ(P,Q,Ol) SLPPQ(P,Q,OQ) u

Teorema 4.20 Ako LPP,(P,Q,01) < LPP,(P,Q,02), onda je familija skupova O; prikaziva u
familiji Os.

Dokaz. Da bismo izbegli ponavljanje slicnih argumenata, u dokazu ¢emo koristiti oznaku Qg
umesto P—y, iako operator ()} mozda i ne pripada razmatranim jezicima.

Po pretpostavci za svako iskazno slovo p € ¢ i svaki F' € O; postoji formula 8 na jeziku
L(LPPy(P,Q,09)) takva da je M(Qp,p) = M(B). Ako je F; prazan skup, on je trivijalno prikaziv
u O;. Ako je Fy konatan skup vazi Fy = Ugep [f, f], tako da je Fy prikaziv u Oz. Ako je
Fy, ={f1, f2,...} beskona¢an skup, formula § ne moze biti klasi¢na. Pretpostavimo suprotno. Tada
razlikujemo sledece slucajeve:

e Ako 8 — —p i B — p nisu teoreme, razmotrimo model M = ({w1,wo},2®1¥2} 1 v) takav da
je p({wi}) = ¢ i p({we}) = 1 — ¢ pri €emu je ¢ iracional broj, v(w1)(p) = v(w1)(B) = T i
v(wz)(—p) = v(we)(B) = T. Posto je u([p]) = ¢, sledi da M € M(B) i M ¢ M(Qrp).

e Ako S — —p nije teoema, dok 8 — p to jeste, razmotrimo s € F; \ {0} i model M =

({wy, wy}, 20002}y v) takav da je p({wi}) = s, u({wz}) =1 — s, v(w1)(p) = v(w1)(=B) =T
i v(we)(—p) = v(wa)(—B) = T. Posto je u([p]) = s, sledida je M ¢ M(B) i M € M(Qr,p).

e Ako je f — —p teorema, razmotrimo s € Fy \ {0} i model M = ({wy,ws}, 28012} 1y o) takav

da p({wi}) = s, p({we}) = 1 =5, v(w1)(p) = v(w1)(=h) = T i v(wa)(=p) = v(w2)(B) = T.
Posto je u([p]) = s, sledida je M ¢ M(B) i M € M(Qp,p).

Posto su svi prethodni slucajevi doveli do kontradikcije, S ne moze biti klasi¢na iskazna formula.
Dakle, 8 € Forp(LPP,(P,Q,0)). Neka su py, ..., p, sva iskazna slova koja se javljaju u 8. Kako
je B < (B A P>gp) valjana formula, mozemo pretpostaviti da je medu njima i iskazno slovo p. Zato,
neka je p iskazno slovo p; i neka su ai, ..., aon svi atomi od iskaznih slova iz § uredeni tako da je
a; =pA...zai=1...,2"1ig =-pA...zai=2"14+1,...,2" Sayi, ..., ysn 0znacimo
verovatnoce atoma, odnosno skupova svetova u nekom modelu u kojima vaze odgovarajuéi atomi.
Sada se svi modeli mogu posmatrati kao tacke (si,s9,...,89n) u 2" dimenzionalnom prostoru E.
Koordinate tacaka su upravo verovatnoce atoma. Preciznije, te tacke leze u hiperravni I'y odredenoj
jednacéinom 212; y; = 1 i to u onom njenom delu koji pripada oblasti Ey u kojoj su koordinate
nenegativne i ogranicene sa 1, tj. u oblasti oderedenoj nejednacinama y; > 0, y; < lzai=1,...,2".
U preostalom delu dokaza ¢emo koristeéi sredstva analiticke geometrije pokazati da jednakost klasa
modela formula Qr,p i B8 dovodi do prikazivosti skupa F; u familiji Oz. Posto je F; proizvoljan skup
iz O1, to ¢e znaciti i da je familija O; prikaziva u Os.

Medutim, pre samog dokaza razmotri¢emo jedan primer. Neka su p; i py sva iskazna slova u g,
a1 = p1 A pa, ag = p1 A —p2, az = —p1 A ps 1 ag = —p1 A —po odgovarajuéi atomi Cije su verovatnoce
Y1,---,Ya- Neka jedan disjunkt iz DN F(B) sadrzi formulu Q{1}p2, odnosno Q1 ((p1Ap2)V (=p1Ap2)).
Klasa modela M (Q{13p2) sadrzi sve modele oblika (y,0,1—y,0) za y € [0,1]. Da bi bilo M(Qr,p1) =
M (), moraju preostale formule u S da eliminisu sve modele koji nisu u M (Qr,p1), recimo modele
opisanog oblika za iracionalne y, zatim za racionalne brojeve y ¢ F; itd.



Neka je DNF(B) disjunktivna normalna forma formule 8 u kojoj ni jedan disjunkti nije kon-
tradiktoran. Sa D oznafimo proizvoljan disjunkt, a sa Sistem(D) i Res(Sistem(D)) odgovarajuéi
sistem (kao u odeljku 4.1.6) i skup njegovih resenja. Podsetimo se da svaki Sistem(D) sadrzi tri dela:

e skup linearnih jednacina i nejednacina,
e skup pozitivnih ogranicenja oblika >_,, u(as) € F i
e skup negativnih ogranicenja oblika ), p(a;) ¢ F.

Skup linearnih jednaéina i nejednacina, ako ceo sistem nije kontradiktoran, odreduje jednu nepraznu
konveksnu oblast u Ey N T'y. Sa C(Sistem(D)) ozna¢imo minimalno konveksno zatvorenje skupa
reSenja Res(Sistem(D)). Skup negativnih ograni¢enja eliminiSe najvie prebrojivo mnogo oblasti
koje se nalaze u skupu C(Sistem(D)).

Model M pripada klasi M (Qr,p) ako i samo ako je reSenje sistema:

Yy =1
y; >0,zas=1,...,2"
n—1
Sy €R

Za fy € Fy sal'y, Cemo oznaciti hiperravan odredenu jednacinom 212211 Yyt = fr, asa Iy, presek EgN
[yNI'y,. Primetimo da je dimenzija od Iy, jednaka 2" —2, tako da Iy, ne moZe biti jednak prebrojivoj
uniji oblasti dimenzije manje od 2" — 2, a takode i da je U cr Iy, = M(Qrp) = M(B). Zbog
prethodnog, za svaki Iy, postoji bar jedan disjunkt D € DNF(3) takav da Res(Sistem(D)) sadrzi
bar jednu oblast od Iy, bez najviSe prebrojivo mnogo oblasti dimenzije manje od 2" — 2. Nazovimo
tu oblast ko-prebrojiva oblast od Iy,. Ko-prebrojiva oblast od Iy, pripada skupu Res(Sistem(D))
ako postoji hiperravan I' (definisana nekom jednacinom u Sistem(D)) takva da je Iy, C EoNToNT.

Sve hiperravni kroz Iy, formiraju jedan svezanj hiperravni. Jednacina hiperravni u tom sveznju

je [75]:

on 2n—1
XDyt D yi=A+v-fi
i=1 i=1
§to se moze zapisati kao:
2n—1 on
A+v)- D wi+r Y wi=A+v-fi
i=1 j=2n—141

Posto koeficijenti u Sistem(D) smeju biti jedino 0 ili 1, moguéi su samo sledeéi slucajevi:
e A=1, v =0, ovo je hiperavan Iy,
e A=10,v =1, ovo je hiperravan I'j, i

e A =1, v = —1, ova hiperravan odgovara formuli Q{l_fk}(aqn—l_i_l A ... Aagn) koja je prema
teoremi 4.3.5 ekvivalentna sa Qg3 (a1 A... Aagn-1).

Odavde sledi da za svaki fy € F; postoji bar jedan disjunkt D iz DNF(S) i u njemu bar jedna
formula oblika Qm(a1 A ... A agn-1) (ili Qi—m(agn-1,1 A ... Aaon)) takva da fr € H. Nazovimo
disjunkt D € DNF(f) znacajnim za f; € F; ako bar jedan ko-prebrojivi segment od Iy, pripada
skupu Res(Sistem(D)). Disjunkt D je zna¢ajan ako postoji fr € Fy takav da je D znacajan za fy.
Kao §to je upravo konstatovano, za svaki fr € F; postoji bar jedan znatajan disjunkt. U nastavku
¢emo razmatrati samo znacajne disjunkte D € DNF(f).

Primenom teorema, iz tvrdenja 4.3 na formule u znacajnim disjunktima dobijamo da svaki disjunkt
sadrzi samo jednu formulu oblika Qg (a1 A...Aagn—1). Nazovimo skup H znacajan skup. Takode, sem



ove formule, znagajni disjunkti ne sadrze ni jednu formulu oblika: =Qg(a1V...Vagu-1), P>s(ai1V...V
agn-1), 7 P>g(a1V...Vagn-1), Qu(agn-1,1V...Vagn), Qg (agn-1,1V...Vagn), P>s(agn-1,1V...Vagn)
ili =P>g4(@gn-1,1 V ...V agn). Primetimo da se spomenute primene teoreme 4.3 mogu izvesti u
dovoljno izrazajnoj logici koja sadrzi sve potrebne skupovne verovatnosne operatore i ¢iji je jezik
mozda bogatiji od jezika L(LPP(P,Q,0-)), ali da su svi ti skupovi prikazivi u Os. U slucajevima
u kojima bi se ina¢e pojavila dvosmislenost ili je potrebno naglasiti uzajamnu vezu, sa H(D) éemo
oznacCavati znaCajan skup H iz znaCajnog disjunkta D.

Dosadasnja analiza pokazuje da je skup F} podskup unije znacajnih skupova. U nastavku dokaza
¢emo pokazati da se skup F; moze prikazati kona¢nom unijom konagnih preseka znacajnih skupova i
intervala sa racionalnim granicama. Pomo¢u tih preseka iz unije znacajnih skupova ée biti eliminisani
elementi unije koji ne pripadaju skupu F;.

Za svaki znacajan disjunkt D skup H(D) podelimo na tri uzajamni disjunktna skupa:

e H(D), ={fx: fx € HNF1,D je znacajan za fi},
e H(D),, ={fx: fr € HN Fy, D nije znagajan za fi} i
¢ HD)pa={f:feH\F}.

Znagajni disjunkt D i odgovarajuéi skup H (D) nazovimo regularnim ako postoji kona¢ni niz J(D)1,

-y J(D)ypy uzajamno disjunktivnih intervala sa racionalnim granicama takav da vazi H (D), C
H(D) N (D) 1(D)) i H(D)pg N (L) J(D);) = 0. Ovaj niz intervala izdvaja iz H (D) sve fy € Fy
za koje je D znaCajan, pri ¢emu se u preseku ne nalazi ni jedan element iz H(D) koji nije u F1. Ako
su svi znacajni disjunkti regularni, neposredno sledi da je:

_ D)
Fi = Up je gnacajan (D) N (U= J(D):)

jer za svaki fp € Fy postoji bar jedan znacajni skup H koji sadrzi fi. PoSto su svi znacajni skupovi

prikazivi u Os, u tom slucaju je i skup Fi prikaziv u O,.

Pflg Pf Fle

Res(Sistem(D))

Slika 4.1. C(Sistem(D)) NI # 0.

Pretpostavimo da postoji znatajan disjunkt D koji nije regularan. U tom slucaju i H(D), i
H(D);4 moraju biti beskonaéni jer bi u suprotnom postojao odgovarajuéi niz intervala {[f, f1} re (D),
koji bi D ucinio regularnim. Razmotrimo kakav medusobni odnos mogu imati elementi skupova
H(D), i H(D)pq- Neka je f € H(D)pq, hiperravan I'; definisana sa 2 yi = f ineka Iy oznacava
deo preseka hiperravni Iy i I'f koji pripada skupu C(Sistem(D)). Ako postoji par f;,, fi, € H(D),
takav da je f;; < f < fi, (slika 4.1), skup Res(Sistem(D)) sadrzi ko-prebrojivu podoblast od I,
jer je C(Sistem(D)) konveksan skup za koji je C(Sistem(D)) N Iy, # 0 i C(Sistem(D)) N Iy, # 0.
Posto f & F1, ovo je kontradikcija, pa su za neregularni disjunkt D moguéi samo slede¢i medusobno
iskljucivi slucajevi (slika 4.2):



o zasve f € H(D)ng i fr, € H(D), je f < fr,
e zasve f € H(D)pqi fr € H(D), je f > fi i

e postoji particija (H', H") skupa H (D), takva da za sve f' € H', f" € H" i fy, € H(D), vazi
fr<fe<f"

Kazimo da su neregularni zna¢ajni disjunkt D i odgovarajuéi skup H(D) tipa 1, tipa 2 ili tipa 3 ako
H (D) zadovoljava prvi, drugi ili tre¢i od nabrojanih uslova.

H(D)ng H(D): H(D): H(D)nq H' H(D). H"

Slika 4.2. Odnos skupova H (D), i H(D)pgq-

Ako je D = Qp(py(a1 A ... Aagn-1) A C disjunkt tipa 3, mogucée je skup H(D) podeliti u dva
disjunktna dela H(D); i H(D), tako da za sve f € H(D); i h € H(D)y bude f < h, H' C H(D);,
H" ¢ H(D), i H(D); N H(D), # 0 za i = 1,2. Posto je

QH(D)(al Ao Nagn1) & QH(D)l(afl A...Nagn-1)V QH(D)2(a1 Ao Nagn-1)

D& (QH(D)I(al A... /\G,Qn—l) /\C) \% (QH(D)Q(GI VAR /\GIQn—I) /\C),

disjunkt D se moZe posmatrati kao dva disjunkta od kojih je prvi tipa 1, a drugi tipa 2. Odatle,
mozemo pretpostaviti da su svi neregularni zna¢ajni disjunkti i odgovarajuéi skupovi prva dva tipa.

Posto se H(D), ne moze razdvojiti od H(D),q konatnom unijom intervala sa racionalnim grani-
cama, mora postojati iracionalni broj r koji se nalazi izmedu skupova H(D),q i H(D),. Ako je
H(D) tipa 1, onda je supH(D),q = r = inf H(D),. Ako je H(D) tipa 2, onda je inf H(D)pq =
r = sup H(D),. Nazovimo r donjom (gornjom) rupom skupa H (D) ako je H(D) tipa 1, odnosno
tipa 2 (slika 4.3). Svaki neregularni disjunkt moze imati najvise jednu rupu, pa u svim neregularnim
disjunktima iz DN F' () moze biti najvise kona¢no mnogo rupa.

H(D)nd H(D)Z H(D)z H(D)nd

Slika 4.3. Donje i gornje rupe za znacajne skupove.

Neka je D neregularni disjunkt tipa 1, odnosno tipa 2, i r odgovarajuéa rupa. Neka je I,
hiperravan definisana sa "2, y; = r. Kada bi bilo C(Sistem(D)) NT, = 0, disjunkt D ne bi bio
znatajan za bar neki fy € H(D), §to je kontradikcija (slika 4.4).

Dakle, C(Sistem(D)) N T, # 0. Granice od C(Sistem(D)) ne mogu biti paralelne sa I', jer je
Qu(ai A...Aagn-1) jedina formula u disjunktu D koja odreduje hiperravni paralelne sa I',. Ako bi
skup C(Sistem(D)) NI, sadrzao bar dve tacke, tada bi za bar jedan f € H(D),4 neka ko-prebrojiva
oblast od Iy pripadala skupu Res(Sistem(D)) sto je takode kontradikcija (slika 4.5).

Iz ovoga sledi da je C(Sistem(D)) NT, # 0 i da sve tacke iz skupa C(Sistem(D)) pripadaju
jednom zatvorenom poluprostoru &ija je granica I',. Odatle, C(Sistem(D)) NT', mora biti jednoé¢lan.
Skup C(Sistem(D)) ne sadrzi Uy, cq(py, If, jer granice od C(Sistem(D)) nisu paralelne sa I';. Za



Ly Pfik

Res(Sistem(D))

Slika 4.4. C(Sistem(D)) N T, = 0.

r; T,

Res(Sistem(D))

Slika 4.5. | C(Sistem(D)) NI, |> 2.

beskonatno mnogo fi € H(D), postoje ko-prebrojive oblasti u Iy, koje nisu u C(Sistem(D)) (slika
4.6).

Posto Uy, cr(py, Iy, € M(Qrp) 7a te fi moraju postojati i drugi znacajni disjunkti. Ako su ti
drugi disjunkti regularni, moguce je pronadi interval J sa racionalnim granicama koji sadrzi sve fy za
koje su odgovarajuéi Iy, u C(Sistem(D)), dok taj interval ne sadrze ni jedan f € H(D),,. Preostali
fr iz H(D), ée biti prikazani drugim regularnim skupovima. Spomenuti interval J se definiSe na
slede¢i nac¢in (slika 4.7). Neka je znatajni neregularan disjunkt D tipa 1. Neka je €(D); rastojanje
T, i najblize tacke, temena skupa C(Sistem(D)) koja ne pripada skupu I', i €(D) racional broj iz
(r,r+¢€(D)1). Svi fi, € H(D), za koje je Iy, C C(Sistem(D)), moraju biti u [¢(D), 1] jer za njih vazi
1> fr > €(D). Posto su svi f iz H(D),, manji od r, oni ne pripadaju [¢(D), 1]. Sli¢no, za znac¢ajni
neregularni disjunkt D koji je tipa 2 i za racionalni broj €(D) iz (r — €(D)1,7), svi fr € H(D), za
koje je Iy, C C(Sistem(D)) moraju biti u [0, e(D)], dok je H(D)n, N [0,e(D)] = 0.

Ako za svaki znacajni neregularni disjunkt D i fy € H(D), za koje bar jedna ko-prebrojiva
oblast od Iy, ne pripada skupu C(Sistem(D)) postoji regularan znacajni disjunkt D’ takav da je
fr € H(D"),, onda je F; prikaziv u O kao konacna unija skupova koji su oblika:

e H(D)N (Ué(:[i)J(D)i) za neki znacajan regularan disjunkt D i neki konaan niz J(D)i, ...,

J(D)ypy disjunktnih intervala sa racionalnim granicama,

e H(D)N[e(D),1] za neki znacajan neregularan disjunkt D tipa 1 i racionalan broj e(D) definisan
kao malopre i

e H(D)NJ[0,e(D)] za neki znacajan neregularan disjunkt D tipa 2 i racionalan broj ¢(D) definisan
kao malopre,



Res(Sistem(D))

Slika 4.6. | C(Sistem(D)) N T, |= 1.

Res(Sistem(D))

Slika 4.7. Definicija €(D).

gde su svi H(D) prikazivi u O,.

Neka su Dy, ..., D,, svi znacajni neregularni intervali takvi da za svaki ¢« = 1,...m postoji bar
jedan f(D;)y € H(D;), i ko-prebrojiva oblast od Iy(p,), koja nije u CR(Sistem(D;)) i neka ni jedan
znacajan regularan disjunkt D’ nije znacajan za f(D;);. Za svaki takav f(D;); mora bar jedna
ko-prebrojiva oblast biti u skupu reSenja sistema koji odgovara nekom disjunktu koji nije regularan.
Dakle, mora postojati bar jedan znac¢ajan neregularan disjunkt D" # D; takav da f(D;)r € H(D"),
(slika 4.8).

Rupu za D; ozna¢imo sa r;. Neka je ¢(D;); rastojanje izmedu hiperravni I';, i najblizeg temena
skupa CR(Sistem(D;)) koje ne pripada I';,. Neka je €(D;)o = min{| r; —r; |,7 # 7}, gde su
rj rupe znacajnih neregularnih intervala. Prema definiciji, mora biti €(D;); > 0 i ¢(D;)2 > 0 za
sve 1 = 1,...,m. Neka je € proizvoljan racionalni broj iz (0, min{e(D;)i, 6(gi)z,m,l -7 14 =
1,...,m}). Ponovo je € > 0. Za svaki disjunkt D; tipa 1 sa I; ozna¢imo interval [r; + €(r;), 1], gde
je 0 < e(r;) < €ir; + €(r;) racionalan broj. Sli¢no, za svaki disjunkt D; tipa 2 sa I; ozna¢imo
interval [0,7; — €(r;)]. Intervali I; za ¢« = 1,...,m imaju racionalne granice i ne sadrze elemente
iz. H(D;)p,- Neka f(D;)r € H(D"), za znacajan neregularan disjunkt D" # D; za koji je rupa
oznatena sa " i neka je D" tipa 1. Zbog natina izbora brojeva r; + e(r;) i " + e(r"), vazi da je
D)k € [ri +€e(ry),1] ili f(D;)g € [r" + €(r"),1]. Ako je D" znafajan neregularan disjunkt tipa
2, onda ¢ée biti f(D;)x € [ri + €(r;),1] ili f(D;)g € [0,7" — e(r")]. Dakle, svaki f(D;); koji prema
definiciji skupa H(D;), pripada F; ¢e biti sadrzan u nekom od ovakvih intervala koji, opet, nece
sadrzati elemente iz H(D;),,. Prema tome, F; se moze prikazati pomoéu skupova H(D); N I; i
znatajnih regularnih skupova.

Posto je svaki Fy € Oy prikaziv u Os i cela familija Oy je prikaziva u O,. [ ]
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Res(Sistem(D;)) Res(Sistem(D"))
e(D;)2

Slika 4.8. Definicija e.

Sledeée dve teoreme su direktne posledice teorema 4.19 i 4.20.

Teorema 4.21 Familija skupova O; je prikaziva u familiji Oy ako i samo ako je LPP(P,Q,01) <
LPPQ(P7 Q7 02)

Teorema 4.22 Neka je F} € Oy, p € ¢ i formula na jeziku L(LPP,(P, Q, O2)) takva da je formula
Qr,p definabilna formulom £. Tada postoji formula 7 na jeziku L(LPP,(P, @, O3)) koja od iskaznih
slova sadrzi samo p takva da je formula Q) p definabilna formulom -.

Dokaz. Neka je M(Qpp) = M(B). Prema teoremi 4.20, skup F; je prikaziv u Os. Zbog toga
mozemo, kao i u teoremi 4.19, pokazati da postoji formula 7 na jeziku L(LPP2(P,Q,02)) koja od
iskaznih slova sadrzi samo p takva da je u dovoljno bogatoj logici - Qg p <> v, pa je i M(Qpp) =
M(v). u



5

Verovatnosne temporalne logike

U ovom poglavlju ¢emo verovatnosnoj logici dodati vremenski sastavak kako bismo mogli opisati
promenu verovatnoce iskaza u vremenu. Definisa¢emo odgovarajuée verovatnosno-vremenske modele
u kojima ée verovatnocéa biti definisana na skupovima vremenskih trenutaka i dati aksiomatizacije
za koje ¢emo dokazati teoreme potpunosti ¢ime ¢e se ilustrovati opstost pristupa koji smo prikazali
u poglavlju 2.

Iskazna logika LPPT, koju opisujemo u odeljku 5.2, prikazana je u [82]. U njoj su dozvoljene
proizvoljne verovatnoc¢e skupova trenutaka, dok su u logici LPPT% koju predstavljamo u odeljku 5.3
verovatnoce tih skupova unapred fiksirane. Aksiomatizacije odgovarajuéih verovatnosno temporalnih
logika prvog reda, odnosno logika koje dozvoljavaju i skupovne verovatnosne operatore, se mogu dobiti
iz aksiomatizacija iskaznih logika postupkom opisanim u poglavljima 3 i 4.

U literaturi smo pronasli malo radova u kojima se kombinuju verovatnosno i vremensko rezono-
vanje. U [43] je data korektna i nepotpuna aksiomatizacija jedne verovatnosne temporalne logike pr-
vog reda koja ima potpuno drugagije modele od ovde opisanih (vreme je razgranato, osnovni elementi
su intervali). Razmatranje probabilistickih programa inspirisalo je radove [32, 65]. Pretpostavke ovih
logika su znacajno razlicite od nasih. Akcenat se stavlja na operatore koji odgovaraju programskim
konstrukcijama (if-then, while-do, ...), dok je verovatnosni deo u manjoj meri istaknut, a tempo-
ralni je implicitan. U logikama postoje razna sintaksna ogranicenja koja su posledice orijentacije ka
analizi programa. Na primer, u dosegu verovatnosnih operatora se moze naéi samo iskazna formula,
nije dozvoljena konjunkcija verovatnosnih formula itd. Za ove logike je samo analizirana odlucivost i
slozenost, dok je otvoreno pitanje kompletne aksiomatizacije. Temporalni operatori se eksplicitno po-
javljuju u logikama prikazanim u [50, 73], ali u njima nema verovatnosnih operatora, veé¢ se valjanost
definiSe kao vazenje skoro svuda.

5.1 Temporalne logike

Istrazivanja u oblasti temporalnih logika inspirisana su nesumljivom promenljivoscu istinitosne vred-
nosti iskaza tokom vremena. Iako je ovaj problem uocen jo§ u antici, nastanak savremene teorije
temporalnih logika povezuje se Arthur-om Prior-om [87, 88]. Literatura o temporalnim logikama je
veoma bogata, tako da ovde navodimo samo jo§ pregledne tekstove [6, 13, 14].

Na najjednostavnijem iskaznom nivou u temporalnim logikama se koristi iskazna slova, klasi¢ni
operatori i vremenski (Prior-ovi) operatori G i H koji se redom interpretiraju kao: 'uvek ée biti’ i
’oduvek je bilo’. Operatori F' i P se redom defini§u kao —G—, odnosno —H - i interpretiraju kao
"bice’ i ’bilo je’. Ako sa p oznacimo iskaz ’sneg je beo’, onda Gp, Fp, Hp i Pp redom znage ’sneg Ce
uvek biti beo’, 'sneg ée biti beo’, ’sneg je oduvek bio beo’ i 'sneg je bio beo’. Vreme se, uglavnom,
shvata kao skup trenutaka koji nemaju trajanje. Odgovarajué¢i modeli su sliéni modalnim modelima
u kojima relacija dostiznosti odgovara protoku vremena. Odatle se i vremenski operatori ponasaju
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slicno modalnim operatorima. Recimo, u nekom svetu w nekog modela vazi formula Ga ako formula
« vazi u svim svetovima koji se nalaze u buduénosti sveta w. Valjanost izvodenja zavisi od izabrane
kosmologije: da li vreme ima pocetak ili kraj, da li je vreme izomorfno skupu celih, prirodnih,
racionanih ili realnih brojeva, da li je vreme kruzno, da li postoji vise moguéih buduénosti i proslosti,
tj. da 1i se vreme razgranava ili je linearno itd. U temporalnim logikama se analiziraju odnosi ovih
pretpostavki i njihov uticaj na semantiku i aksiomatiku. Bogatiji temporalni jezici sadrze i binarne
operatore U i S koji se interpretiraju kao '...je dok god nije ...’, odnosno ... je otkad je bilo ...".
Prior-ovi operatori su definabilni preko operatora U i S, dok obrnuto ne vazi. Pored tradicije u
kojoj se na vreme gleda kao na skup trenutaka, postoji pristup u kome su osnovni elementi vremena
intervali.

U delu matematicke logike koja se bavi primenama u rafunarstvu znatna paznja se poklanja
temporalnim logikama u kojima je, zbog nacina rada ra¢unara, vreme diskretno i u kojima je prisutan
i vremenski operator () koji se interpretira kao 'u sledeéem trenutku’ [5, 72]. Temporalne formule
se koriste za opis rada programa. Modeli sa linearnim vremenom izomorfnim prirodnim brojevima
predstavljaju sekvencu stanja koja se generisu tokom rada programa. Sli¢no verovatnosnim logikama,
za iskazne temporalne logike u kojima je vreme izomorfno sa prirodnim ili celim brojevima ne vazi
teorema kompaktnosti [36], a u sluéaju odgovarajuéih temporalnih logika prvog reda skup valjanih
formula nije rekurzivno nabrojiv, pa ne postoji kona¢na aksiomatizacija [115, 116].

5.2 Logika LPPT

Logika LPPT je iskazna logika pogodna za temporalno i verovatnosno rezonovanje. U njoj ¢emo
biti u stanju da formalizujemo recenice poput ’ako je verovatnoéa od « bar s, tada ée u sledeéem
momentu verovatnoc¢a od « biti bar r’. Razmatra¢emo modele u kojima je vreme izomorfno sa
skupom prirodnih brojeva, dakle:

e postoji pocetni trenutak, ali ne i poslednji,

e vreme je linearno,

e svaki trenutak ima tacno jednog neposrednog sledbenika i

e ako trenutak nije pocetni, on ima tac¢no jednog neposrednog prethodnika.
Svakom trenutku biée pridruzen verovatnosni prostor tako da:

e verovatnoca je konacéno-aditivna,

e u algebri skupova se nalaze samo skupovi buduéih trenutaka i

e samo prazan skup ima verovatnoc¢u nula.

Pretpostavke o toku vremena su, kao $to smo konstatovali u odeljku 5.1, uobiéajene kada se imaju
u vidu primene u racunarstvu. Te pretpostavke utiGu na izbor vremenskih operatora tako da se
koriste operatori koji ’gledaju u buduénost’, a takode i na izbor verovatnosnog dela modela. Posto
¢emo verovatnocom iskaza nastojati da pruzimo gradaciju izmedu ekstremnih krajnosti vazenja for-
mula u buduénosti: formula uvek vazi i formula vazi bar jednom, prirodno je da se mere samo
skupovi buduéih trenutaka. Naime, ono §to je u sadasnjosti ili jeste, ili nije, dok je proslost uvek
konac¢na i poznata, pa tu nema mesta verovatnoéi. Modele smo ograniéili tako da su samo prazni
skupovi verovatnoée nula. Ovo ée za posledicu imati da ¢ée vremenski operator G znaditi isto §to
i verovatnosni operator P>1. Potpuno je legitimno i da se ova pretpostavka odbaci, u kom slucaju
spomenuti odnos operatora G i P>1 nece viSe vaziti, Sto ¢emo prodiskutovati u odeljku 5.2.6. Sa
druge strane, izbor tipa verovatnoce nije proizvoljan. Naime, postupak prelaska sa kona¢no-aditivne



na, g-aditivnu verovatnoéu koji se koristi u poglavljima 2 i 3 ovde nije primenljiv po§to su skupovi
svetova rezultujucih o-aditivnih modela neprebrojivi, dok se ovde koriste samo prebrojivi modeli.

Beskonacnost modela onemoguéava da se koristi redukcija proizvoljnog modela u kome vazi for-
mula na kona¢ni model, kao $to je bilo radeno u poglavlju 2. Sli¢no, prisustvo verovatnoce sprecava
upotrebu standardnih postupaka kojima se ispituje odlucivost kod temporalnih logika [5, 35, 89] tako
da je pitanje odluc¢ivosti problema zadovoljivosti i valjanosti za logiku LPPT jo§ otvoreno.

5.2.1 Jezik

Jezik L(LPPT) logike LPPT je prosirenje jezika L(LPP;) opisanog u odeljku 2.1.1 vremenskim
operatorom (). Dakle, neka je S skup svih racionalnih brojeva iz [0, 1]. Jezik L(LPPT) se sastoji od
prebrojivog skupa iskaznih slova ¢ = {p1,p2,...}, klasi¢énih operatora — i A [18], liste verovatnosnih
operatora oblika P> za svaki s € S i vremenskog operatora ().

5.2.2 Formule

Skup For(LPPT) formula ovog jezika je najmanji skup koji sadrzi iskazna slova i zatvoren je za
sledeéa pravila:

e Ako je o formula i s € S, onda je P>ga formula.
e Ako je a formula, onda je Oa formula.
e Ako su a i 8 formule, formule sui -aiaApB.

Jedna formula je, recimo, PZ% p1 AQOP; 5P1- Formule iz skupa For(LPPT) ¢éemo ozna¢avati malim
slovima grckog alfabeta: «, B, 7y, ...Za definisanje preostalih klasi¢nih iskaznih i verovatnosnih
operatora koristi¢emo isti postupak kao i do sada. Sa ()« oznacavaéemo formulu o, a sa Q)" la
formulu O Q" a. Ako je T = {a1, ag, ...} skup formula, sa QT éemo oznagiti {Qai, Oag,...}.

5.2.3 Klase modela

Kao i do sada, u odredivanju znacenja formula koristicemo modele u kojima su verovatnoce defin-
isane nad moguéim svetovima, pri ¢emu su u ovom sluc¢aju svetovi vremenski trenuci. Modeli ée
predstavljati kombinaciju temoralnih modela [5, 72] i verovatnosnih modela.

Definicija 5.1 Verovatnosni vremenski model je struktura M = (W, v, Prob), gde su:
o W = {wg,ws,...} je neprazan prebrojiv skup svetova,
o v:Wx¢w— {T, L} jeiskazna valuacija koja svakom svetu i svakom iskaznom slovu pridruzuje
Tili Li
e Prob je preslikavanje koje svakom svetu w; € W pridruzuje jedan kona¢no-aditivni verovatnosni

prostor (W (w;), H(w;), u(w;)) tako da:

- W(wz) = {wj 17> i},
— H(w;) je algebra podskupova od W (w;) i

— p(w;) je konatno-aditivna verovatnoéa definisana na H (w;) takva da je za svaki neperazan
skup A € H(w;), pu(w;)(A) > 0.



Ocigledno je da je definicija 5.1 u skladu sa ogranifenjima datim na pocetku odeljka 5.2, tj. da
su iz nekog trenutka merljivi samo skupovi buduéih trenutaka i da su svi neprazni skupovi pozitivne
verovatnoce.

Relaciju zadovoljivosti éemo uvesti u skladu sa definicijom 2.2.

Definicija 5.2 Neka je M proizvoljan LPPT-model i w; proizvoljan svet tog modela. Formula « je
zadovoljena u svetu w;, u oznaci w; =y « , ako vazi:

e ako je « iskazno slovo, a € ¢, w; =3 a ako i samo ako v(w;)(a) =T,

e ako je a oblika P>, w; = @ ako i samo ako p(w;)({w' : w' € W(w;),w' Epm B}) > s,
e ako je a oblika OB, w; E=p o ako i samo ako w11 | S,

e ako je a oblika =3, w =3 a ako i samo ako nije w =37 B i

e ako je o oblika S Ay, w = @ ako i samo ako w =y B 1w = 7.

Indeks koji ozna¢ava model u oznaci |=j; neéemo pisati, ako to ne unosi zabunu. Prema defini-
cijama 5.1 i 5.2, za trenutak w; nekog modela je w; = P>1c ako i samo ako a vazi u svim budué¢im
trenucima w;,; posmatranim iz w;. Dakle, verovatnosni operator ’>; se ponaSa kao i vremenski
operator G.

Zadovoljivost, vazenje, tacnost i valjanost se definiSu kao i u odeljku 2. Recimo, formula ()—p
je zadovoljiva, ako postoji model M i u njemu bar jedan trenutak koji nije pocetni u kome ne vazi
iskazno slovo p.

Sa LPPTyeas ¢emo kao i do sada oznacavati klasu merljivih modela, odnosno modela u kojima
je za svaki trenutak w; i svaku formulu « skup {w;;; : j > 01 wi3; |= a} merljiv. Klasu modela u
kojima je za svaki svet w; algebra H (w;) = 2W(wi) ¢emo oznacavati sa LPPTyy. U daljem izlaganju
baviéemo se samo modelima iz ove dve klase.

5.2.4 Aksiomatizacija

Aksiomatski sistem Azppp, iz odeljka 2.1.4 ¢emo proSiriti novim aksiomama koje se odnose na
vremenski operator () i njegov odnos sa verovatnosnim operatorima (aksiome 7, 8, 9 i 10):

1. Sve instance iskaznih tautologija.
2. P5oo
3. Pcpa — Posa, s >
4. Posa — Psa
5. (Pora A Pssff AP>i(naV =) = Pomin(i,rts)(@V B)
6. (P<ya A Poyff) = Pepys(aVp), r+s<1
7. Ola = ) = (Oa = OB)
8. " Oa+ O«
9. Oa — Py«
10. OPspa = Pspa

a takode ¢emo donekle izmeniti i beskona¢no pravilo izvodenja (3):



1. Iz o i a — B izvesti S.
2. Iz a izvesti Ps1a.
3. Za svakim >0, iz § — OmPZk%a, za svaki prirodni broj k& > %, izvesti B — Q™ P>;a.

Dobijeni aksiomatski sistem ¢emo oznaéiti sa Azrppr.- Aksiome 7 i 8 su uobicajene aksiome
u logikama koje ukljué¢uju operator (). Aksioma 7 se odnosi na distibutivnost operatora () preko
implikacije, dok se aksiomom 8 zapisuje komutativnost operatora () i -. Aksiome 9 i 10 opisuju
odnos operator () i verovatnosnih operatora. Aksiomom 9 se kaze da, ako je a tafna u sledeéem
trenutku, onda je njena verovatnoca u tekuéem momentu veéa od 0. Sli¢no, aksiomom 10 se kaze da,
ako je u slede¢em trenutku verovatnoca od « pozitivna, to je sluc¢aj i u sadasnjosti. Ove dve aksiome
skupa garantuju da ée svi merljivi neprazni skupovi imati pozitivnu verovatnoéu. Aksiome 9 i 10 su
redom ekvivalentne sa:

(9’) lea — Oa
(10’) PZlOé — Olea

Formula P>1a0 = Qa A OQPs1a je njihova jednostavna posledica. Ta formula na sintaksnom nivou
potvrduje da se operator PP>1 u potpunosti ponasa kao temporalni operator G. Sli¢no, temporalni
operator F' se ponaSa kao P-¢. Uobitajeno pravilo necesitacije, ’iz « izvesti ()a’ se dobija iz pravila
2 koriSéenjem aksioma 9’ i 10’.

Pojmovi teorema, dokaza, sintaksnih posledica skupova formula, dokaza iz skupova formula,
konzistentnih i maksimalno konzistentnih skupova su dati definicijama 2.5, 2.6, 2.7 i 2.8. Podsetimo
da to znadi da se u izvodenju iz skupa formula pravilo 2 primenjuje samo na teoreme.

Sledeée tvrdenje ¢e biti kori§teno u preostalim dokazima.

Teorema 5.3 1. Ako je F «, onda je - Qa.

2. FOla = B) < (Oa— OP)

3. FO(@AB) = (OanOB)
4. Ako je T F a, onda je OT F QOa.

Dokaz. 1. Neka je - a. Prema pravilu izvodenja 2 je = P>ia, pa poSto je aksioma 9’ oblika
Ps1a — Qa, neposredno sledi = Oa.
2. Dokaz s leva na desno sledi neposredno, posto je formula O(a — 8) —» (OQa — (OF) u stvari
aksioma 7. Dokaz s desna na levo je:

F(aA=p) = -p

FlaA-p) =«

FO(@A=8) = O-8
FO(@A=8) = -~08
FO(aA=8) = O«
FO(aA=p) = (OaA-0 p)
F=(OQaA-0p) = -0 (ar-p)
F(=OaVvOB) = O-(aA-p)



F(Oa = Op) = Ola = )
3. Dokaz je:

FlaAnB) =«
F(anB)—p
FO(aAB) = Oa
FO(@AB) = OB
FO(@AB) = (OaAOB)

4. Dokaz se sprovodi indukcijom po duzini izvodenja. Ako je duzina dokaza T - « jednaka 1, tada je
« bilo aksioma, bilo formula iz skupa T'. U prvom slu¢aju je F Qa, a u drugom Qa € ()T, tako da
tvrdenje sledi trivijalno. Pretpostavimo da je duZina dokaza k. Ponovo, formula a moze biti aksioma
ili pripadati skupu 7T'. U oba slu¢aja dokaz se sprovodi kao malopre. Pretpostavimo da je a dobijena
iz T primenom pravila 1:

THB— «
THpS
THa

Tada je, na osnovu indukcijske pretpostavke:

OT+OB — )
OoTrFQOp
OTFOB = O«
OT F Qa
Pretpostavimo da je o = P>/ dobijena iz T' primenom pravila 2:
THp
TtF P>
Tada su 8 i P>1f3 teoreme, pa vaZi:
FOP>18
OT F Oao
Konaéno, pretpostavimo da je o = 8 — (O™ P>,y dobijena iz T primenom pravila 3:

T+ p— Q™Ps, 17, za svaki prirodni broj k > 1

TEB—= QOQmPssy
Prema indukcijskoj pretpostavci tada je:

OTHQOB — OmPZk%q/), za svaki prirodni broj k > %
OT+FQOB— OmHPZS_%fy, za svaki prirodni broj k >
OT OB = O™ Pssy

OT F O(B = O™P>yy), prema teoremi 5.3.2

OT F Qa [ |

® =



5.2.5 Teorema potpunosti

Analogani teoreme korektnosti 2.9 i teoreme 2.10 (¢iji deo je i teorema dadukcije ) se dokazuju na isti
nacin kao i u poglavlju 2. Maksimalno konzistentno proSirenje konzistentnog skupa se dobija kao i u
teoremi 2.11. Jedino se, zbog razlika u zapisu pravila izvodenja, korak 4 zapisuje na sledeéi nacin:

4. Ako je skup Tj41 dobijen dodavanjem formule oblika =(8 — (O™ P>s7), tada za neki
n € N skupu dodajemo i formulu 8 — - (O™ P, ,_1, tako da T;;; bude konzistentno.

Za maksimalno konzistentne skupove vaze iste osobine kao i u teoremi 2.12.

Razlike u odnosu na dokaz potpunosti iz odeljka 2.1.6 se javljaju tek prilikom definisanja kanon-
skog modela, §to je posledica specificnosti modela iz klase LPPT\ieas- Kao i ranije polazni konzis-
tentni skup T se prosiruje do maksimalno konzistetnog skupa T, a zatim se svetovi kanonskog modela
definisu induktivno: wg = T, wiy1 = {B: OB € w;}. Sledeéom teoremom pokazaéemo da je je svaki
ovako dobijeni svet maksimalno konzistentan.

Teorema 5.4 Neka je T konzistentan skup. Skupovi wg =T i w1 = {8: OB € w;} za i > 0 su
maksimalno konzistenti.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po ¢. Za skup wy je ve¢ obrazlozeno da je maksimalno
konzistentan. Neka tvrdenje vazi za neko ¢ > 0. Ako skup w;1 ne bi bio konzistentan, bilo bi w;;
aA-a. Prema teoremi 5.3.4 tada je Quw;11 F OQ(a@A—a), a prema teoremi 5.3.3, Quw;+1 F QaAn-Qa.
Odavde neposredno sledi da bi i skup w; bio nekonzistentan, §to predstavlja kontradikciju. Sli¢no,
neka je skup w;11 za ¢ > 0 prvi u nizu skupova koji nije maksimalan. To zna¢i da za neku formulu
a ni a ni ~a ne pripadaju skupu w;11. Odatle ni Qa ni O—a, odnosno - () a ne pripadaju skupu
w;, pa ni ovaj skup ne bi bio maksimalan, §to je kontradikcija. [ |

Kanonski model je struktura M = (W, v, Prob) gde:
e W je upravo definisani skup {wg,ws,...},

e v je preslikavanje koje svakom svetu w; € W pridruzuje valuaciju v(w;) : ¢ — {T, L}, tako da
za svako iskazno slovo p € ¢, v(w;)(p) = T ako i samo ako p € w;,

e Za svako w; € W, Prob(w;) = (W (w;), H(w;), p(w;)) tako da:
— W(w;) = {wiy;:j > 0},
— H(w;) je klasa skupova oblika [a],,; = {w; € W(w;) : o € w;}, za svaku formulu « i
— za svaki skup [ay; € H(w;), p(w;)([aw;) = sup{r : P>ra € w;}.
Da je M jedan LP PT\jeas-model pokazuje se na, isti na¢in kao i u teoremama 2.13 i 2.14, uz dodatak
da aksiome 9 i 10 garantuju da su samo prazni skupovi verovatnoée nula. Naime, ako je za neko «,

skup [a]w, # 0, to znaci da za neko m > 0, O™« € w;. Prema aksiomama, formule O™ ! P,
O™ ?Psoq, ..., Psoa pripadaju skupu w;, pa je p(w;)([e]w;) > 0.

Teorema 5.5 (Jaka potpunost za LPPT\e,s) Svaki konzistentan skup 7' ima L P PTjeas-model.

Dokaz. Jedini novi korak u odnosu na teoremu 2.15 predstavlja dokaz da je za svako 7 > 0 i svako
B, w; = OB ako i samo ako O € w;. Neka w; = (OpF. To znaéi da je wiy; | B, pa na osnovu
indukcijske pretpostavke f € w;+1. Zbog natina definisanja skupova w;, sledi da je O € w;. U
suprotnom smeru, pretpostavimo da je (O € w;. Ponovo, prema nacinu definisanja skupova w;,
odatle sledi da je 8 € wjt+1. Zbog indukcijske pretpostavke je w;+1 = 3, pa je je w; = Op. [

Konac¢no, teorema,
Teorema 5.6 (Jaka potpunost za LPPTay) Svaki konzistentan skup 7' ima LP PTaj-model.

se dokazuje kao i teorema 2.16.



5.2.6 Jedno slabljenje pretpostavki o modelima

Na pocetku odeljka 5.2 smo postavili zahtev da u modelima samo prazni skupovi imaju verovatnoéu
nula §to je imalo za posledicu da se operatori G'i P>1 mogu poistovetiti. Ova pretpostavka se moze
i odbaciti pri ¢emu se gubi spomenuta veza. Za relaciju zadovoljivosti éemo u odnosu na definiciju
5.2 dodatno zahtevati da ispunjava:

e ako je a oblika G, w; |= « ako i samo ako za svaki j > 0, w4, = B.
Aksiomatizacija ovakve jedne logike bi se postigla sledeé¢im izmenama u sistemu Azpppr:

e Potrebno je dodati aksiome koje govore o odnosu operatora G i O [72]:

Ga — Quo
Ga - OGa

umesto aksioma 9 i 10.

e Potrebno je dodati aksiomu koja opisuje odnos operatora G'i P>1:
Ga — lea.
e Potrebno je dodati pravila izvodenja:

Iz F o izvesti - Ga.

1z F 8 — O™« za svaki prirodan broj m > 0 izvesti - § — Ga.

koja zamenjuju pravilo 2.

Primetimo da je poslednje pravilo izvodenja beskonaéno, poput pravila 3. Razlog za njegovo uvodenje
lezi u tome §to teorema kompaktnosti (odeljak 5.2.7) ne vazi za temporalni deo ove logike. Dokaz
potpunosti zatim prati prethodno opisane korake.

5.2.7 Kompaktnost

Kao §to je u odeljku 2.1.8 pokazano, verovatnosni deo logike LPPT ne zadovoljava teoremu kom-
paktnosti. Sli¢no vazi i za ¢isto temporalni deo [36]. Da bi se to utvrdilo dovoljno je posmatrati
formule A, = F(p ANF(p A F(...))...), gde je n broj pojava iskaznog slova p i analizirati skup
A = {4, : n je prirodan broj} U { FG-p}. Svaki konatan podskup skupa A je zadovoljiv, dok ceo
skup to nije. Zato smo prinudeni da u aksiomatski sistem uklju¢imo beskonaéno pravilo kako bismo
ostvarili jaku potpunost. Za temporalni deo logike LPPT postoji kona¢na aksiomatizacija za koju
vazi samo slaba potpunost [72].

5.3 Logika LPPT%

U odeljku 5.2 su razmatrani modeli u kojima nije bilo posebnih zahteva za vrstu verovatnoce, izuzev
da su neprazni merljivi skupovi vremenskih trenutaka imali pozitivnu verovatnoéu. Nekada moze biti
interesantno razmatrati modele u kojima je verovatnoca fiksirana. U nastavku teksta éemo upravo
to uraditi. Zadrzaéemo istu definiciju modela, uz pretpostavku da je u modelima fiksirana sledeéa
verovatnoca:

o W(w;) = {wiyj,j > 0},



S~ -

o H(w;) =2 j

e 1 je funkcija koja svakom svetu iz W pridruzuje verovatnoéu tako da p(w;)(witj) = 2%, za,
j > 0.

Oznacimo ovu logiku sa LPPTi. Aksiomatskim sistemom i dokazom teoreme potpunosti ilus-
trova¢emo postupak koji bi se mozgao primeniti za logiku ¢iji modeli imaju i neku drugu, ali fiksiranu
verovatnocu.
Aksiomatski sistem Azpppr, Ce sadrzati shema aksiome:
2

1. Sve instance iskaznih tautologija.
2. Ps5oa
3. Pcpa — Posa, s >
4. Pcya — Posa
5. (Pspa A PsyBAPs1(maV =B)) = Pomin(ir45) (e V B)
6. (P<ra A Pegff) = Pepys(aV ), r+s<1
7. Ola = B) = (Oa = OB)
8. " Oa+ O«
9. OQa — Pzéa

10. QaANQOQPs>s—~a — PZ%—u

11. O~aANQOQPs>s—a — Pz%—'a

i pravila izvodenja:

1. Iz a i a — B izvesti S.
2. Iz a izvesti Ps1a.
3. Zasvakim > 0, iz 8 — OmPZS_%a, za svaki prirodni broj k > %, izvesti 8 — Q" P>;a.

Uporedivanjem se lako ustanovljava da su novim aksiomama 9, 10 i 11 zamenjene aksiome 9 i 10 iz
sistema Az ppr, dok preostali deo sistema nije menjan.

U dokazima analogana teorema 5.3, 2.11 i 5.4 ponavlja se isti postupak kao i ranije. Do izmena
dolazi prilikom definisanja kanonskog modela. Sada ée to biti struktura M = (W, v, Prob) u kojoj:

e W je kao i pre skup {wq, w1, ...},

e v je preslikavanje koje svakom svetu w; € W pridruzuje valuaciju v(w;) : ¢ — {T, L}, tako da
za svako iskazno slovo p € ¢, v(w;)(p) = T ako i samo ako p € w; i

e Za svako w; € W, Prob(w;) = (W (w;), H(w;), u(w;)) tako da:
- W(wi) = {wiy; : 5 > 0},
— H(w) = 2V |

)=
) (i) = L aaj > 0, p(wi)(A) = Sy, eamlws) ({wig;}) za svaki skup A €



Sada se lako proverava da je funkcije p(w;) verovatnoéa, pa je M zaista LPPT% -model. I sledeéa
teorema je posledica nafina definisanja kanonskog modela.

Teorema 5.7 Ako je za neku formulu $ i neki svet w; (i > 0) kanonskog modela 8 € w;, onda je:

1. O'B € wy
2. Oi_1P>lﬂ € wp 1
23

3. Oiilpséﬂﬁ € wop.

Dokaz. 1. Iz definicije svetova w; sledi w; = {8: QOB € wi_1} = ... = {B: OB € wy}.
2. Prema aksiomi 9 je Of8 — P>%ﬁ € wp, pa je na osnovu koraka 1, Ol_1P>%ﬁ € wy.
2. Tvrdenje sledi neposredno iz ¢injenice da je P 1 B=P_ 1 =0. [

Teorema 5.8 (Jaka potpunost za LPPT:) Svaki konzistentan skup 7' ima LPPTi-model.
2 2

Dokaz. Jedini novi korak u odnosu na teoremu 5.5 predstavlja dokaz da je za svako i > 0 i svako
B, w; = P>sf ako i samo ako P> € w;.

Neka je P>;f € w;. Pokazatemo da pretpostavka w; [~ P>,8 dovodi do kontradikcije. Iz pret-
postavke w; = P>, sledi da je p(w;)({wit; : wiy; = B}) < s. Posto je p nenegativno, nije moguce
da bude s = 0, pa mora biti s > 0. Sa [f],,; oznac¢imo skup {w;1; : B € w;yj}, a sa [=f]w, skup
{wi1; : =B € w;4;}. Prema indukcijskoj pretpostavci § € w ako i samo ako w |= . Prema tome
imamo da je pu(w;)([Blw;) < s. Kako je [-f]w;, = W (w;) \ [Blw;, sledi da je p(w;)([-f]w;) >1—s < L.
Skup [~f8]w,; je neprazan jer je njegova mera strogo veéa od 0. Iz skupa [—f],, mozemo izdvojiti
konacan neprazan podskup sa istom osobinom.

Neka je D skup indeksa svetova iz tog kona¢nog skupa, odnosno D = {i+j : = € w;4,;} tako da je
2itjeD 2% = s’ > 1—s. Kako je D konac¢an, postoji njegov maksimalan element m = max{i+j € D}.
Nekasu D-g={i+k:i+k<mk>0,-f€wyp}iDg={i+k:i+k<mk>00€ w}
skupovi indeksa svetova koji se nalaze izmedu w; i wy, (uklju¢ujuéi i w,,) u kojima se nalazi formula
=, odnosno . Posto =8 € w,,, prema teoremi 5.7 imamo da formule ()"~ 1P 1ﬁ om= 1P>;—|ﬁ
pripadaju skupu wg. Primenom aksioma 9, 10 i 11 polazeéi od skupa wy, vracacemo se unazad korak
po korak i odredivati verovatnote skupova [Blu,,; 1 [78]wy,;-

Ako jem =1 + 1, onda je =8 € w;yq i O—ﬂ € w;, a prema aksiomi 9 P>1ﬂ6, 15 € w;. Posto

je 2itjen_g 21J 3 >1— 5, ondaje s > 4. Prema aksiomi 3 je:

P 1B — Pesf.

Odatle sledi da je P.;83, odnosno —P>, u skupu w;, §to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
PZS/B € w;.

Neka je m > 1+ 1. Tada je O—f8 € wy,_1 i Pz%ﬁﬂ € Wpy—1- Indeks m — 1 pripada ili skupu Dg
ili skupu D-g. Ako je m — 1 u prvom skupu, odnosno ako 3 € wy,_1, onda formule Of € wy, o i
OP>1 —f pripadaju skupu wy,—2, pa prema aksiomi 10 formula P >(L) /Q—ﬂ € Wy,—9. Prema teoremi
5.7, Om ’p. i_'ﬂ € wo. Ako je m —1 € D_g, odnosno =8 € wy,—1, onda formule O € wpy—_2 i
QP2 1 - pri_padaju skupu w,;,_2, pa prema aksiomi 11 formula PZ( 1) /Q—ﬂ € Wy, _o. Prema teoremi
5.7, Om*QPZ%ﬁﬂ € wy.

Ovakav postupak kretanja unazad se ponavlja m — ¢ puta, nakon éega se zakljucuje da je
OiPZS/—u@, odnosno ing—s'ﬂ u skupu wy. Kako je s’ > 1 — s, odnosno s > 1 — &', prema ak-
siomi 3 sledi da je O'Ps8 € wg. Posto je po pretpostavci i OiPZSﬁ € wg, skup w; ne bi bio
konzistentan, $to je kontradikcija.



U suprotnom smeru pretpostavimo da je w; = P>s8. Ako je s = 0, po aksiomi 2 je P>¢f8 € w;.
Neka je dalje s > 0 i p(w;)({wiy; : witj = B}) > s. Prema indukcijskoj pretpostavei 8 € w;y; ako i
samo ako Wiy (= . Ako je [Blu, = {wi; : B € wits}, onda e (ws) ([Blu,) > s i (i) ([Blu) > 5L,
za svako k > 1. Za svako fiksirano k > 1 postoji konatan skup K(8,wi,k) C [Blw; sa osobinom
p(w;) (K (B, wi, k)) > s — 7. Neka je, kao i malopre, m = max{i + j : w;; € K(B,w;,k)}. Posto
wm E B, po indukcijskoj pretpostavci je 8 € wp, pa je O € wp—1. Kako je po aksiomi 9
OB — Pzéﬂ € Wp—1, to jei PZ%ﬁ € Wp,_1. Sli¢nim postupkom kao i malopre, na osnovu aksioma

10 i 11, zakljuCuje se da je P>y € w;, gde je s’ > s — % Dalje je, prema aksiomama 3 i 4,
P>57%,3 € w; i QZP>37%,3 € wp. Prema konstrukciji skupa wy sledi da je O'P>s8 € wp, odnosno

PZS,BE’LUZ'. |
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Verovatnosna prosirenja
modalnih logika

Na osnovu izlozenog u poglavljima 2 i 3 moze se uocCiti da su verovatnosne logike u izvesnom smislu
slicne normalnim modalnim logikama [57]:

e jednu komponentu verovatnosnih modela predstavlja skup moguéih svetova,

e relacija zadovoljivosti je definisana tako da se u slu¢aju verovatnosnih operatora razmatraju
istinitosne vrednosti formula u drugim svetovima, tako da su verovatnosni operatori, poput
modalnih operatora, svojevrsni kvantifikatori nad mogué¢im svetovima,

e formula P> vaZzi u nekom svetu verovatnosnog modela ako je mera svetova u kojima vazi
«a jedan, dok formula Oa vazi u nekom svetu modalnog modela ako o vazi u svim dostiznim
svetovima,

e teorema 2.10.5 o distribuiranju verovatnosnog operatora P> podseca na aksiomu K kod modal-
nih logika,

e u dokazu potpunosti se koristi konstrukcija kanonskog modela itd.

U ovom poglavlju ¢emo pokusati da sistematski prou¢imo odnos izmedu verovatnosnih i normalnih
modalnih logika. Pokazacemo da verovatnosni operatori ¢ine gradaciju izmedu ekstrema koje u
modalnom okruzenju predstavljaju operatori O (vaziti u svim svetovima) i < (vaziti u bar jednom
svetu). Definisa¢emo relaciju dostiznosti izmedu svetova u verovatnosnim modelima koja ¢e nam
posluziti kao sredstvo za poredenje logika. U veéem delu poglavlja razmatraé¢emo iskazne verovatnosne
logike LPP; i LPPlF R(n) (i neke njihove varijante) u kojima su dozvoljene iteracije verovatnosnih
operatora i meSanje klasi¢nih i verovatnosnih formula. Dobijeni rezultati pokazuju da su verovatnosne
logike prosirenja normalnih modalnih logika. Preciznije, logika LPP; predstavlja konzervativno, a
LPPlF R pekonzervativno prosirenje (izomorfne slike) logike D. Za normalne logike koje sadrze D
situacija je komplikovanija zbog osobina veovatnoce. Na kraju poglavlja, jednim primerom éemo
ilustrovati odnos izmedu verovatnosnih i modalnih logika prvog reda.

Odnos izmedu modalnih i verovatnosnih logika je proucavan u viSe radova od kojih navodimo
[19, 42, 48, 77, 108]. U [19, 77, 108] je tradicionalna iskazna valuacija zamenjena verovatnosnim
funkcijama. Pokazano je da postoji adekvatna verovatnosna semantika za neke normalne modalne
logike. Nag pristup je blizi radovima [42, 48] u kojima su razmatrane logike sa verovatnosnim oper-
atorima, ali se zahteva da su verovatnocée koje se javljaju u modelima diskretne. Ako se razmatraju
samo modeli kod kojih je za sve svetove w verovatnoca u(w) ista funkcija, pokazano je da je verovat-
nosna logika (u nasoj notaciji) LPP; konzervativno prosirenje logike KD/5.
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6.1 Normalne modalne logike

U ovom odeljku koristi¢emo materijal iz [57].

Modalni jezik £(0) se sastoji od prebrojivog skupa iskaznih slova ¢ = {p1,p2,...}, klasiénih
operatora — i A i modalnog operatora 0. Skup For(O) formula ovog jezika je najmanji skup koji
sadrzi iskazna slova i zatvoren je za pravila: ako su « i f formule, formule su i —a, Oa i a A .
Uobicajeno je da se definise Ca = -O-a. Modalni model je struktura (W, p,v), gde je W neprazan
skup mogucih svetova, relacija dostiznosti p je binarna relacija medu svetovima, a valuacija v svakom
svetu i svakom iskaznom slovu pridruzuje istinitosne vrednosti T ili L. Relacija zadovoljivosti |= se
definige izmedu moguéih svetova i formula tako da (w je svet nekog modela):

e ako je « iskazno slovo, a € ¢, w = a ako i samo ako v(w)(a) =T,

e ako je a oblika -3, w |= « ako i samo ako nije w |= 3,

e ako je o oblika O, w = « ako i samo ako za svaki svet u tog modela, ako wpu, onda u |= 3 i
e ako je a oblika S Ay, w = « ako i samo ako w = B iw 4.

Formula je valjana u modelu ako je zadovoljena u svim njegovim svetovima. Formula je valjana u
klasi modela C, ako je valjana u svakom modelu te klase.

Klase modalnih modela se dobijaju zadavanjem uslova za relaciju dostiznosti p. U nastavku éemo
se baviti klasama modela ¢ija su imena i odgovarajuéi uslovi za relaciju dostiznosti dati u tabeli na
slici 6.1. Skupovi C-valjanih formula (C € {D, D/, DB, T, S4, B, S5}) se nazivaju normalne modalne
logike.

‘ klasa modela ‘ uslovi za p ‘
D serijska
Dj serijska i tranzitivna
DB serijska i simetri¢na
T refleksivna
S/ refleksivna i tranzitivna
B refleksivna, i simetri¢na
S5 relacija ekvivalencije

Slika 6.1. Klase modela.

Oznaé&imo sa K skup formula koji sadrzi sve instance:

e iskaznih tautologija i

e formule O(a — B) — (O — Op)
i koji je zatvorene za sledeca pravila:

e modus ponens (ako su aia — S u K), onda je fu K i

e necesitaciju (ako je @ u K, onda je i Oa u K).
Razmotrimo zatim sledece formule:

(D) Da — <«

(T) Do — «



(4) Oa — OO0«
(B) a - 0O%a i
(5) Ca — OCa.

Ove formule se nazivaju karakteristicne aksiome. Aksiomatizacija normalnih modalnih logika se
moze ostvariti dodavanjem karakteristiénih aksioma na K (slika 6.2). Uporedivanjem tabela datih
na slikama 6.1 i 6.2 intuitivno se naslué¢uje da je karakteristi¢na aksioma (D) u vezi sa serijalnoséu,
(T') sa refleksivnoséu, (4) sa tranzitivnoséu i (B) sa simetri¢noséu relacija dostiznosti u modalnim
modelima, dok je karakteristi¢na aksioma (5) u prisustvu aksiome (7") u vezi sa relacijama dostiznosti
koje su ekvivalencije. Ovaj utisak se formalno potvrduje u dokazima potpunosti koji se zasnivaju na
konstrukceiji kanonskog modela. Tada prisustvo karakteristi¢nih aksioma utice da relacija dostiznosti
u kanonskom modelu ima odgovarajuée osobine.

‘ klasa modela ‘ aksiomatizacija ‘

D K + (D)

Dy K+ (D) + (4)
DB K+ (D) + (B)
T K+ (T)

S4 K+ (T)+ (4)
B K+ (T) + (B)
S5 K+ (T) + (5)

Slika 6.2. Aksiomatizacija normalnih modalnih logika.

Sve normalne modalne logike imaju svojstvo da je proizvoljna formula zadovoljiva u nekom modelu
ako i samo ako je zadovoljiva u nekom kona¢nom modelu odgovarajuce klase. Jedna od posledica
ove osobine je da je problem zadovoljivosti i valjanosti formula za normalne modalne logike odluéiv.

6.2 Verovatnosne logike, joS jednom

Razmatranje ¢emo zapoceti od iskaznih verovatnosna logika LPP; i LPPlF R(n) opisanih u poglavlju
2 u kome su definisane klase merljivih modela, aksiomatski sitemi i dokazane odgovarajuée teoreme
potpunosti. Ovde éemo, ukratko, taj opis dopuniti tako da bude pogodniji za upotrebu u ovom
poglavlju.

6.2.1 Logika LPP,

U odeljku 2.1 je dat beskona¢ni akiomatski sistem Az pp, i pokazana jaka potpunost za klase modela
LPP; \eas, LPPy an i LPP; ;. Primetimo da se filtriranjem kanonskog modela dobija konacan model
u kome su verovatnoée o-aditivne. Prema tome, za aksiomatski sitem Az pp, se moze pokazati slaba
potpunost za klasu prebrojivih merljivih modela u kojima su verovatnoée o-aditivne. Oznacimo ovu
klasu modela sa LPP; ..

6.2.2 Logika LPP/ "™
(n)

U odeljku 2.2 je dat kona¢ni aksiomatski sistem Axlggpl i pokazana potpunost u odnosu na klase
modela LPP; yj, LPP; 5 i LPP} o

1o - Odgovarajuéi dokazi potpunosti se oslanjaju na postupak



iz teorema 2.15, 2.16 i 2.17 koji je razvijen za potrebe beskona¢nog aksiomatskog sistema Azrpp,.
Medutim, koriste¢i konacnost sistema A:v}L?};(If,ll) moguce je dati i dokaze koji prate dokaze potpunosti
normalnih modalnih logika [80], a koji ¢e nam posluziti u nastavku poglavlja. Prikazimo ukratko taj,
nazovimo ga modalni, postupak.

Pre svega, konzistentost se definiSe na sledeé¢i naéin:

e konaéni skup formula {«ag, a1,...,a,} je nekonzistentan ako je F =(ap Aoz A ... A ay), a u
suprotnom je skup konzistentan i

e beskonacan skup formula je konzistentan ako su mu svi konaéni podskupovi konzistentni.

Ako je ag, a1, . .. jedno nabrajanje formula, maksimalno konzistentno pro§irenje konzistentnog skupa
formula T se dobija definisanjem niza skupova:

1. Ty=T,
2. ako je T; U{«;} konzistentan skup, onda je Tj11 = T; U {o;},

3. ako je T; U{«;} nije konzistentan skup, onda je T;11 = T; U {—q;} i
4. T = U;T;.

U koraku 3 se dobija konzistentan skup formula poSto iz nekonzistentnosti skupova T; U {a;} i
T; U {—q;} sledi da u skupu 7T; postoje formule S1, B2, ..., Bm 171,72, - - - » T tako da je:

I__|(181/\---/\13m/\ai)
Fa(yi Ao Aym A )

odakle sledi

FaBiAcc ABn AL A - AYm)

pa ni skup 7} ne bi bio konzistentan, §to je kontradikcija. Posto je izvodenje konaéno, ako skup T
ne bi bio konzistentan, postojao bi skup T} koji takode ne bi bio konzistentan. Odatle, skup T jeste
konzistentan. Dalje se dokaz potpunosti sprovodi na isti na¢in kao i u poglavlju 2.

Sli¢no kao i u odeljku 6.2.1, sa LPPllT zgn) ¢emo oznaciti klasu prebrojivih modela u kojima su

verovatnoce o-aditivne, a za koje se na isti nacin pokazuje slaba potpunost.

6.3 Verovatnosne i modalne logike

U odeljku 6.3.1 biée dato nekoliko teorema koje na sintaksnom nivou ilustruju sli¢nosti izmedu opera-
tora P>1 i 0. Zatim ¢emo u odeljku 6.3.2 definisati relaciju dostiznosti izmedu svetova verovatnosnih
modela koja ¢e biti pandan relacije dostiznosti u modalnim modelima i pokazati da se i u verovatnos-
nom okruzenju ova relacija moze u nekim sluc¢ajevima dovesti u vezu sa karakteristi¢nim aksiomama.
Videcemo i da na semantickom nivou postoje velike slicnosti izmedu operatora P> i O. Intuitivno,
dok formula O« vazi u svetu w,, nekog modalnog modela ako i samo ako « vazi u svim svetovima
dostiZznim iz wy,, dotle P>1« vazi u svetu w, nekog verovatnosnog modela ako i samo ako o vazi
u skoro svim svetovima iz W(w,), tj. u skupu svetova dostiznih iz w, Cija je verovatnoéa 1. U
odeljku 6.3.4 ¢emo pokazati da su verovatnosne logike proSirenja normalnih modalnih logika. Zatim
¢emo u odeljku 6.3.5 razmotriti logike koje se dobijaju kada se verovatnosni jezik prosiri modalnim
operatorom [.



6.3.1 Operatori P>; i O
U sledeéem tvrdenju su sumirane neke verovatnosne teoreme koje imaju modalne analogane.
Teorema 6.1 1. - Psi(a = ) = (P>sa = P>f3)

2. F Psi(a— B) = (P>1a = P>1)

3. F Psi(aAB) = (Ps1a A P51 )

4. F (P>1a A P>18) = P>1(aAp)

5. F Psi(aAB) < (Psia A P>18)

Dokaz. 1. Dokazano u teoremi 2.10.5.
2. Posledica koraka 1 ovog tvrdenja.
3. Dokaz je:

Fanp) > a
Fanp) =P
FPsi((aApB) = a)
FPs>i((aAB) = B)
FPsi(aAp) = Psia
F Psi(aAB) = P>18
F Psi(aAB) = (Psia A Ps13)
4. Dokaz je:
Fa— (8= (aAp))
FPsi(a— (B — (aAB)))
FPsio— Ps1(B = (e AB))
F Psia = (P>18 — P>i(a A B))
F (Psia A Ps18) = Psi(a A f)

5. Posledica koraka 3 i 4 ovog tvrdenja. [ |

6.3.2 Relacija dostiznosti u verovatnosnim modelima

U verovatnosnom modelu M = (W, v, Prob) (bez obzira da li je re¢ o LPP; ili LPPlF R(n)-modelu)
mozemo reéi da je svaki svet iz W (w) dostizan! iz sveta w. U skupu W (w) nemaju svi svetovi isti
znataj. Na primer, ako je u(w)({u}) = 0, svet u ne uti¢e na verovatnoéu skupova iz H(w). Kada
bi verovatnoéa uvek bila diskretna, mogli bismo relaciju dostiznosti izmedu svetova verovatnosnog
modela definisati tako da je svet u dostizan iz sveta w ako je p(w)({u}) > 0. Upravo to pojednos-
tavljenje je pretpostavljeno u [48]. Medutim, posto postoje i modeli sa neprekidnim verovatnoéama,
mi ¢emo uvesti opstiju definiciju:

1Ovde bi prikladniji termin bio vidljiv koji se rede koristi u terminologiji teorije modalnih logika.



Definicija 6.2 Neka je M = (W, v, Prob) proizvoljni merljivi LPP) jeas-model (LPPEII\{,[(QS—model).

Relacija dostiznosti je relacija R C W2 koja zadovoljava da, je za sve w,u € W, wRu ako vazi:
1. ue W(w) i

2. za svaki skup A € H(w), ako u € A, onda u(w)(A) > 0.

Ovakvo uopstenje dovodi do bitnih razlika u odnosu na rezultate u [48].

Sledeée teoreme formalizuju ono §to smo zeleli re¢i kada smo na pocetku ovog odeljka spomenuli
da su neki svetovi znacajniji, odnosno manje znacajni od drugih svetova. Zapravo, znafajnost je
sinonim za dostiZznost uvedenu definicijom 6.2. U teoremi 6.3 se pokazuje da svetovi koji pripadaju
skupovima verovatnoée nula nisu znacajni, dok su svi svetovi koje smo nazvali znacajnima, prema
teoremi 6.4, u skupu verovatnodée jedan.

Teorema 6.3 Neka je M = (W, v, Prob) jedan LPPi yess-model (LPP; yu-model) takav da za

svetove w,u € W vazi u € A € H(w) i p(w)(A) = 0. Tada za svaki skup B € H(w) za koji je u € B
i p(w)(B) > 0 postoji skup C € H(w) takav da je C C B, u ¢ C i p(w)(B) = p(w)(C).

Dokaz. Neka je C = B\ A. Tada je C € H(w), C C B, p(w)(BNA) =01 pu(w)(C) = p(w)(B). m

Teorema 6.4 Neka je M = (W,v, Prob) jedan LPPiieas-model (LPP] ym-model) takav da za

svet w € W iskup A € H(w) vazi pu(w)(A) = 1. Tada se u skupu A nalaze svi dostizni svetovi za
svet w.

Dokaz. Pretpostavimo da je wRu tako da u ¢ A. Tada jew € W\ A i pu(w)(W \ A) > 0, sto
predstavlja kontradikciju. Dakle, za svaki svet u za koji je wRu mora biti u € A. [ |

Relacija dostiznosti u verovatnosnim modelima je, prema definiciji 6.2, potpuno odredena elemen-
tima iz struktura LP Pj \eas-modela (LPPle &gz)s—modela). Mi éemo je u nastavku koristiti kao sred-
stvo koje olakSava poredenje logika. Posto je relacija dostiznosti u verovatnosnim modelima uvedeni
pojam, LPP; yjeas-modele (LPPIF ﬁgz)s—modele) ¢emo od sada shvatati kao ¢etvorke (W, v, Prob, R)
gde je R relacija dostiznosti. Sada ¢emo, kao i u modalnom slucaju, biti u moguénosti da postavlja-
njem razli¢itih zahteva za R (serijalnost, refleksivnost, tranzitivnost, simetri¢nost) dobijamo posebne
klase verovatnosnih modela.

Problem sa relacijom verovatnosne dostiznosti ¢e predstavljati ¢injenica da u opStem slucaju
nismo u stanju da pokazemo da iz u(w)(A) > 0 sledi da u skupu A postoji svet dostizan iz w. Naime,
postoje (Cak i o-aditivne) verovatnoce sa osobinom da za svaki u € A, p(w)({u}) = 0, ali da je

p(w)(4) > 0.

6.3.2.1 Neke potklase od LPP/ ")
N FR(n) . . FR(n) e
eka LPP) \jo,s X, gde je X € {D, D4, DB, T, §4, B, S5}, oznacava potklasu od LP P, yr..5 u kojoj je
relacija dostiznosti redom serijska, serijska i tranzitivna, serijska i simetri¢na, refleksivna, refleksivna
i tranzitivna, refleksivna i simetri¢na i relacija ekvivalencije.
Proanalizira¢emo povezanost zahteva postavljenih za relaciju dostiznosti i slede¢ih karakteristic-
nih aksioma.

(Dprob) P>100 = Py
(Tprob) P>1a = «

(4prob) P>100 = P51 P> 1



(Bprob) o = P>1 P
(5prob) Psoa = P>1Psoa

Primetimo da je formula (Dprop) LPPll? ﬁg’;)s-valjana. Imajuéi u vidu iskustvo iz modalnog okru-
zenja, neposredno se namece ideja da relacija dostiznosti u minimalnoj verovatnosnoj logici treba da
FR(n)
P

bude makar serijska. Medutim, postoje LPP; y;...-modeli koji nisu serijski. Na primer, razmotrimo

model M = (W, v, Prob, R):
e W je prebrojiv skup {wy,ws,ws, ...},
e H(w;) sadrzi kona¢ne podskupove od W i ko-kona¢ne podskupove od W,

e za kona¢no aditivnu verovatnoéu p(w) vazi p(wi)(A) = 0 za svaki konatan skup A € H(wy),
p(wr)(A) =1 za svaki ko-konacan skup A € H(wy), i

e za svako ¢ > 0, w; |= p; ako i samo ako ¢ = j.

Za svako i > 0, skup {u : u € W(w1),u |= p;} je jednoclan, pa svaki w; (j > 0) pripada skupu
svetova iz H(w;) mere nula. Odatle, w; nema ni jedan dostizan svet. Medutim, u teoremi 6.6 ¢emo
pokazati da je aksiomatski sistem Axifi(;}f kompletan u odnosu na klasu LPPlF 11\3‘,[(62)3 modela u kojima
je relacija dostiznosti serijska. To znaci da, kao i u poglavlju 2, verovatnosne formule ne mogu da
izraze razlike izmedu nekih klasa modela.

Aksiomatske sisteme za, LPPlF ﬁg@sX -logike ¢emo, po analogiji sa modalnim logikama, formirati
kao u tabeli na slici 6.3. Medutim, videéemo da se u verovatnosnom sluc¢aju neée uvek dobijati

rezultati koji bi se mogli ocekivati.

‘ klasa modela ‘ aksiomatizacija ‘

LPP D Azypip)

LPP. iﬁ(e?sD‘l Axirzi(Pnl) + (4prob)
LPP ) DB Az 55 + (Bprob)

LPP T Az 58) + (Torob)

LPP El\%&)ss‘l Ax};%%? + (Tprob) + (4Prob)
LPP, IFI\I}[(eZ)sB Awi%(znnl) + (TProb) + (Bprob)
LPP IITI\I}I(eZ)sS5 AJ?}L?%?I) + (Tprob) + (5Prob)

R(n)
Meas

Slika 6.3. Aksiomatizacija LPPIF, X-logika.

Neka je LPPlF, ﬁgz)sX bilo koja od logika navedenih u tabeli na slici 6.3 i Ami%ﬁ?

aksiomatski sistem.

X odgovarajuci

Teorema 6.5 (Korektnost) Aksiomatski sistem Awii(;l)

FR
LPP\\") X, 2a X € {D, T}.

X je korektan u odnosu na klasu modela

Dokaz. Zbog teorema korektnosti dokazanih u poglavlju 2, slucaj LPPlF, 15[22

PIF, hlj[(ez)s—modelu.

D-modela nema po-
trebe razmatrati posto je tu re¢ o obiénom LP

Pretpostavimo da je M jedan LPPlF, ﬁg&T model, odnosno da je za svaki w € W, wRw. Za svaku
formulu a za koju je w = P>1, mora biti w = . Da to nije slucaj, bilo bi w = -, pa bi bilo

w = Psomaiw = —P>ia, §to je kontradikcija. [ ]



B
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Teorema korektnosti se, suprotno ocekivanju, ne moze pokazati za aksiomatski sistem Az} PSDI?X

u odnosu na klasu modela LPPlF, ﬁg?sX , gde X oznacava neku od tranzitivnih ili simetriénih klasa
modela.
Razmotrimo jedan tranzitivan model M = (W, v, Prob, R) u kome postoji svet w sa sledeé¢im

osobinama:
o w= P>
e postoji skup svetova A € H(w) takav da:

— u(w)(4) >0,
— za svaki u € A je pu(w)({u}) =0,
—zasvakiu € Ajeu = P>

Ocigledno je da w [~ P>1P>1a, paida w [~ (4prob). Zbog toga aksiomatski sistem Ax?;(Pnl)X nije

korektan u odnosu na klasu modela LPPE ﬁg&X , gde je X € {D4, S4, §5}. Primetimo da pret-

postavke o svetu w ne predstavljaju nikakvo ograni¢enje. Na primer, neka je W (w) = {wy, wo,...},
neka je {waiy1} € H(w), {wa;} ¢ H(w), p(w)({wi}) =0, A ={wgi41:1=0,1,...}.

Slicno se moze pokazati i za simetrican model M = (W, v, Prob, R) u kome postoji svet w sa
slede¢im osobinama:

o Wl
e postoji skup svetova A € H(w) takav da:

— p(w)(4) >0,
— za svaki u € A je u(w)({u}) =0,
— za svakiu € A je u = ~Psoa

Ocigledno je da w = P>1Psoa, pa ida w & (Bprob). Zbog toga aksiomatski sistem A:clz};(;l)X nije

korektan u odnosu na klasu modela LPPIF’ I\I}I(QZ)SX , gde je X € {DB, B, S5}.

Teorema 6.6 (Jaka potpunost za LPPE Rin) ¥ , X € {D,T}) Aksiomatski sitem AwE?J(Pnl)X je ja-

Meas

ko potpun u odnosu na klasu LPPER(H) X-modela, za X € {D, T}.

Meas

Dokaz. U ovom dokazu sa [a], ¢emo oznacavati skup {u:u € W(w),u = a}.

Razmotrimo najpre slucaj logike LPPIF’ ﬁ(e?sD Posmatrajmo proizvoljan svet w kanonskog modela

za LPPlF, &g?s isa w™ oznacimo skup formula {a : P>1a € w}. Pretpostavimo da je w™ nekonzistentan

skup, pri ¢emu se konzistentnost shvata u skladu sa definicijom iz odeljka 6.2.2. Tada bi za neke
formule aq,...,a, € w™ bilo

F=(aa Ao Aay)

iz ¢ega bi sledilo
Flaa AeciNay) = L
FPsi(agA...ANay) = P> L
F(P>ia1 A...APsjap) = L

= —|(P21041 VANPIAY lean)



pa bi i skup w bio nekonzistentan, $to je kontradikcija. Dakle, skup w™ je konzistentan i moze se
pro§iriti do maksimalno konzistentnog skupa. Neka je u € W, w™ C w i a formula takva da je
u € [aly, odnosno zbog potpunosti a € u. Ako je p(w)([a]w) = 0, onda je p(w)([—aly) = 1, pa je
Ps1-a € w. Kako je w™ C u, sledilo bi da je —ma € u, $to je kontradikcija. Dakle, za svaki svet w

FR(n)

kanonskog modela postoji svet u tako da je wRu, pa je aksiomatski sistem Az} pp’ potpun u odnosu

na klasu LPP} yjom D-modela.

Pokazimo sada da prisustvo aksiome (Tpyop) garantuje refleksivnost kanonskog modela. Prema
definiciji kanonskog modela, za svaki svet w je w € W(w). Ako postoji formula « takva da je
w € [a]y, odnosno a € w, i p(w)([a]y) =0, onda je p(w)([-aly) =1 i P>1—~a € w. Prema aksiomi
(Tprob) sledi da je —a € w, $to je kontradikcija. Zato za svaki skup A € H(w) za koji je w € A mora
biti p(w)(A) > 0. Dakle, AwLP( )T j je potpun za klasu LPP; PRV 1 odela. ]

,Meas
TIako za tranzitivne i/ili simetriéne modele nismo u stanju da pokazemo korektnost, jaku potpunost
mozemo pokazati u odnosu na jednoclane klase modela kojima pripada kanonski model za tu logiku.
Podsetimo se da se u svakom svetu kanonskog modela nalaze sve teoreme odgovarajuceg aksiomatskog
sistema, pa je sistem korektan u klasi modela koje se sastoji samo od kanonskog modela. Narednom
teoremom ¢emo dokazati i da relacija dostiznosti u kanonskom modelu ima osobine koje ocekujemo.

Teorema 6.7 Neka je X € {D4, DB, S/, B, S5}. Aksiomatski sitem A.IE%(ISI)X je jako potpun u
odnosu na svoj kanonski model. Pri tome, relacija dostiznosti u kanonskom modelu za X € {D/4, S4,
S5} je tranzitivna, a za X € {DB, B, S5} je simetri¢na.

Dokaz. Kanonski model konstrui§imo kao i obi¢no. Ako je aksioma (Tpyop) deo sistema A,TE};(PHI)X ,
onda kao i u teoremi 6.6 sledi da je relacija dostiznosti u kanonskom modelu refleksivna.
Pretpostavimo da (4pyop) pripada sistemu Awiflg(Pnl)X . Neka su w, u, i v svetovi kanonskog modela
takvi da je wRu i uRv. Ako wRwv ne vazi, postoji formula « takva da je v € [a]y, odnosno a € v,
i p(w)([a)w) = 0. Sledi da je p(w)([-alw) = 1, Ps>1ma € w, P>1Ps>i-a € w, Psima € u i ~a € v
§to je kontradikcija. Dakle, relacija R je tranzitivna, pa su kanonski modeli za sisteme Amif;(]_f,? D4i

Az} p9) 54 u Klasi LPP] ye D4-modela, odnosno LPP| e S4-modela.
R(n)

Da bi pokazali da je relacija R simetri¢na ako sistem A:I:LPP1 X sadrzi aksiomu (Bprop), pret-
postavimo da je za neke svetove kanonskog modela wRu, ali da nije uRw. To znaéi da postoji formula
a € w takva da je p(u)([e],) = 0. Odatle, u(u)([-aly) =1, pa P>1—a € u, P<ga € u i ~Pspa € w.
Sa druge strane, posto a € w, prema (Bprop) sledi da je Ps>1Psoa € w, tj. p(w)([Psoa]w) = 1.
Prema teoremi 6.4, posSto je wRu, mora biti u € [Psoa]w, tj. Psoa € u, $to je kontradikcija.

Dakle, relacija R je refleksivna, pa su kanonski modeli za sisteme Aaclz};sgl)DB i A:BE%(PHI)B u klasama

LPP %) DB-modela, oduosno LPP] ) B-modela.
R(n)

Ako sistem Azb Lpp, X sadrzi aksiome (Tprob) 1 (5prob), kao i u modalnom sluéaju se pokazuje da
je formula PsoP>100 — P>1a teorema:

F Psg=a — P>1Psg—a, aksioma (5pyob)
F-Psia = ~PyoP>1q,
FPsoPs1o — P>
pa su formule (4prop)
F P>1-a — —a, aksioma (Tprop)

I—a—>P>0a



FPsia — PsoP>1a

F Psia — P>1PsoPs1a, aksioma (5prob)

F P>ia — P>1P>1a, zbog teoreme PsoPs>1a0 = Pria
i (Bprob)

F Psi-o — —a, aksioma (Tprop)

Fa— Py

F Poga — Ps1Psgc, aksioma (5prob)

Fa— P21P>()Oé

Aa:i?,(Pnl)X -teoreme. QOdatle je sistem Axij’i(l_f,‘f S5 potpun za klasu LPPIIT ﬁ‘e?ss 5. [

6.3.2.2 Neke potklase od LPP, \jeas

Neka LPPimeasX 1 Azrpp, X, za X € {D, D4, DB, T, S§4, B, S5}, oznacavaju restrikciju klase
LP P \eas modela, odnosno ekstenziju sistema Az pp, u istom smislu kao i u odeljku 6.3.2.1.

Situacija povezana sa nekorektnos$éu aksiomatskih sistema se javlja kod istih verovatnosnih pan-
dana normalnih modalnih logika kao i u odeljku 6.3.2.1.

Pored toga, ovde postoji jo§ jedan problem u dokazivanju potpunosti u odnosu na klasu modela
sa relacijom dostiznosti koja je serijska, a nije refleksivna. ReSenje ponudemo u teoremi 6.6 ovde nije
primenljivo poSto principijelno nismo u stanju da dokazemo da nekonzistentnost skupa formula w
sledi iz nekonzistentnosti skupa formula w~. Razmotrimo beskona¢an nekonzistentan skup formula
w~ = {a1,a9,...} koji je minimalan u smislu da su mu svi pravi podskupovi nekonzistentni. Takav
je, recimo, skup formula 7T iz odeljka 2.1.8. Neka je model M = (W, v, Prob) definisan tako da je:

e W je prebrojiv skup {wq, w1, ws,...}
e H(wp) sadrzi sve konac¢ne i ko-konatne podskupove od W i

e za konagno-aditivnu verovatnoéu u(wg) vazi p(wg)(A4) = 0 za svaki jednoclani skup A € H(wg)
ip(w)(A) =1 za svaki skup A=W \{u},ue Wi

e za svako i > 0, w; = «; ako i samo ako i # j.

Ocigledno, za svaku formulu o; € w™, [a5lwy = W\ {wi}, p(wo)([@ilw,) = 1, tj. wo | P>104, pa je
skup {P>1a : o € w™} zadovoljiv i konzistentan.

Tako se ne mozemo koristiti spomenutim postupkom, ipak smo za X = D u stanju da pokazemo
potpunost, doduse slabu. Pri tome ¢emo koristiti postupak filtracije uveden u odelljku 2.1.9.

Teorema 6.8 (Slaba potpunost za LPP; yeasD) Aksiomatski sistem Azppp, D je slabo potpun
u odnosu na klasu LP P \easD modela.

Dokaz. Neka je o konzistentna formula. Kao i ranije konstruiSe se kanonski LP P jeas-model M
u kome postoji svet w takav da je w | «. Filtracijom kanonskog modela se dobija konaéni model
M* = (W*,v*, Prob*) u kome postoji svet u takav da u |= a. Za svaki svet v € W* vazi da je
p*(v)(W*(v)) = 1. Posto je model M* konacan, a verovatnoéa u* diskretna, za svaki svet v € W*
postoji svet u za koji je p*(v)({u}) > 0, pa je vRu. Odatle je R serijska. [ ]

Potpunost u odnosu na klasu refleksivnih modele se pokazuje na isti nacin kao i u teoremi 6.6.



Teorema 6.9 (Jaka potpunost za LPP) \essT’) Aksiomatski sistem Azppp, T je jako potpun u
odnosu na klasu LP P \easT modela.

Kao i u teoremi 6.7, u moguénosti smo da dokazemo jaku potpunost u odnosu na bar refleksivne
klase modela koje sadrze samo odgovarajuéi kanonski model. Zbog problema sa serijalnoséu relacije
dostiznosti kod verovatnosnih modela i ¢injenice da za X € {D4, DB} nismo uspeli da postupak
filtracije garantuje dobijanje konatnog modela sa odgovarajutom relacijom dostiznosti, sli¢no tvrdenje
nismo uspeli da dokazemo za te logike.

Teorema 6.10 Neka je X € {5/, B, S5}. Aksiomatski sitem AJUE};(PHI)X je jako potpun u odnosu
na svoj kanonski model. Pri tome, relacija dostiznosti u kanonskom modelu za X € {S4, S5} je
tranzitivna, a za X € {B, S5} je simetri¢na.

Dokaz. Posle konstrukcije kanonskog modela prisustvo karakteristicnih aksioma, kao i u dokazu
teoreme 6.7 garantuje pripadnost odgovarajucoj klasi modela. [

6.3.2.3 Neke potklase od LPPEE(H)

Problem sa nekorektnoscu aksiomatskih sistema se pojavljuje kao i u odeljku 6.3.2.1. Jedina razlika
u obrazlaganju nekorektnosti za tranzitivne i simetri¢ne modele je da se zahteva da skup A bude
neprebrojiv, a ina¢e da ima iste osobine kao i pre. Ovo za posledicu ima da se dobijaju i analogni
rezultati.

Teorema 6.11 (Jaka potpunost za Aacilzf(")X, X € {D, T}) Neka je X € {D, T}. Tada je ak-

siomatski sistem A;vl;};s_f,ll)X jako potpun u odnosu na klasu LPPE E(H)X -modela.

Dokaz. Dokaz se sprovodi u dva koraka. U prvom se primenjuje postupak konstrukcije o-aditivnog

kanonskog modela za logiku LPPIF, E(n), a potom se, kao u teoremi 6.6 pokaze da prisustvo karakter-
isticnih aksioma garantuje odgovarajuce osobine relacije dostiznosti. [ |

Teorema 6.12 Neka je X € {D/, DB, S4, B, S5}. Aksiomatski sitem Aac?;gll)X je jako potpun
u odnosu na svoj o-aditivni kanonski model. Pri tome, relacija dostiznosti u kanonskom modelu za

X € {D4, S4, S5} je tranzitivna, a za X € {DB, B, S5} je simetri¢na.

6.3.2.4 Neke potklase od LPP; ,

Za razliku od odeljka 6.3.2.2, ovde moZemo pokazati da za slucaj logike LPP; , nekonzistentnost
skupa w sledi iz nekonzistentnosti skupa w™. Iskoristicemo pojam semanticke posledice skupa formula
koji je uveden u odeljku 2.1.7.

Teorema 6.13 Neka su T = {f1,52,...} i P>1T = {P>161, P>102,. ..} skupovi formula i o formula.
Ako je T IZ a onda je PZIT IZ lea.

Dokaz. Neka je T' |= « i neka je w svet nekog LPP; ,-modela M takav da je za svaku fomulu
Bi €T, w |= P>10;, ali nije w = P>1a. Sledi da je p(w)([a]w) < 11 p(w)([~alw) > 0. Posto je H(w)
o-algebra i pu(w) o-aditivna verovatnoca, p(w)(T) = p(w)({NgerlBilw}) = 1—u(w)({NgerlBilw}) =
1~ pw)({Ug,erilu}) = 1 — Sg,er ()~ = 1. Kako jo p(w)([T]) = 1 mora postojati svet
u modela takav da je u € [T'],, N[y, pa ne bi bilo T' = a. |

Sada, ako u kanonskom modelu posmatramo svet w i skup formula w™ i ako je w™ nekonzistentan,
imamo da je w™ = a A —ma. Prema teoremi 6.13, sledi da je w = P>i(a A —a), odakle je i w
nekonzistentan. Zato, kao i u teoremi 6.6 svaki svet kanonskog modela ima bar jedan dostizan svet,
zbog ¢ega se za klasu LPP; ; D-modela moze pokazati jaka potpunost. Teoreme potpunosti za ostale
klase se dokazuju na isti na¢in sa onima iz odeljka 6.3.2.2.
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Teorema 6.14 (Jaka potpunost za Amilj;(")X, X €{D, T}) Neka je X € {D, T}. Tada je ak-
siomatski sistem Azypp, X jako potpun u odnosu na klasu LPP; ; X-modela.

Dokaz. Kaoiudokazu jake potpunostiza LP P , u teoremi 2.17 moZemo dobiti o-aditivni kanonski
model. Prema teoremi 6.13, relacija dostiznosti u tom modelu je bar serijska, a prisustvo karakter-
isti¢ne aksiome (7prop) garantuje refleksivnost relacije dostiznosti. ]

Teorema 6.15 Neka je X € {D4, DB, S}, B, S5}. Aksiomatski sitem Azppp, X je jako potpun u
odnosu na svoj o-aditivni kanonski model. Pri tome, relacija dostiznosti u kanonskom modelu za
X € {D4, S4, S5} je tranzitivna, a za X € {DB, B, S5} je simetri¢na.

g

6.3.2.5 Neke potklase od LPPi ., i LPP| "

Dokaz sledeée teoreme suStinski zavisi od pretpostavke da su razmatrani modeli prebrojivi i o-
aditivni. Njome se tvrdi da u svakom skupu cCija je verovatnola posmatrana iz nekog sveta w
verovatnosnog modela veéa od nule postoji bar jedan svet dostizan iz w.

Teorema 6.16 Neka je M = (W,v, Prob, R) jedan LPPi.,-model (LPP| ro"-model). Neka je
weW,Ae H(w)ip(w)(A) > 0. Tada postoji svet u € A takav da je wRu.

Dokaz. Neka u A ne postoji ni jedan svet u € A takav da je wRu. Tada za svaki svet u € A
postoji skup B, € H(w) koji sadrzi u i za koga je pu(w)(By) = 0. PoSto je A C UB,, sledi da je
p(w)(A4) < p(w)(UBy) < 3 p(w)(By) = 0. u

Prva posledica ove teoreme je da kontraprimeri iz odeljka 6.3.2.1 povezani sa nekorektnosSéu vise
nisu upotrebljivi posto iz p(w)({u}) = 0 za svaki u € A sledi da je p(w)(A4) = 0.

Teorema 6.17 (Korektnost) Aksiomatski sistem A.TEI;(PDI)X je korektan u odnosu na klasu modela

LPPIF’ﬁg’;)sX, za X € {D, DJ, DB, T, S4, B, S5}.

Dokaz. Slucajevi za X € {D, T} se pokazuju na isti natin kao i u teoremi 6.5.

Pretpostavimo da je M jedan tranzitivan model i da je za neki svet w tog modela w [~ P>1a —
P51 P>ia. To znaci da w |= P>jaida w [EF P>1 P>, odnosno da p(w)([P>10],) < 1. Odatle
postoji svet u dostizan iz w u kome je u [~ P>1c, pa postoji svet v dotizan iz u u kome je v [~ a.
Kako je relacija dostiznosti tranzitivna, svet v je dostizan i iz w, pa bi, suprotno pretpostavci, bilo
w [~ P>1a. Dakle, za svaki svet w svakog tranzitivnog modela je w |= (4prob)-

Sli¢no, pretpostavimo da je M jedan simetricam model i da je za neki svet w tog modela w [~
a = P>1P5pa. To znadi da w = a i da w = P>1Psoa, odnosno da pu(w)([Psoalw) < 1. Zato postoji
svet u dostizan iz w u kome je u £ Psga. Ovo je kontradikcija, posto je zbog simetri¢nosti relacije
verovatnosne dostiznosti i svet w dostizan iz u, a u w vazi formula a. Dakle, za svaki svet w svakog
simetri¢nog modela je w = (Bpyop)-

Konaé¢no, neka je u modelu M relacija dostiznosti relacija ekvivalencije. Kao i ranije, u svim
svetovima modela vazi formula (Tpyop). Razmotrimo jos formulu (5p.0p) i pretpostavimo da za neki
svet w tog modela w = Psoa = P>1Psoa. To znati da w = Psoa i da w = P> Psoa. Odavde
moraju postojati svetovi u i v dostizni iz w takvi da u = a i v £ Psga. Medutim, zbog osobina
relacije dostiznosti je i svet u dostizan iz sveta v, pa bi moralo vaziti v = Psga. Dakle, za svaki svet
w ovakvog modela mora biti w = (5pyob)- [

Jo jedna posledica teoreme 6.16 je da se klase LPPy ., i LPP; . ,D (LPP'™™ i pp ™" p)

l,c,0 l,c,0
poklapaju. Naime, posto je za svaki svet w, u(w)(W(w)) = 1, prema teoremi 6.16, za svaki svet w



postoji dostizan svet. Primetimo da se ovo, prema iznetom u odeljku 6.3.2 razlikuje od situacije za
LPPi eas, LPP] ., LPP, 5 i LPP} 2" modele.

Prema teoremi 6.3 se iz skupa svetova A € H(w) mogu odstraniti svi svetovi koji nisu dostizni iz
sveta w. Zbog prebrojivosti modela sada mozemo dati ekvivalentnu definiciju zadovoljivosti verovat-
nosnih formula koja je jo§ sli¢nija onoj iz modalnog okruzenja poSto se u njoj razmatraju samo

dostizni svetovi:

Definicija 6.18 Neka je M = (W, v, Prob, R) jedan LPP, ., (LPP{so) model. Relacija zado-
voljivosti ispunjava sve uslove iz definicije 2.2 kao i dodatni zahtev:

e ako je a = P>,f3, w |= o ako i samo ako pu(w)({u : wRu iu = f}) > s.

Za razliku od situacije iz prethodnih odeljaka ovde smo, iako smo pokazali korektnost aksiom-
atskih sistem za sve sisteme, u moguénosti da pokazemo samo slabu potpunost za slucajeve kada je
X € {D, T}. Pri tome koristimo postupak filtracije (zbog Cega je i data samo slaba potpunost). U
preostalim slucajevima nismo uspeli da pokazemo da konacni model dobijen filtracijom ima relaciju
dostiznosti sa potrebnim osobinama.

Teorema 6.19 (Slaba potpunost za Az, X i Azl WX, X € {D, T}) Neka je X € {D, T}.

1,0
Tada je aksiomatski sistem Azppp, X (Awlz};(;l)X ) slabo potpun u odnosu na klasu LPP; ., X

(LPPFR™ X} modela.

1,c,0

Dokaz. Ponovo polazimo od konzistentne formule « i konstruiSemo kanonski LPP; ., (LPPE zgn))
model. Filtracijom ovog modela dobija se kona¢ni model u kome je formula a zadovoljiva. Posto

je model konacan, on je prebrojiv i sve verovatnoée su o-aditivne. Taj kona¢ni model pripada klasi
LPP, ., (LPPIF, Egn)) modela. Zbog teoreme 6.16, trivijalno je da je relacija dostiznosti u dobijenom
modelu bar serijska. Sli¢no, ako u polaznom refleksivnom modelu vazi wRw za svaki svet w, takode

je i wR*w u modelu dobijenom filtracijom, pa je i on refleksivan. [

6.3.3 Pregled ostvarenih rezultata

Zbog veceg broja logika koje se spominju u prethodnim poglavljima ovde ¢emo u tabelama na slikama
6.4 i 6.5 prikazati pregled rezultata o korektnosti i potpunosti. U logikama u kojima je pokazana
slaba potpunost u zavr$snom koraku dokaza se koristi postupak filtracije. Jaka potpunost je u tabeli
prikazana ako je dokazana i odgovarajuca teorema korektnosti. Sem u slu¢aju prebrojivih modela,
jaka potpunost je pokazana u odnosu na kanonski model za koji se pokazuje da ima odgovarajuée
osobine relacije dostiznosti.

6.3.4 Utapanje normalnih modalnih logika u verovatnosne logike

U ovom odeljku éemo razmatrati verovatnosne logike za koje je pokazana korektnost i potpunost
odgovaraju¢ih aksiomatskih sistema.

Definisimo jedno prevodenje modalnih formula. Neka je o formula modalnog jezika £(0O). U
prevodu a# formule o sve pojave modalnog operatora O se zamenjuju sa Py

Neka je X € {D, T} normalna modalna logika. Zbog teoreme 6.1.3 odmah se vidi da su sve
aksiome sistema X teoreme aksiomatskih sistema Azrpp, X i Ami%(Pnl)X . Kako su prevodi prav-
ila izvodenja iz sistema X pravila izvodenja u verovatnosnim sistemima, neposredno sledi sledeéa
teorema.

Teorema 6.20 Neka je X € {D, T}. Za svaku modalnu X-teoremu «, prevod o je teorema sistema
A-TLPPlX i A,’]}EIIE(PHI)X



| klasa modela | korektnost | potpunost | | klasa modela | korektnost | potpunost |

LPP ) + jaka LPP X" D + jaka
LPP§ 1%%@4 - LPP%F%:((:))DLL -
LPP\\") DB ] LPP 2" DB -
LPP )T + jaka LPP T + jaka
LPP] ) 54 : LPP 2" 54 -
LPP, ) B - LPP "B -
LPP ) 55 ] LPP X" 55 -
‘ klasa modela ‘ korektnost ‘ potpunost ‘
Lpp D - slaba
LPP R Dy +
LPP DB +
Lpp T - slaba
LPP; " 54 +
Lrp B +
LPP 2" 55 +

Slika 6.4. Pregled rezultata za aksiomatski sistem Aw};%(Pnl)X .

Medutim, obrat teoreme 6.20 ne vazi za aksiomatski sistem Axlz};(;l) X. Razmotrimo modalnu

formulu
a=(Op1 AOpa AO(=p1 V =p2)) — O(p1 V p2),

gde su p1,p2 € ¢ iskazna slova. Njen prevod je formula
o = (Psop1 A Psopa A Ps1(=p1 V —p2)) = Ps1(p1 V pa).

Neka je skup Range = {0, %, 1}. Ovde je 01 = % i %+ = 1. Formula « ne vaZi u svetu w; modalnog
modela M = (W, p,v), gde je:

o W = {wy,ws,ws},

e p=W?

® w = p1, Wi = o,
® wy = p1, we Ep2i
® w3 |= p1, w3 = P2,

tako da « nije ¢ak ni S5-teorema, dok je a# instanca aksiome 5 aksiomatskog sistema AT p

Lpp V-
Sli¢éno je za skup Range = {0, 1, 2

sy aee e, 1} formula

ot = (P20+p1 VANAN P20+pn A le(—!pl V...V ﬂpn)) — le(pl V... Vpn)

FR(n)

teorema sistema Az pp’ D, dok formula « nije S5-teorema.



‘ klasa modela ‘ korektnost ‘ potpunost ‘ ‘ klasa modela ‘ korektnost ‘ potpunost ‘

LPPi MeasD + slaba LPP, ;D + jaka
LPP \eas D4 - LPP, ,D4 -
LPP, \easDB - LPP ,DB -
LPP MeasT + jaka LPP, ,T + jaka
LPPi \easS4 - LPP, ;54 -
LPP; \veasB - LPP, ;B -
LPPi Meas S - LPP ;S5 -
‘ klasa modela ‘ korektnost ‘ potpunost ‘

LPP, .,D + slaba

LPP, .,D4 +

LPP,.,DB +

LPP . ,T + slaba

LPP, .54 +

LPP, .,B +

LPP, ;S5 +

Slika 6.5. Pregled rezultata za aksiomatski sistem Axrpp, X.

Sa druge strane, slede¢im tvrdenjem se kaze da je svaka teorema sistema Az pp, X i X teorema.
Naime, zbog potpunosti pokazane u odeljku 6.3.2.4, formula je zadovoljiva ako i samo ako njena
negacija nije teorema. Odatle, za svaku formulu «, tvrdenje ako je formula o Az pp, X-teorema,

onda je a X-teorema je ekvivalento sa tvrdenjem ako je a X-zadovoljiva formula, onda je formula
a# LPP; ,X-zadovoljiva.

Teorema 6.21 Neka je X € {D, T}. Ako je formula o X-zadovoljiva, onda je formula o LPP , X-
zadovoljiva.

Dokaz. Neka je formula o X-zadovoljiva. Normalne modalne logike imaju osobinu da u tom sluc¢aju
postoji i konacan X-model u kome je « zadovoljiva. Neka je to model M = (W, p,v) i neka je svet
w' € W takav da w' |= a. Razmotrimo konaénu strukturu M# = (W# v#, Prob, R), gde je:

o W# =W,

o v =,

o W(w) = {u:wpu},
o H(w)=2Ww)

o p(w)({u}) = gy i
e za svaki skup D € H(w), p(w)(D) = > ep p(w)(u).

Posto svaki svet u skupovima W (w) ima pozitivnu verovatnoéu, sledi da je R = p, a da je M# jedan
LPP, ;X-model. Indukcijom po sloZenosti formula pokazuje se da sve potformule formule o vaze
u nekom svetu w modela M ako i samo ako njihovi prevodi vaZze u svetu w verovatnosnog modela
M#. Za iskazna slova ovo vazi prema definiciji valuacija v i v#. Neka je 8 potformula formule « i
neka je oblika —y. Tada w =) B ako i samo ako w [~ v ako i samo ako po indukcijskoj pretpostavci
w e Y7 ako i samo ako w f=p4 B7. Sliéno se dokazuje i slucaj 8 = y A 6. Konacno, neka je



B = Ov. Tada w =) Oy ako i samo ako za svaki u takav da je wpu, u |=p v ako i samo ako po
indukcijskoj pretpostavci za svaki svet u takav da wRu, w =4 7" ako i samo ako w =4 Ps177.
Odavde neposredno sledi da je formula o LPP; ,X-zadovoljiva. ]

Ocigledno je da se teorema 6.21 moZe na isti nacin formulisati i dokazati i za ostale LPP; ;X i
LPP; . ,X logike.

6.3.5 Verovatnosne logike sa modalnim operatorima

U odeljku 6.3.4 je pokazano da logike LPPE ﬁg;)sX nisu konzervativna proSirenja modalnih logika X

(X € {D, T}), dok logike u kojima su verovatnoée realno vrednosne to jesu. Zato se operatori O

(n)

i P>1 ponaSaju sli¢no, ali ne i potpuno isto u slucaju logika LPPIP: I\I}IQI;SX , pa moze biti zanimljivo
razmotriti verovatnosne logike u kojima se pojavljuju i modalni operatori. Oznacimo takve logike sa
LPPMIF’ II\{/I(;;)SX Y, gde X € {D, T} oznacava vrstu verovatnosnog, a ¥ modalnog modela.

Na semantickom nivou u definiciju verovatnosnih modela éemo dodati jo§ jednu relaciju dostiz-
nosti koja ¢e odgovarati operatoru 0. Oznacimo tu relaciju sa p, dok ¢emo za relaciju verovatnosne
dostiznosti zadrzati oznaku R. Dalje ¢emo definisati relaciju zadovoljivosti tako da se operator O
ponasa na uobicajeni nacin.

Definicija 6.22 Neka je (W, v, Prob, R) verovatnosni LPPIF’I\}Zg;)sX-modeI i neka je p C W2 takva da

je wpu ako u € W (w). Tada je (W, v, Prob, R, p) jedan LPPMER(H) X-model.

Meas

R(n)
Meas

Definicija 6.23 Neka je M = (W, v, Prob, R, p) jedan LPPME
ispunjava, sve uslove iz definicije 2.2 kao i dodatni zahtev:

X-model. Relacija zadovoljivosti

e ako je « = O, w = « ako i samo ako za svaki svet u za koji je wpu vazi u = (.

Prema definiciji 6.22 je R C p, pa je Do — P51« valjana formula. Zapravo ovde se javlja jedna
hijerarhija operatora poredanih po snazi:

Da—)PZla—>...—>P25a—>...—>P20+a—><>a—>P20a

U definiciji 6.22 jedini semanticki zahtev vezan za odnos relacija dostiznosti je da je R C p. Zato
ove relacije ne moraju da imaju iste osobine. Jedini, o€igledni, izuzeci su da:

e p mora biti barem serijska (jer je X bar D) i
e ako je R refleksivna, to mora biti i p.
Aksiomatizacija LPPM. f ii?sX Y logika se postize kombinovanjem odgovarajuéih verovatnosnih (X)
i modalnih (Y') sistema, gde je X € {D, T}, aY € {D, D4, DB, T, S4, B, S5}, uz dodavanje aksiome
Oa — P«

Verovatnosna necesitacija se izvodi na osnovu pravila modalne necesitacije i ove aksiome. Primetimo
da, ako sistem sadrzi aksiomu (Tpyo1,), onda je odgovarajuéa modalna aksioma (7') teorema:

I—Da—>PZla
FPsia—
FOx — a

Dokaz jake potpunosti za logike LPPMlF, &gna)sX Y mozemo dati kombinovanjem standardnog modal-

nog postupka i postupka iz odeljka 6.2.2. Odlucivost se moze pokazati postupkom filtracije.
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6.4 Verovatnosne i modalne logike prvog reda

U ovom odeljku éemo na primeru, u modalnom okruzenju, dobro poznate Barcan-formule
F (Vz)Oo(z) — O(Vz)a(z)

razmotriti sli¢nosti i razlike verovatnosnih i modalnih formula prvog reda. Nadovezacemo se na
izlaganje iz poglavlja 3.

U [56] je pokazano da BF vazi u klasi svih modalnih modela sa fiksnim domenima i da je nezavisna
od ostalih modalnih i klasi¢nih aksioma. PonaSanje verovatnosnog pandana ove formule:

BF(s) (Vz)P>sa(z) = P>s(Vr)a(r)

je, medutim, razlicito.

Ako je s = 0, BF(0) je valjama, jer je formula Ps((Vz)a(z) instanca aksiome 4.

Razmotrimo sada klasu verovatnosnih modela sa fiksiranim domenom (rigidnost i merljivost sada
nisu esencijalni). Neka je 0 < s < 1 i neka je model M; sledeéeg oblika:

o W = {w17w27w37w4}
o D= {dladQ}a

® w2 ‘:Ml Pll(dl)’ w2 I#Ml Pll(dQ)a w3 |:M1 Pll(dl)’ w3 |:M1 Pll(dQ)v Wy I#Ml Pll(dl)a
Wy ‘:Ml Pll(dQ)a

— &, plwr)(ws) = 7.

) =
Lako je videti da je w1 =, (V2)PssPl(z), jer je p(wi)({w : w Ean Pl(d1)}) = plwr) ({we,ws}) = s
i plw)({w v ey PHA)Y) = plwn)({ws,wi}) = s. Sa druge strane, w, o, (va)Pi(a),
wy Py, (Vo) Pi(z) 1wy [eag, (Y2)Pi (), dok wy f=psy (V2) P (z). Posto je p(wi)({ws}) = s — 4,
sledi da w1y, P>5(Vz)Pl(z). Ako razmatramo slucaj LFOP! B _modela, pri éemu je s € Range,
tada M; potpada pod prethodno diskutovani sluéaj. Ako s ¢ Range, onda je BF(s) ekvivalentno sa
BF(s%), pa je ponovo isti rezultat razmatranja. Dakle, za proizvoljno s € (0,1), BF(s) nije valjana
ni u kojoj od ranije opisanih potklasa LFOP1F R®)_nodela. Posto su LFOP1F Rm)_1nodeli istovremeno
i LFOP;-modeli, isto vazi i za potklase klase LF O P;-modela.

Pretpostavimo da je s = 1 i razmotrimo formulu BF(1). Neka My bude sledeéi model sa fiksir-

o p(wi)(wz) = 5, p(w:)(ws

anim domenom:
e W je porebrojiv skup {wg, w1, ws,...}
e D je prebrojiv skup {dy, d;,ds, ...},
e za svaki i > 0, w; =, PP (d;) ako i samo ako i # j,

algebra H(wy) sadrzi sve konaéne podskupove od W i sve ko-konaéne podskupove od W,

u(wp) je konaéno aditivna verovatnocéa za koju je p(wg)(A) = 0 za svaki konaan skup A €
H(wg), p(wo)(A) =1 za svaki ko-konacan skup A € H(wy).

Ocigledno, za svaki w; € W, w; FEar, (Vz)Pl(z) i p(wo)({w : w =, (Vz)Pl(z)}) = 0. Sa druge
strane, za svaki d € D je skup {w : w |=p, Pi(d)} ko-konacan, pa je pu(wo)({w : w Ep, PL(d)}) = 1.
Sledi da je wg Eum, (V2)Ps1PL(z) i wo Fan P>1(Vz)Pl(z). Odatle, formula BF(1) ne vazi u w,
pa nije ni valjana u odnosu na bilo koju od razmatranih klasa konaéno aditivnih modela. Lako je
videti da se sli¢na konstrukcija moze napraviti i za o-aditivne modele (pri ¢emu bi skupovi W i D
bili neprebrojivi), tako da formula BF (1) nije valjana ¢ak ni u o-aditivnim modelima.

Sa druge strane, formule



CBF(s) P>s(Vr)a(z) = (Vz)Pss0(x)
koje odgovaraju obratu modalne Barcan-formule
CBF O(Vz)a(z) — (Vz)Oa(x)
jesu teoreme aksiomatskih sistema Axyrop, i Axil;(on%l, kao §to je to CBF u modalnom slucaju [56]:
F (Vz)a(z) — afz), aksioma 3
F Psi((Vz)a(r) = afz)), primenom pravila 3,

F Ps,(Vz)a(z) = P>sa(z), primenom teoreme 2.10.5

F Pss(Vz)a(z) = (Vo) P>sa(z), primenom pravila izvodenja 2.
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Dokazivac teorema u logici LPP,

Procedura odlucivanja za iskaznu verovatnosnu logiku LPP, koja je opisana u odeljku 2.3.5 je
pogodna za izvrSavanje na racunaru. Njenu programsku realizaciju - automatski dokaziva¢ teorema
Verlog 1.0 éemo opisati u odeljku 7.1. U odeljku 7.2 éemo ilustrovati izrazajnost verovatnosnih logika.
Prikaza¢emo nekoliko natina definisanja binarnog operatora preferiranja [21, 70, 119] u verovatnos-
noj logici. Primenom programa Verlog 2.0, unapredenja prve verzije dokazivaca, ispita¢emo valjanost
viSe formula u kojima se pojavljuje operator preferiranja.

Autori programa Verlog 1.0 su: dr Miodrag Raskovi¢, Zoran Ognjanovi¢, Vladimir Petrovié¢ i Uros
Majstorovié. Autori programa Verlog 2.0 su: Zoran Ognjanovi¢, dr Miodrag Ragkovi¢ i Vladimir
Petrovic.

7.1 Program Verlog 1.0

Program Verlog 1.0 je automatski dokaziva¢ teorema u verovatnosnoj logici LPP,. Zasnovan je na
proceduri odlucivanja za ovu logiku opisanoj u odeljku 2.3.5. Jedan programski zapis visokog nivoa
te procedure je dat na slici 7.1.

procedure zadovoljivost(A);
begin
DNF(A) := disjunktivna normalna_forma(A);
RESENJE(A) := 0;
for svaki disjunkt D € DNF(A) do
begin
SISTEM(D) := generisi_sistem(D);
RESENJE(A) := RESENJE(A) U resenje_sistema(SISTEM(D));
end;
if RESENJE(A) # 00
then write(Formula A je zadovoljiva. Resenja su: RESENJE(A).);
else write(Formula A nije zadovoljiva.);
end.

Slika 7.1. Procedura odluc¢ivanja za LPP;.

Program Verlog 1.0 je realizovan koriséenjem ANSI standarda programskog jezika C, kao i alata za
generisanje prevodilaca yacc i lex. Ukupna veli¢ina izvornih datoteka je 90KB. Program je preveden
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i testiran upotrebom sledeéih prevodilaca: GNU C 2.7 za Linux i Microsoft Visual C++ 5 za Win
95/NT. Programski zapis visokog nivoa za Verlog 1.0 je dat na slici 7.2.

program Verlog_1;
begin
read(konfiguraciona datoteka);
read(Formula);
pretprocesiranje(Formula);
Drvo(Formula) := generisanje_drveta_formule(Formula);
zadovoljivost(Drvo(Formula));
end.

Slika 7.2. Program Verlog 1.0.

U konfiguracionoj datoteci su definisani parametri sa kojima ¢e raditi dokaziva¢: ime datoteke u
kojoj se nalazi formula, ime datoteke u kojoj se nalaze numericke vrednosti simbolickih konstanti koje
se javljaju u formuli, informacija o tome da li se ispisuje detaljan izvestaj o radu ili ne i ime datoteke
u koju se ispisuje rezultat. Sintaksnim pravilima za pisanje formule je dozvoljeno zapisivanje izraza
C¢iji je smisao 'verovatnoéa formule A je veéa do jednaka od s’, gde vrednost s-a nije precizirana.
Tokom pretprocesiranja formule takve simbolicke konstante se zamenjuju konkretnim numerickim
vrednostima. Na ovaj naéin se jednostavnom zamenom numeric¢kih vrednosti dobijaju formule istog
oblika, ali drugacijeg smisla. Postupak generisanja drveta formule prevodi formulu datu kao niz
ASCII-znaka u binarno drvo u ¢ijim ¢vorovima se nalaze kodovi odgovarajuéih simbola. Dalja obrada
se vrsi na drvetu formule.

Postupak reSavanja sistema linearnih jednac¢ina i nejednacina se izvodi metodom Furier-Motzkin.
Kljuéni korak u ovoj metodi je eliminisanje promenljivih koje ilustrujemo na slede¢em primeru. Neka
je dat sistem:

7 + 2z — 3z3 > 0,5
—xr1 + 4xo > 0,1
o + z3 < 1,2
2:[2 - I3 Z 0, 2

Prebacivanjem na desnu stranu svih promenljivih sem z; dobija se

gy > 0,5 — 29 + 3x3
7 < —=0,1 + 4dzo
Z2 + x3 < ]-a 2
2.’132 — xs3 Z O, 2
Kombinovanjem prve dve nejednacine dobija se sistem
0,5 — 2z + 3z3 < —=0,1 + 4dxo
o + xz3 < 1,2
2{172 — I3 Z O, 2
odnosno
—2z9 + 3z3 < -0,6
2 + w3 < 1,2
200 — x3 > 0,2

u kome se vise ne pojavljuje promenljiva 1.



Zanimljivu osobinu programa predstavlja moguénost zadavanja nepoznate verovatnoée koja se
oznatava sa . Smisao ovog proSirenja osnovne metode je da se izratuna nepoznata verovatnoéa x
za koju je formula zadovoljiva.

U sledeé¢em primeru ilustrujemo rad programa Verlog 1.0 za uéitanu formulu

(P>05(p = @) A P>z(p A —q)) V (=P>0.8(p) A P>ep).

Nakon izvr§enja programa dobija se izvestaj sledeceg oblika:

Ulazna formula:

(v#%0 (p then q) and vx (p and not q)) or (not v/l (p) and vx (p) ).
Komandni string:

%0={0,5} %2=0,3 %1=0,8

Obradjuje se formula:

(v{0,5} (p then q) and vx (p and not q)) or (not v0,8 (p) and vx (p) ).
V{0.000*x + 0.500} ((RO() THEN R1())) AND V{1.000*x + 0.000} (RO() AND

NOT [R1(D]) OR NOT [V{0.000*x + 0.800} (RO())] AND V{1.000*x + 0.000} (RO())

U prevodjenju izvrseno sledece kodiranje.

Relacija g se kodira sa R1.
Relacija p se kodira sa RO.

1. dobijeni disjunkt:
V{0.000*x + 0.500} ((RO() THEN R1())) AND V{1.000*x + 0.000} (RO() AND NOT [R1(O1)

a 0 odgovara disjunktu: !'RO(Q) !R1()
a 1 odgovara disjunktu: !'RO() R1()
a 2 odgovara disjunktu: RO() R1()
a 3 odgovara disjunktu: RO() !R1()

v{0.5000 + 0.0000*x} (a O + a 1 + a 2) AND V{0.0000 + 1.0000*x} (a 3)

Generisani linearni sistem:

Jednacine koje odgovaraju konjuktima u dobijenom disjunktu:

ao al a2 a3 C X

1.000 1.000 1.000 0.000 »>= + 0.500 ( 0.000 )
0.000 0.000 0.000 1.000 »>= + 0.000 ( 1.000 )
Jednacine koje odgovaraju promenljivima:

ao al a2 a3 C X

1.000 0.000 0.000 0.000 >= + 0.000 ( 0.000 )
0.000 1.000 0.000 0.000 >= + 0.000 ( 0.000 )
0.000 0.000 1.000 0.000 >= + 0.000 ( 0.000 )
0.000 0.000 0.000 1.000 >= + 0.000 ( 0.000 )
1.000 1.000 1.000 1.000 = + 1.000 ( 0.000 )
Jednacine koje odgovaraju nepoznatoj verovatnoci:

ao al a2 a3 C X

0.000 0.000 0.000 0.000 >= + 0.000 ( -1.000 )



0.000 0.000 0.000 0.000 <= + 1.000 ( -1.000 )
Resenje sistema:

x >= 0.0000

x <= 0.5000

2. dobijeni disjunkt:
NOT [V{0.000*x + 0.800} (RO())] AND V{1.000*x + 0.000} (RO(C))

a 0 odgovara disjunktu: RO(Q)

NOT V{0.8000 + 0.0000*x} (a 0) AND V{0.0000 + 1.0000*x} (a 0)

Generisani linearni sistem:

Jednacine koje odgovaraju konjuktima u dobijenom disjunktu:
ao C X
1.000 < + 0.800 ( 0.000 )
1.000 »>= + 0.000 ( 1.000 )
Jednacine koje odgovaraju promenljivima:
ao C X
1.000 >= + 0.000 ( 0.000 )
1.000 <= + 1.000 ( 0.000 )
Jednacine koje odgovaraju nepoznatoj verovatnoci:
ao C X
0.000 »>= + 0.000 ( -1.000 )
0.000 <= + 1.000 ( -1.000 )
Resenje sistema:
x >= 0.0000
x < 0.8000

Formula ima resenja.
Uslovi za nepoznatu x:
x >= 0.0000

x < 0.8000

7.2 Program Verlog 2.0

Da bismo operator preferiranja prikazali u verovatnosnoj logici LP P, proSirili smo verovatnosni jezik
koji prihvata dokaziva¢ teorema Verlog 1.0 na nacin opisan u odeljku 2.1.11. Sada su u formulama

dozvoljene linearne kombinacije oblika

arw(Ar) + ...+ apw(Ag) > ¢

gde w(A) oznatava verovatnocu iskazne formule A. Ovakvi izrazi se mogu negirati i nadovezivati
uobicajenim iskaznim operatorima. U odeljku 2.1.11 je pokazano da se za proSirenje logike na isti
nadin, kao i za polaznu logiku, dokazuje teorema potpunosti. Takode se neposrednom proverom moze
ustanoviti i da se dokaz odlucivosti polazne logike iz odeljka 2.3.5 prenosi na novu logiku sa bogatijim

jezikom.



Pored izmena u programu Verlog 1.0 do kojih je zbog opisanog pro§irivanja verovatnosnog jezika
moralo doéi, program Verlog 2.0 sadrzi i moguénost prevodenja formula koje sadrze operator preferi-
ranja u formule na verovatnosnom jeziku. Nacini prevodenja su opisani u odeljku 7.2.2, a njihov
izbor se, sa stanoviSta programa, vrsi upisivanjem odgovarajuéeg simbola u konfiguracionu datoteku.

7.2.1 Operator preferiranja >

Logiku preferencija uveo je Georg Henrik von Wright u [119, 120] pokuSavajuéi da formalizuje ne-
jasan i viSesmislen pojam preferecija. von Wright je razmatrao binarnu relaciju preferiranja izmedu
stanja koja opisuje iskaznim formulama i za koju je ponudio formalni sistem. Pored logickog as-
pekta koji ukljucuje formalno preciziranje pojma preferiranja, nalaZenje potpune aksiomatizacije
itd., nesumljivo je da je relacija preferiranja zanimljiva i sa stanovi§ta primena, na primer u pos-
tupku donogenja odluka. Proucavanjem relacije preferiranja su se bavili mnogi, uklju¢ujuéi i domace,
logic¢are [21, 70]. Medutim, ostao je otvoren problem semantike za relaciju preferiranja §to je po-
drobno opisano u [21]. U odeljku 7.2.2 mi ¢emo ponuditi tri verzije verovatnosne semantike za ovu
relaciju.

U literaturi je uobicajeno da se operator preferiranja oznacava sa P, ali da bi se povecala ¢itljivost
i izbegla moguénost meSanja sa verovatnosnim operatorima P-,, mi ¢emo koristiti oznaku >.

7.2.2 Verovatnosne interpretacije operatora preferiranja

Podsetimo se da se prosireni jezik £(LPP§*) sastoji iz prebrojivog skupa iskaznih slova ¢, klasi¢nih
operatora — i A, simbola w, > i simbola racionalnih brojeva. Klasi¢ne iskazne formule se defini§u na
uobicajeni nacin. Osnovna tezinska formula je izraz oblika

aw(Ar) + ... +apw(4g) > ¢

gde su aq,...,a,c simboli racionalnih brojeva. TeZinske formule se dobijaju primenom opratora
= i A na osnovne tezinske formule. U formulama nema meSanja tezinskih i klasi¢nih formula, niti
iteriranja verovatnosnih operatora.

U definisanju operatora preferiranja ¢emo koristiti tri pristupa:

1. ADB:def’LU(A/\—!B) >0Aw(~AAB)=0,
2. Ab B =4 yw(B—A)=1i
3. Ab B g5 w(4) > w(B).

U skladu sa izlozenim u odeljku 2.3, kazemo da je u nekom LP P, yjeas-modelu M = (W, v, H, u)
formula A > B zadovoljena (u odnosu na prethodne definicije operatora ) ako je:

1. M = Av> B ako i samo ako je p({w : w € Wyw = AAN-B}) >0ip{w : w € Wyw E
-~AAB}) =0,

2. M = Av> B ako i samo ako je p({w:w e Wiw =B — A}) =11
3. M = Av> B ako i samo ako je u({w: w € W,w = A}) > p({w : w € W,w | B}).

U pristupu (1) formula A > B vazi u modelu M ako je verovatnoéa skupa [A A =B] pozitivna, a
verovatnoc¢a skupa [-A A B] jednaka nuli. Intuitivno, to znagi da je nije moguée da vazi B, a da ne
vazi A, a da obrnuto jeste moguée, tj. da je skup [B] pravi podskup skupa [A]. U istom smislu, u
pristupu (2), skup [B] je podskup skupa [4], ali je dozvoljeno i [A] = [B]. U pristupu (3), skupovi
[A] i [B] ne moraju biti uporedivi, ve¢ A> B vazi u modelu M ako je verovatnoéa skupa [A] strogo
veca od verovatnoée skupa [B]. Vizuelan prikaz ove analize dat je na slici 7.3. Lako je videti da vazi:

ADlB—)ADQB



A1 B — Avr3 B

gde indeks u operatoru > oznacava redni broj definicije operatora, dok operatori >o i >3 nisu uporedivi.
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Slika 7.3. Tri definicije operatora >.

Operator preferiranja se, definisan na nacine koje smo upravo opisali, moze smatrati racionalnim
u smislu da se zakonima verovatno¢e moze opravdati doneti zakljucak. Sa druge strane, kao §to je u
poglavlju 1 sugerisano, verovatnosne logike u kojima, se koriste verovatnosni operatori formalizuju sub-
jektivisticki pristup verovatnoéi. Taj iracionalni aspekt se na operator preferiranja odrazava izborom
konkretne distribucije verovatnoce. Bilo bi zanimljivo pronaéi aksiomatizaciju >;-segmenata, verovat-
nosne logike. Medutim, u ovom delu rada mi éemo se zadrzati na prikazu izrazajnosti verovatnosne
logike. Kao alternativu detaljnijem proucavanju u tabeli na slici 7.4 dajemo rezultate koji govore o
valjanosti nekih formula >;-segmenata verovatnosne logike. Simbolom + se oznacava valjanost for-
mule u pristupu ¢iji redni broj je oznaka odgovarajuée kolone tabele, dok prazni kvadrat oznacava da
formula nije valjana pri odgovaraju¢em pristupu. Sve formule, kao i njihovo ozna¢avanje, su preuzeti
iz [21] i opisuju odnos operatora preferiranja i klasi¢nih operatora. U ispitivanju formula upotrebljen
je automatski dokaziva¢ teorema Verlog 2.0.



Broj

Formula

Pristup

1123
1. |(ApB)—(BprA) + +
2. | ((ApB)A(BpC)) = (A C) + |+ |+
3. | (ApB)—= ((AAN-B)p(BA-A)) + |+ |+
4. | (AAN-B)>(BA-A)) = (A> B) + |+ |+
5 | ((AAN=-CA-D)>(mAN-BAC))AN(AN-CA-D)>(mAAN-BAD))A | + | +
((BA=-CA-D)>(mAAN-BAC))AN((BA-CA-D)>(~AA-BAD))) —
((Av B)> (CV D))
6. | (ANC)>(BAC)A((AN-C)>(BA-C)))— (A> B) + |+ |+
7. | (ApB) = ((AANC)>(BAC))V ((AN=C)> (B A-C))) + |+ |+
8. | (Ar(BVC)) = ((ApB)A(Ap(C)) + |+ |+
9. | (ApB)A(ApC)) - (A>(BV(C)) +
10. | (AvB)pC)— ((A>C)V (Br0))
11. | (ArC)V(BrC)) = ((AVB)>C) + |+ |+
12. | (A C)A(BrC)) = ((AVB)>0O) + |+ |+
13. | (AAB)>C)—= ((AxC)A(B>C)) + |+ |+
4. | (AbC)AN(B>C)) = ((AANB)>C) +
15. ((A/\B)I>C)—>((A|>C) (Br(C)) + |+ |+
16. | (A> B) — (=B —A) + |+ |+
17. | (= Bl>—|A) (4> B) r+ [+
18. | (Av(BAC)) = ((ApB)V (Ar(C))
19. | (ApB)V(ApC)) = (A (BACQC)) + |+ |+
20. | (A>B)A(ApC)) — (A (BACQ)) + |+ |+
21. | (= (BDA)) (A> B) +
2. | (A>C)—= ((A>B)A(B>Q))
ch. ((A B)>(CVD)) = ((AN-CA-D)>(mAAN-BAC))A((AAN-C A +
-D)> (~AA-BAD))A((BA-CA-D)>(=AA=BAC))A((BA-C A
-D)v> (mAAN-BAD)))
c6. | (A>B) = ((ANC)>(BAC))AN(AN-C)> (BAC))) +
c?. | (AANC)>(BAC))V((AAN-C)> (BA-C))) — (A B)
cl2. | (AVB)>C)— ((ArC)A (B> (C))
cl5. | (ArC)V (BrC)) — ((A/\B)|> C)
c20. | (A>(BAC)) = ((ApB)A (A 0))

Slika, 7.4. Valjanost formula koje sadrze operator preferiranja b.







Dodatak A

A.1 Verovatnocéa

Definicije i formulacije teorema u ovom odeljku su preuzete iz [3, 7, 46, 112]. U daljem tekstu  ¢e
oznacavati neprazan skup.

Definicija A.1 Familija H podskupova skupa € je algebra ako je ispunjeno:
1. Qe H,
2. ako je I} € H, tada je komplement skupa Fy, Ff u H i

3. akosu b1 € HiFy € A, tadaje Fy UFy € H.

Definicija A.2 Familija H podskupova skupa 2 je o-algebra ako je ispunjeno:
1. Qe H,
2. ako je I, € H, tada je Ff € H i

3. ako je Fy, Fy,... € H, tada je U, F; € H.

Definicija A.3 Neka je H familija podskupova skupa (2. Familija H' podskupova skupa  je
algebra! generisana familijom H ako je ispunjeno:

1. H' je algebra,
2. HCH'i

3. H' je najmanja algebra koja sadrzi H.

Teorema A.4 Za svaku familiju H podskupova skupa 2 postoji jedinstvena algebra (o-algebra)
generisana familijom H.

Definicija A.5 Neka je H algebra podskupova skupa . Konacéno-aditivna verovatnoéa? je funkcija
p: H —[0,1] i za koju je:

1. u(F) >0, za svaki F € H,

2. () =11

! Analogno se definise o-algebra generisana familijom H.
2U [7] konagno-aditivna verovatnoda se naziva positive bounded probability charge.
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3. ako skupovi F; i F, pripadaju H i medusobno su disjunktni (F; N Fy = (), tada je u(F UF,) =
p(F1) + p(F2).

Definicija A.6 Neka je H o-algebra podskupova skupa ). o-aditivna verovatnoéa je funkcija y :
H — [0,1] i za koju je:

1. u(F) >0, za svaki F € H,
2. p(2)=11

3. ako je F1, F,,... prebrojiva familija skupova koji pripadaju H i koji su medusobno disjunktni
(F 0 Fy =0, 7.0 # j), tada je p(UR, ) = Y32, u(Fy).

Definicija A.7 Verovatnoca u definisana na (o-)algebri H je konacno-vrednosna ako je skup {u(F) :
F € H}, kodomen funkcije u, konatan.

Definicija A.8 Konacno-aditivni verovatnosni prostor® je uredena trojka (Q, H, 1), gde su:
1. H algebra podskupova skupa 2 i
2. u kona¢no-aditivna verovatnoca definisana na H.

Elementi algebre H su merljivi u odnosu na verovatnoéu p.

Definicija A.9 Neka je (Q, H,u) (kona¢no-aditivni) verovatnosni prostor. Verovatnoéa p je dis-
kretna ako su svi jednoclani podskupovi od 2 merljivi. U suprotnom verovatnoéa je neprekidna.

Definicija A.10 Neka su (Q, H,u) i (2, H,v) verovatnosni prostori. Verovatnoéa v je apsolutno
neprekidna u odnosu na verovatnoéu u (p < v) ako za svaki F' € H iz pu(F') = 0 sledi da je v(F) = 0.

Definicija A.11 Nekasu (Q, H, ) i (Q, H,v) verovatnosni prostori. Verovatnoée u iv su singularne®

(uLv) ako postoje disjunktni skupovi X i Y ¢ija je unija skup 2 tako da za svaki merljivi skup A,
p(XNA) =v(YNnA) =0.

Sledeée dve teorema su varijante teorema dokazanih u [7] (kao posledica 3.3.4 i iskaz 11.1.5). Prva
od njih se odnosi na moguénost prosirivanja kona¢no-aditivne verovatnoce, a druga daje kriterijum
za ispitivanje da li je verovatnoca konaéno-vrednosna.

Teorema A.12 Neka je H algebra podskupova skupa (2 i neka je u konaéno-aditivna verovatnoca
definisana na H. Neka je H' algebra podskupova skupa 2 koja sadrzi H. Tada postoji konaéno-
aditivna verovatnoca 7 definisana na H' koja je prosirenje od p sa H na H' i &iji je kodomen podskup
zatvorenja kodomena od p.

Teorema A.13 Neka je H algebra podskupova skupa 2 i neka je p konaéno-aditivna verovatnocéa
definisana na H. Ako postoji realan broj ¢ > 0 takav da je za svaki F € H,F # (), | u(F) |> ¢, onda
je verovatnocéa p konaéno-vrednosna.

8 Analogna definicija se daje i za slu¢aj o-algebre H i o-aditivne verovatnoée p. o-aditivni verovatnosni prostor se
kratko naziva verovatnosni prostor.
“Koristi se i izraz v je singularna u odnosu na p.



Primetimo da je u teoremi A.12 H’ bilo koja algebra nad €2 koja sadrzi H, tako da moze biti i
22 familija svih podskupova skupa Q. Cinjenica da je p kona¢no-aditivna je od sustinskog znacaja.
U opstem slucaju o-aditivnu verovatnoéu definisanu na nekoj o-algebri H podskupova skupa {2 nije
moguée progiriti do o-aditivne verovatnoée definisane na 2?. Recimo, neka je Q = [0,1] i neka je
H o-algebra skupova merljivih u odnosu na restrikciju Lebesgue-ove mere na [0, 1]. Tada postoje
nemerljivi podskupovi od [0, 1], odnosno H # 2%,

Definicija A.14 Proizvod dva o-aditivna verovatnosna prostora (Qq, Hy,pu1) i (Qo, Ho, uo) je o-
aditivni verovatnosni prostor (21 x Qo, Hi ® Ha, 1 ® po), gde je Hi ® Hy o-algebra generisana
skupom merljivih pravougaonika X; X X9, X; € H; i p1 ® pa(X1 X Xo) = p1(X7) - pa(X2).

Definicija A.15 Ako je (1 x Q9, Hy ® Ho, 1 ® pg) proizvod dva o-aditivna verovatnosna prostora,
X C Q1 x Q9, wy € Q, tada je skup X, = {w2 € Q2 : (w1,w2) € X} sekcija skupa X odredena sa
wi. Sliéno, za we € Q9, skup X, = {w1 € Q1 : (w1,ws) € X} je sekcija skupa X odredena sa ws.

Teorema A.16 Neka je (21 x Qq, H1 ® Ho, 11 ® p2) proizvod dva o-aditivna verovatnosna prostora,
i X € HH @ Hy. Za svaki w; € €y i wy € €y sekcije X,,, i X, su merljivi skupovi, tj. X,, € H; i
Xw, € Ho.

Medutim, obrat teoreme A.16 ne vazi. Neka je €2 neprebrojiv skup i H najmanja o-algebra
podskupova od {2 koja sadrzi sve jednoclane elemente iz Q. Tada dijagonala D = {(w,w) : w € Q}
ne pripada c-algebri H ® H, iako sve njene sekcije D, pripadaju H. S druge strane, ako je svaki
jednoclani skup iz 2 merljiv, mogudée je prosiriti meru proizvoda tako da i dijagonala bude merljiva.

Definicija A.17 Neka je (2, H, u) verovatnosni prostor i F' proizvoljni podskup skupa 2. Tada je
spoljna verovatnoéa p*(F') skupa F indukovana verovatnoéom p definisana sa

p*(F) =inf{u(F'): F C F' € H}
Analogno, unutrasnja verovatnoéa p.(F') skupa F indukovana verovatnoéom p je definisana sa

ps(F) =sup{u(F'): F' C F,F' € H}

Definicija A.18 Neka je (2, H, u) prostor mere i neka su A, B € H. Uslovna verovatnoéa od B ako
se dogodio A i ako je u(A) > 0, u oznaci u(B | A) je

p(AN B)

w(B | A) = (A

Teorema A.19 (Bayes-ova teorema) Neka je (2, H, ) prostor mere. Neka je B € H i neka
su A1, Ag, ..., A, € H medusobno disjunktni skupovi, ¢ija je unija sam 2 takvi da p(A4;) > 0 za
1=1,...,n. Tada je

B | A)u(A4;

- X (B[ Ajn(4;)

Sledeca aksioma povezuje verovatnoée viseg reda (verovatno¢a nad verovatnotama) sa obi¢nim
verovatnoéama [76].

Definicija A.20 (Miller-ov princip) Uslovna verovatnoéa dogadaja pod uslovom da je uoéeno da
je verovatnoéa dogadaja r je r:

pla | pla) =r) =r.



A.2 Loeb-ova konstrukcija

Loeb-ova konstrukcija je sredstvo koje se koristi u nestandardnoj teoriji mere za dobijanje rezultata
o prosirivanju kona¢no-aditivne mere do o-aditivne mere [103]. U ovom odeljku su date osnovne
definicije i tvrdenja koji rezultiraju teoremom A.30, varijantom leme 2.11 iz [55].

Definicija A.21 Superstruktura V(S) nad skupom S se dobija iteracijom:
Vo(S) =S, Var1(S) = Va(S) U 2", V(8) = Un<wVa(9).

Definicija A.22 Ogranicena formula je formula prvog reda u kojoj su svi kvantifikatori ograniceni,
odnosno oblika su (Vz € y) i (Fz € y).

Definicija A.23 Struktura *S je nestandardni model za S, a funkcija * : V(S) — V(*S) je ograni-
¢eno elementarno utapanje ako vazi:

E) Princip ekstenzije. *S je prava ekstenzija od S i restrikcija funkcije * na S, % | S, je identitet.
] J

(T) Princip transfera. Funkcija * otuvava istinitost ograni¢enih formula, odnosno za svaku ograni-
¢enu formulu ¢(z1,...,z,) 1a1,...,a, € V(S), ¢(ai,...,a,) vazi u V(S) ako i samo ako ¢(*aq,
.oy tay) vazi u V(*S).

(S) Princip wi-saturacije. Ako su Ag O A; D ... neprazni skupovi u *V,,(S), tada je presek
Nm<wAm neprazan.

Definicija A.24 Objekat A € V(*S) je internalni ako je A € *B za neki B € V(S). U suprotnom,
A je eksternalni objekat.

Definicija A.25 *V(S) = Un<u,*Via(S) je kolekcija svih internalnih objekata iz V (*S).

Definicija A.26 Internalni prostor mere (A, H,u) se sastoji od internalnog skupa A, internalne
algebre H C 24 podskupova skupa A i internalne *o-aditivne funkcije pu: H — *R,.

Definicija A.27 Ako je x € *R\ R i ako postoji n € N tako da je | z |< n, standardni deo od x je
°z =sup{a € R:a < z}.

Definicija A.28 Loeb-ov prostor internalnog prostora mere (A, H, i) je jedinstveni o-aditivni pros-
tor mere (A, L(H), L(u)) gde je:

1. L(H) o-algebra generisana algebrom H i

2. L(u)(F) =°u(F) za svaki F € H.

Teorema A.29 Neka je (A, H, ) internalni konaéno-aditivni prostor mere takav da je °u(A4) < oc.
Tada postoji jedinstveni Loeb-ov prostor prostora (A, H, u).

Teorema A.30 Neka je (A, H, 1) konaéno-aditivni prostor verovatnoée. Tada je o-aditivni prostor
verovatnoée (*A, L(*H), L(*1)) dobijen primenom Loeb-ove konstrukcije na (*A,*H, *u) takav da za
svaku ograni¢enu formulu ¢(z) i svaki a € A vazi

(4, H, ) |= ¢(a) akko (*A, L("H), L(*p)) = ¢(a).



A.3 Skupovi. Relacije

Definicija A.31 Neka je W skup i A njegov podskup. Tada je A ko-konacan ako je W\ A konacan
skup.

Definicija A.32 Neka je W skup. Binarna relacija R je podskup skupa W2. Binarna relacija je:
e Serijska ako (Vx € X)(Jy € X)(zRy).

Refleksivna ako (Vz € X)(zRz).

Simetricna ako (Vz,y € X)(zRy = yRx).

Antisimetricna ako (Vz,y € X)(zRy ANyRzx = = =y).

Tranzitivna ako (Vz,y,z € X)(zRy AyRz = zRz).

FEkvivalencije ako je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

Poretka ako je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

A.4 Transfinitna indukcija

U ovom odeljku je iskoristen materijal iz [71].

Definicija A.33 Parcijalno ureden skup je ureden par (X, <), gde je X neprazan skup, a < relacija
poretka skupa X.

Definicija A.34 Relacija < skupa X je kvaziporedak ako je refleksivna i tranzitivna. Kvaziporedak
< skupa X je totalan (ili linearan) ako i samo ako vazi (Vy,z € X)(y < zV z <y).

Definicija A.35 Neka je < relacija poretka skupa X. Relacija < skupa X definisana sa y < z akko
y < z 1y # z je relacija strogog poretka. Strogo ureden skup je ureden par (X, <), gde je X neprazan
skup, a < relacija strogog poretka skupa X.

Definicija A.36 Neka je X parcijalno ureden relacijom < i neka je a € X. Strogi pocetni segment
je skup st(a) = {y € X : y < a}.

Definicija A.37 Element a skupa X koji je parcijalno ureden relacijom < je minimum ako za svaki
y€ X,a<uy.

Definicija A.38 Skup X parcijalno ureden relacijom < je dobro ureden ako svaki njegov neprazan
podskup ima minimum.

Teorema A.39 (Princip transfinitne indukcije) Neka je Y podskup dobro uredenog skupa X i
neka vazi:
(Vze X)(st(z) CY = 2z€Y).

Tada je X =Y.

Definicija A.40 Neposredni sledbenik skupa x je skup zt = z U {z}. Skup z je skup sledbenika ako
sadrzi prazan skup i (Vn)(n € z = nt € z).

Aksioma A.41 Aksioma beskonacnosti. Postoji skup koji sadrzi prazan skup i sledbenika svakog
svog elementa.



Definicija A.42 Skup w je najmanji skup sledbenika. Prirodan broj je element najmanjeg skupa
sledbenika.

Definicija A.43 Ordinalni broj je dobro ureden skup « za koji vazi (V¢ € a)(st(€) = £).

Definicija A.44 Prirodni brojevi su konacéni ordinali. Ordinali koji nisu konaéni su transfinitni.
Ordinali sledbenici su neposredni sledbenici nekih ordinala. Graniéni ordinali su ordinali koji nisu
neposredni sledbenici.

Nekoliko prvih ordinala dato je u sledeéem spisku: 0,1, 2, ..., w,w+ 1, w+2, ..., 2w, ..., 3w,

W, e, WP WY, WY, L, Wi, ... Sa w se oznagava prvi beskonaéni ordinal, tj. ordinal

¢iji su svi pocetni segmenti konacni, a w; prvi neprebrojivi ordinal, tj. ordinal ¢iji su svi pocetni
segmenti prebrojivi.

Teorema A.45 (Princip transfinitne indukcije za ordinale) Neka je ON klasa svih ordinala.
Ako vazi:

1. S(0),
2. (Va € ON)(S(a) = S(a™)) i
3. za svaki grani¢ni ordinal v, ((V8 < 7)S(B)) = S(v)

onda za svaki ordinal « vazi S(«).

Definicija A.46 Kardinal je ordinal « sa osobinom da je a < 8 za svaki ordinal 8 koji je ekvipo-
tentan sa a.

A.5 Infinitarne logike
Definicije i formulacije teorema u ovom odeljku su preuzete iz [61, 63].

Definicija A.47 Skup A je tranzitivan ako iz a € b € A sledi a € A. Tranzitivno zatvorenje skupa
a je najmanji tranzitivan skup b koji je nadskup od a.

Definicija A.48 Formula teorije skupova je formula na jeziku prvog reda sa jednako$éu i binarnim
relacijskim simbolom €.

Ako je « formula teorije skupova, (Vz € y)a predstavlja skraéeni zapis formule (Vz)(z € y — «),
dok (3z € y)a predstavlja skraéeni zapis formule (3z)(z € y A ).

Definicija A.49 Ay formula je formula teorije skupova izgradena od atomskih formula i njihovih
negacija koriséenjem konatnih A i Vi (Vz € y) i (3 € y). X formula je formula teorije skupova
izgradena od atomski formula i njihovih negacija koriSéenjem prethodne Cetiri operacije i (3z). II
formula je formula teorije skupova izgradena od atomskih formula i njihovih negacija koriséenjem
prethodne ¢Cetiri operacije i (Vz).

Definicija A.50 Skup A je dopustiv ako vazi:
1. A#0.
2. A je tranzitivan.

3. Ako z € A, onda tranzitivno zatvorenje TC(z) € A.



4. Aksioma Ag separacije.
Ako je a(z,y1,---,yn) Ag formula i by,...,b,,c € A, tada {a € c: (A,€) = ala,by,...,b,)} €
A.

5. Aksioma 3 refleksije.
Ako je a(y1,...,yn) X formula, by,...,b, € Ai{(A,€) E a(by,...,b,), tada postoji tranzitivan
skup a € A tako da by,...,b, €ai(a,€) F a(b,...,by).

Definicija A.51 Skup X C A je X na A ako postoji ¥ formula a(x,y1,...,ys) ielementi by, ..., b, €
Atakodaje X = {a € A: (A, €) E ala,b,...,b,)}. Formula a(z,b1,...,b,) je ¥ definicija skupa
X. Analogno se definiSe skup koji je II na A. Skup X C A je A na A ako jei 3 iIl na A.

Definicija A.52 HF je skup svih skupova z takvih da je kardinalnost 7C'(z) < w. Elementi skupa
HF se nazivaju nasledno konacéni. HC je skup svih skupova z takvih da je kardinalnost TC(z) < wj.
Elementi skupa HC' se nazivaju nasledno prebrojivi.

Definicija A.53 Neka L oznacava skup formula na jeziku L i neka je A neprazan tranzitivan skup
takav da vazi:

e ako je a,b € A, tada je {a,b} € A,aUb€E A,axbeAi

e ako je a € A i a najmanji ordinal koji nije tranzitivno zatvorenje od a, tada je a € A.
Skup formula L 4 je fragment skupa formula logike L ako vaZi:

e Ly=LNAi

e ako je ¢(z,...) € Ly iako jet € A term iz L, tada je ¢(t,...) € L.

Ako je A fragment logike L onda k7, ¢ oznacava da -7, ¢ i da postoji izvodenje u L takvo da
sve formule iz dokaza pripadaju L 4.
Teorema A.54 (Barwise-ova potpunost) Neka je A dopustiv skup koji sadrzi w i €iji su svi
elementi prebrojivi, tj. A C HC. Skup valjanih formula na jeziku L4 je 3 na A.

Teorema A.55 (Barwise-ova kompaktnost) Neka je A C HC prebrojivi dopustivi skup. Neka
je X skup recenica jezika L 4 koji je X na A takav da svako z C X za koje je z € A ima model. Tada
X ima model.

Teorema A.56 (Robinson-ova konzistentnost) Neka su Lj i Ly dva prosirenja jezika L takva
da je L1 N Ly = L (svi simboli koji su zajednicki za L; i Ly suu L). Neka je T kompletna teorija u
L ineka su a; i ag reCenica na jezicima L, odnosno Ly. Ako su T'U {a1} i T U {az} konzistentni,
tada je konzistentno i T'U {a, ag}.

Ako su o i B dva beskonacna kardinala, beskonacna logika L,z je logika sli¢na logici prvog
reda, sem §to su dozvoljene konjunkcije i disjunkcije formula iz skupova koji sadrze manje od «
formula i univerzalne i egzistencijalne kvantifikacije promenljivih iz skupova koji sadrze manje od
B promenljivih. Logika L, je klasicna logika prvog reda. Jezik logike L, sadrzi prebrojivo
mnogo relacijskih, funkcijskih i simbola konstanti, standardne logicke simbole (=, A, V, V, 3, =)
i w1 promenljivih, vg,v1,...,Vq,--., @ < wi. Skup formula ove logike je najmanja klasa X takva da:

e sve atomske formule su u X



sakojepe Xia<wtadaje e X, (Vog)p€ X1 (Fug)p e Xi
e ako je ¢ najvise prebrojiv neprazan podskup od X, tada je A¢ € X i V¢ € X.
U logici L, se mogu izraziti mnogi pojmovi koji nisu izrazivi u logici prvog reda, recimo:

e klasa svih kona¢énih modela se karakteriSe rec¢enicom
Vin<w(3x1 . 2n)Vy)(ly =21 V... VYy =xp)

e klasa svih modela izomorfnih standardnom modelu aritmetike se karakteriSe skupom Peano-vih
aksioma na koje se dodaje formula

(Vz)(zx=0Vvz=0"V...)

Sledeéi primer ilustruje da teorema kompaktnosti A.63 i teorema Lowenhaim-Skolem-Tarski A.64
ne vaze za logiku L, .

Primer A.57 Neka su ¢, c1,...,c, simboli konstanti jezika L,,,. Neka je ¥ skup sentenci

(Vz) Vnew (T =), cw#co, cu#ec,

Svaki konacan podskup skupa Y ima model, ali ¥ nema model. Prva re¢enica ima model kardinalnosti
w, ali nema neprebrojivih modela.

Medutim postoji kompletna aksiomatizacija tako da vaze sledece teoreme potpunosti.
Teorema A.58 Ako je ¢ recenica logike L, ., tada je -, , ¢ akko |= ¢.

Teorema A.59 Ako je ¢ recenica prebrojivog fragmenta L 4 logike L, tada je Fr,, ¢ akko = ¢.

A.6 Formulacije nekih osnovnih tvrdenja

U ovom odeljku se pretpostavlja neki fiksirani jezik L. Konzistentnost se posmatra u odnosu na neki
fiksirani aksiomatski sistem.

Definicija A.60 Skup je deduktivno zatvoren ako sadrzi sve svoje posledice, tj. izT F a sledi o € T.

Teorema A.61 (Jaka potpunost) Svaki konzistentan skup ima model.
Teorema A.62 ((Obiéna, slaba) potpunost) Svaka konzistentna formula ima model.

Teorema A.63 (Kompaktnost) Ako je ¥ skup recenica jezika L i svaki konatan podskup od %
ima model, tada ¥ ima model.

Teorema A.64 (Lowenhaim-Skolem-Tarski) Ako skup ¥ rec¢enica jezika L ima beskonatan mo-
del kardinalnosti «, onda ¥ ima modele svih kardinalnosti 5 > a.

Definicija A.65 Logika Li je konzervativno prosirenje logike Lo ako vazi:
e Jezik L£(L;) logike L; je nadskup jezika L£(Ls) logike Lo i

e sva valjane formule iz L koje su na jeziku £(L2) su valjane i u logici Ls.



A.7 Hijerarhije i slozenost izraCunavanja

Formulacije definicija i tvrdenja u ovom odeljku koje se odnose na aritmeticku i analiticku hijerarhiju
skupova i na slozenost izratunavanja su preuzete iz [2, 8, 20].

A.7.1 Aritmeticka hijerarhija

Definicija A.66 Skup® A prirodnih brojeva, A C N, je rekurzivno prebrojiv (X9) ako postoji
rekurzivna binarna relacija B tako da (Vz)(A(z) <> (Jy)B(z,y)).

Definicija A.67 Skup A prirodnih brojeva, A C N, je korekurzivno prebrojiv (II9) ako postoji X9
skup B tako da je A=N\ B.

Definicija A.68 Skup A prirodnih brojeva, A C N, je rekurzivan (odluéiv) (A9) ako je %9 i TI9.

Definicija A.69 Funkcija f : N — N je izrac¢unljiva u odnosu na neku apstraktnu maginu ako postoji
program za tu masinu kojim se za dati ulaz u kona¢nom broju koraka rada izra¢unava vrednost
funkcije. Funkcija je parcijalna ako je definisana na nekom podskupu od N, inace je totalna. Skup je
odluciv ako je njegova karakteristicna funkcija totalna izrac¢unljiva, inace je neodluciv.

Definicija A.70 Skup je parcijalno odluciv (rekurzivno nabrojiv) ako je njegova karakteristicna
funkcija parcijalno izrac¢unljiva, odnosno ako program kojim se funkcija izra¢unava u konaénom broju
koraka staje i daje potvrdan odgovor kad god argument funkcije pripada skupu.

Definicija A.71 Skup A prirodnih brojeva, A C N, je Z?H_l ako postoji TI2 binarna relacija B tako
da je (Vz)(A(z) <> (3y)B(z,y)). Skup A prirodnih brojeva, A C N, je II% ; ako postoji X2, skup
B tako da je A =N\ B. Skup A prirodnih brojeva, A C N, je A?H_l ako je X0 i I10.

Definicija A.72 Aritmeticki skupovi su skupovi koji pripadaju A%, 39 TI% (n € N) hijerarhiji.
A.7.2 Analiticka hijerarhija

Definicija A.73 TI% formula je formula u standardnom jeziku aritmetike®. 119 formula sa para-
metrima drugog reda je T1, formula, sem §to sadrzi i skupovne promenljive’. TI% formula sa pa-
rametrima drugog i treéeg reda je I formula, sem $to sadrzi i skupovne promenljive i promenljive
koje odgovaraju skupovima skupova.

Definicija A.74 1} formula je formula oblika

(VX1)... (VX))
gde je o TI, formula sa parametrima drugog reda i X1, ..., X, promenljive drugog reda.
Definicija A.75 TI., formula je formula oblika

(@1X1) ... (QnXn)a

gde je a T1% formula sa parametrima drugog reda, Xi, ..., X, promenljive drugog reda i Q, ...,
Q@ proizvoljni kvantifikatori drugog reda.

®0dnosno, unarna relacija nad N, ili k-arna relacija umesto koje se posmatra unarna relacija nad kodom argumenata.
6Jezik sadrzi nelogicke simbole 0, 1, 4+, X i individualne promenljive.
"U izrazima, oblika t € X gde je t term bez skupovnih promenljivih.



Definicija A.76 117 formula je formula oblika
(VX1)... (VX))
gde je o IIL, formula sa parametrima treéeg reda i Xy, ..., X,, promenljive treéeg reda.

Definicija A.77 32 formula je I, formula sa parametrima drugog i treéeg reda kojoj prethode
proizvoljni parametri drugog i egzistencijalni kvantifikatori treéeg reda.

Definicija A.78 Neka je X} =def 115 =def .. E}H_l formula je TI} formula kojoj prethode egzis-
tencijalni kvantifikatori drugog reda. IT} 11 formula je ¥} formula kojoj prethode univerzalni kvan-
tifikatori drugog reda.

U opstem sluéaju u izrazu poput II¢, i + 1 je red parametara formule, n govori o broju alterni-
rajuéih blokova kvantifikatora, a II govori da je prvi blok ¢itajuéi sa leva na desno blok univerzalnih
kvantifikatora. Za svaku od tih klasa postoje odgovarajuéi skup skupova prirodnih brojeva i skupovi
problema koji se mogu definisati formulama iz klase. Recimo, skup S je ITi ako postoji I} formula
ag(x) sa jednom slobodnom promenljivom z tako da n € S ako i samo ako vazi ag(n), dok se odgo-
varajuéi problem sastoji od utvrdivanja da li je n € S. Istinitosni problem za neku klasu formula
predstavlja ispitivanje da li su recenice te klase ta¢ne, odnosno da li kodovi re¢enica pripadaju skupu
kodova istinitih recenica. Klasa formula se identifikuje sa klasom kodova (u nekom standardnom
sistemu kodiranja) za te formule.

Teorema A.79 TI} kompletni skupovi nisu rekurzivno nabrojivi i nemaju kompletnu rekurzivnu
aksiomatizaciju.

A.7.3 Slozenost izracunavanja

U slucéaju odluéivih skupova, odnosno problema, postoji hijerarhija koja se odnosi na slozenost izrac¢u-
navanja odgovarajuéih karakteristi¢nih funkcija. Pri tome se procenjuje potrosnja, odnosno zauzece,
vremena i memorije.

Definicija A.80 Neka je C neka klasa sloZzenosti. Problem P je u C ako postoji program za njegovo
reSavanje koji ne koristi resurse koji nisu dozvoljeni definicijom klase C.

Definicija A.81 Neka je C neka klasa sloZenosti. Problem P je C-teZak ako za svaki drugi problem @)
koji je u klasi C postoji program koji problem @) redukuje u problem P i koristi pri tome polinomijalan
broj koraka.

Definicija A.82 Neka je C neka klasa slozenosti. Problem P je C-kompletan ako je u C i ako je
C-tezak.

Definicija A.83 Neka je C neka klasa slozenosti. Problem P je ko-C-kompletan ako je komplement
problema C-kompletan.

Sledi opis nekoliko klasa odluéivih problema, i prikaz odnosa izmedu njih. U klasi PTIME?® se
nalaze problemi za Cije reSavanje je potreban najvise polinomijalni broj koraka, odnosno polinomijalno
vreme. U klasi NPTIME? se nalaze problemi koji se resavaju nedeterministi¢kim programima u
polinomijalnom vremenu. N P problemi se prirodno dele na dva koraka: u prvom koraku se trazi reSe-
nje koje se proverava u drugom koraku. Nedeterminizam se odnosi na trazenje reSenja. Pretpostavlja

80va klasa se oznacava i sa P.
90va klasa oznacava i sa NP.



se da je pretrazivanje dugotrajno, ali se u smislu nedeterminizma pronalazi u jednom koraku. Za
ispitivanje reSenja je potreban najviSe polinomijalni broj koraka. Problem ispitivanja zadovoljivosti
iskaznih formula je NP kompletan problem. U klasi PSPACE se nalaze problemi koji se reSava-
ju programima koji koriste polinomijalni prostor. Problem zadovoljivosti za modalnu logiku S/
je PSPACE kompletan. U klasi EXPTIME se nalaze problemi koji se reSavaju programima
koji koriste eksponencijalno vreme. Problem zadovoljivosti za modalnu logiku PDL je EXPTIME
kompletan. U klasi EXPSPACE se nalaze problemi koji se reSavaju programima koji koriste
eksponencijalni prostor. Poznato je da je odnos izmedu klasa sledeceg oblika:

PCNPCPSPACE CEXPTIME C EXPSPACE

Pretpostavka je da je hijerarhija prava, odnosno da su klase gledano sa leva na desno pravi pod-
skupovi.

Dongja granica slozenosti problema se pokazuje tako §to se na taj problem svodi neki drugi prob-
lem ¢ija je kompletnost poznata. Recimo, slozenost problema zadovoljivosti formula u normalnim
modalnim logikama je bar N P jer je problem zadovoljivosti iskaznog ra¢una N P kompletan, a iskazna
logika je podlogika normalnih modalnih logika. Gornja granica slozenosti problema se pokazuje kon-
strukcijom programa kojim se reSava taj problem. Recimo, za ispitivanje zadovoljivosti formula u
modalnoj logici S5 postoji program koji pripada klasi NP.

A.8 Linearni sistemi

Formulacije sledeéih teorema su preuzete iz [30].

Teorema A.84 Ako sistem od r linearnih jedna¢una i/ili nejedna¢ina ima nenegativno resenje, tada
ima i nenegativno reSenje sa najvise r pozitivnih koordinata.

Teorema A.85 Ako sistem od r linearnih jedna¢una i/ili nejednagina sa celobrojnim koeficijentima
¢ija duzina zapisa ne prelazi [ ima nenegativno reSenje, tada ima i nenegativno reSenje sa najvise r
pozitivnih koordinata ¢iji zapis ne prelazi duzinu O(rl + rlog(r)).

A.9 Supremum i infimum

U ovom odeljku koristimo formulacije definicija i tvrdenja iz [3].

Definicija A.86 Ako je A podskup skupa X uredenog relacijom <, element b € X je majoranta
skupa A ako je za svako a € A, a < b. Ako je pritom b € A, onda je b maksimum skupa A'°.

Definicija A.87 Supremum skupa A C X (u oznaci sup A) je minimum skupa majoranti skupa A.
Infimum skupa A C X (u oznaci inf A) je maksimum skupa minoranti skupa A.

Teorema A.88 Svaki skup realnih brojeva koji ima kona¢nu majorantu (minorantu) ima supremum
(infimum).

Definicija A.89 Skup A C R je otvoren skup ako za svako z € A postojie > 0 takoda {y:|z—y |<
€} C A. Skup A C R je zatvoren skup ako je R\ A otvoren skup.

Teorema A.90 Neka je F' zatvoren skup u R, ograni¢en sa desna (leva). Tada sup F' (inf F') pripada
skupu F'.

10 pMinoranta i minimum skupa se definisu analogno.






Dodatak B

U ovom dodatku opisane su verovatnosne logike ¢iji objekt jezici sadrze verovatnosne kvantifikatore
i/ili verovatnosne operatore tako da je moguée neposredno izraziti re¢enice koje govore o verovatnoéi.

B.1 Verovatnosni kvantifikatori - verovatnoé¢e nad domenima

Po svemu sudeéi Jerome H. Keisler je prvi razmatrao strukture u kojima je verovatnoéa definisana
na domenu strukture prvog reda [62] i u kojima su u objekt jezik uvedeni kvantifikatori oblika

Pz >r

tako da (Pz > r)p(z) znaéi: verovatnoéa skupa {z : ¢(z)} je veéa do jednaka od r. Pri tome
istinitosna vrednost formule je bilo ta¢no, bilo netaéno, kao i u klasi¢noj logici. Jedan od razloga
proucavanja ovakve logike je razvoj sredstva za izrazavanje matematickih pojmova koji se javljaju u
teoriji verovatnode.

Verovatnosni kvantifikatori se koriste umesto klasi¢nih kvantifikatora Vx i Jz ¢ije prisustvo bi
onemogucéilo da projekcije merljivih dogadaja budu u opStem slucaju merljive. Verovatnosni kvan-
tifikatori oblika Pz > r, Pz <r, Pz <r, Pr =r, Pz € [a,b], ...se definisu pomo¢u kvantifikatora
Px > r. Recimo, Px <r =-Pzx >r.

U [55] Douglas Hoover je razradujuéi Keisler-ove ideje dao niz znac¢ajnih rezultata od kojih éemo
neke navesti u daljem tekstu. Hoover je proucavao logike L,p, L, p i Lap, gde je A prebrojiv
dopustiv skup, koje su verovatnosne varijante redom klasi¢ne logike prvog reda L, i beskona¢nih
logika L, i L4 u kojima se umesto klasi¢nih koriste verovatnosni kvantifikatori.

Definicija B.1 Verovatnosni model je struktura (U, pin)n<, gde su:
1. U = (U, R, fj,ck)icr,jeskek je standardni model prvog reda,

2. za svako n < w, Uy je o-aditivna verovatnosna mera na U™ i niz mera (u, : n < w) zadovoljava
Fubini-jeve zahteve:

a
b

) za sve m im, ly4n je prosirenje proizvoda mera fi,, i fin,
)

¢) ako je S € dom(fuyy41n), onda je za svako b € U™ skup {a : (a,b) € S} € dom(uyy),
)
)

~~ —~

svaka mera, yu,, je invarijantna u odnosu na permutacije koordinata argumenta,

N~

d) ako je S € dom(fm+n), onda je za svako r € R, {b: py{a: (a,b) € S} > r} € dom(uy),

€

—

ako je S € dom(pm1yp), onda je

pnin(8) = [ ([ i) ()

3. svaka atomska formula sa n slobodnih promenljivih je merljiva u odnosu na, y,,* .

1Ovo ima za posledice da je jednakost pz-merljiva i da su svi jednoélani skupovi y;-merljivi.

111



Hoover daje aksiomatske sisteme za svoje logike za koje dokazuje teoremu potpunosti.

Teorema B.2 Ako je ¢ recenica logike L,p (Lap,Ly,p), tada je ¢ valjana ako i samo ako je
dokaziva.

U dokazu ove teoreme koristi se postupak konstrukcije modela iz dva koraka. U prvom koraku
se uglavnom standardnim sredstvima kompletiranja posmatranog skupa formula izgradi kona¢no-
aditivni verovatnosni model u kome vaze sve formule iz polaznog skupa formula. U drugom koraku se
sredstvima razvijenim u nestandardnoj analizi (odeljak A.2) ovaj model prevodi u pravi verovatnosni
model u kome takode vaze sve formule iz posmatranog skupa. Za logiku L 4p je pokazana Barwise-ova
potpunost A.54 i kompaktnost A.55, kao i Robinson-ova konzistentnost A.56 za logiku L, p.

Razmatrana je i logika Ly rp u kojoj su dozvoljene samo konacne formule i verovatnosni kvan-
tifikatori Pz > r za r € QN[0, 1]. Interpretiranjem standardnog modela prirodnih brojeva u kona¢noj
teoriji ove logike, pokazano je da je klasa teorema logike I} kompletna, te nije rekurzivno nabrojiva.
U odgovarajuéem aksiomatskom sistemu koristi se beskonaéno pravilo izvodenja:

Iz {¢ —» (Px >r)(Py>s— %)(p :n € N} izvesti ¢y — (Pz > r)(Py > s)¢p. (B.1)

Slededi primeri ilustruju izrazajnost logike L, p:
e ’postoji prebrojiv skup mere jedan’ se izrazava sa (Pz < 1)(Py > 0)z =y
e ’svi jednoélani skupovi su mere 0’ se izrazava sa (Pz < 1)(Py > 1)z # vy

e ako je pun(¥(z)) > 0 onda p,((z) | ¥(z)) = r ako i samo ako

| U, ) 1= Neanpo[(Pz 2 rq)(p(2) A(x)) < (Pz 2 q)¢(z)]
itd.

U [63] Keisler je razmatrao nove verovatnosne logike koje su pogodne za izrazavanje osobina slu-
¢ajnih promenljivih, izuCavanje stohastickih procesa itd. U logici L , i se integralni operatori, slicno
Skolem-ovim funkcijama u klasi¢noj logici, koriste za elimininaciju verovatnosnih kvantifikatora. U
logici L([) 4 su umesto verovatnosnih kvantifikatora uvedeni kvantifikatori oblika [ ... dz koji vezuju
promenljivu z. U logici Lsg uveden je operator E[- | -] kojim se izrazava uslovno ocekivanje sluéaj-
ne promenljive. U [63] je dat spisak otvorenih problema od kojih su neki reSeni u radovima nasih
matemati¢ara Miodraga Raskovica [90, 91, 93, 95, 98], Miodraga Raskovi¢a i Radeta Zivaljeviéa [92],
Miodraga Raskovi¢a i Predraga Tanoviéa [94], Miodraga Raskoviéa i Radosava Dordeviéa [96, 97] i
Radosava Dordevic¢a [22, 23, 24, 25]. U [103] je dat pregled rezultata u oblasti, a takode je razmatrana

B.1.1 Verovatnosni termi u logici

Fahiem Bacchus je u [4] predstavio logiku Lp i odgovarajuéu klasu verovatnosnih modela u kojoj
je verovatnoca takode definisana nad domenom. Bacchus-ov cilj je bio razvoj logike za potrebe
veStacke inteligencije, odakle proisti¢u razlike u odnosu na opisane verovatnosne logike L,p, Lap i
L, p i njihove modele koje su rezultat kompromisa. Naime, velika slozenost logika sa verovatnosnim
kvantorima u kojima su verovatnoée realno vrednosne o-aditivne funkcije [2, 55] uslovljava odredene
ustupke ako se zeli posti¢i kakva-takva ra¢unarski predstavljiva procedura dokazivanja.

Jezik logike Lp je dvosortni jezik prvog reda, pri ¢emu se prva sorta odnosi na uobicajene logicke
simbole, takozvane objekt simbole, a druga na simbole koji se interpretiraju u polju brojeva?, takoz-
vane poljske simbole, medu kojima su i simboli konstanti 1, 0 i -1, relacija = i <, aritmetickih
operacija +, — i x i zagrada [ i ]. Promenljive i simboli konstanti obe sorte su termi odgovarajuce

2Polje brojeva je totalno uredeno polje koje ima potpolje izomorfno polju racionalnih brojeva.



sorte. Primenom objekt, odnosno poljskih, funkcijskih simbola na odgovarajuéi broj terama iste
te vrste dobijaju se slozeniji termi. Atomske formule i formule se definiSu standardno. Ako je «
formula i # jedna n-torka promenljivih, onda je [@]z poljski term. Poljski term ovog oblika se naziva
i verovatnosni term.

Definicija B.3 Verovatnosni model je struktura (O, F, {Il,,, p, : n < w}) gde su:
1. O prebrojivi domen,
2. F totalno uredeno polje brojeva,

3. za svako n < w, II, je algebra podskupova od O" koje sadrzi svaki jednoclani element i sve
podskupove definabilne formulama i

4. za svako n < w, un je konatno aditivna verovatnosna funkcija koja preslikava II, u F tako da
je ispunjeno:

(a) zasve A€ O™iB €O, pimin(A X B) = pim(A) X pin(B) 1

(b) sve py su invarijantne u odnosu na permutacije koordinata argumenta.

U definiciji vrednosti izraza (terama i formula obe sorte) suStinska novost se odnosi na verovat-
nosne terme. Ako je v valuacija promenljivih i I interpretacija funkcijskih i relacijskih simbola, a Z
i d n-torke objekt promenljivih, odnosno elemenata domena, onda je vrednost verovatnosnog terma
pri interpretaciji I i valuaciji v:

o I([a]z)y = Mn({fi5 I(a)v[d’/f]}) =T,

gde ’U[d_'/i"] oznatava valuaciju koja se sa v poklapa svuda, sem mozda za Z, pri ¢emu je U[J'/:E'](j') =
d. Intuitivno, vrednost verovatnosnog terma je mera skupa elemenata domena za koje vazi « pri
interpretaciji I i valuaciji v.

Neke od posledica ovakvog pristupa su:

e Domeni Lp-modela su najviSe prebrojivi. Zbog toga se klasi¢ni kvantifikatori mogu zadrzati u
formalnom jeziku, pa je logika Lp prosirenje klasicne logike.

e Skup valjanih formula je rekurzivno prebrojiv skup za koji je data konaéna korektna i potpuna
aksiomatizacija.

e PoSto su numericke vrednosti verovatnosnih terama deo objekt jezika njima se moze manip-
ulisati na sintaksnom nivou u dokazima.

e Zatvorene formule uvek imaju verovatnoéu 0 ili 1.
e Moguce je porediti verovatnoce formula, recimo sa
[mlad(z)]; > [star(z)];
se tvrdi da ima viSe mladih nego starih osoba.

e Moguce je rezonovati o vrednostima verovatnoc¢a kao elementima objekt jezika, recimo
(Vr)(Vs)((r > s) = (([el2)]e > 1) = ([a(z)]2 > 5)))-

Poslednje dve stavke su bez sumnje prakti¢ne za primene u programima veStacke inteligencije.



B.2 Verovatnosni operatori - verovatno¢e nad mogué¢im svetovima

Nils Nilsson je u [78, 79] razmatrao osnove verovatnosnog rezonovanja koje se koristi u vestackoj
inteligenciji. Nilsson se nije bavio logickim aspektom problema, tj. nije ni pokuSao da da nekakav
aksiomatski sistem, dokaze teoremu potpunosti i sl. Njegov cilj je bio da opiSe metodu kojom se
verovatnoca, odnosnosno interval u kome se nalazi verovatnoca, neke recenice izracunava na osnovu
verovatnoc¢a drugih reCenica i da na taj nacin da kriterijum za opravdavanje (odnosno kritiku) pos-
tupaka koji se koriste u programima, vestacke inteligencije. Ipak, Nilsson-ov rad je bitan u kontekstu
problematike koja se ovde razmatra iz najmanje dva razloga. Prvo, taj rad je doveo do velikog po-
rasta interesovanja za probleme formalnog rezonovanja o verovatnoéi koje do tada nije prevazilazilo
relativno uzak krug istrazivaca u matematickoj logici i drugo, rad je direktno inspirisao proucavanje
jedne klase logika kojima pripadaju i logike prikazane u ovom tekstu.

Ukratko, Nillson posmatra skup S = {ay, @g,...,;} od [ reenica i skup W = {wy,ws, ..., wx}
interpretacija koje se medusobno razlikuju u istinitosnoj vrednosti bar jedne od recenica. Preciznije,
svaki svet predstavlja jednu klasu interpretacija koje se poklapaju na recenicama iz S. Verovatnoca
je definisana nad skupom svetova, pri ¢emu p; oznacava verovatnotu sveta w; uz jasna ogranicenja
da je p; > 0 za svako i = 1,k i da je Zle p; = 1. Sada je verovatnoca recenice o zbir verovatnoca
svetova u kojima «; vazi. Ovo se moZe zapisati i matricnom jednacinom

nm=v.prP
gde su:

e II vektor, tako da je II; verovatnoéa skupa svetova u kojima vazi formula «,
e V matrica za koju je v; j = 1 ako formula o; vazi u svetu w; i

e P vektor verovatnoca svetova.

Metod koji je Nilsson predloZio se zasniva na slede¢em. Ako je dat skup formula, njemu se dodaje jo§
jedna formula i analizom matri¢ne jednacine se odreduju granice intervala verovatnoée nove formule.
Recimo, neka je skupu formula {a1,@; — a9} dodata formula ap. Tada jel =3, S = {a1, 00 —
0[2,042}, k= 4, w1 |: {al,al — 042,042}, w9 IZ {(11,—1(&1 — 042),—|042}, w3 IZ {—|041,C(1 — ag,ag} 1
wy = {-a1, a1 — ag,nas}. Neka je dalje P(«a1) verovatnoca skupa svetova {wq, w2} u kojima vazi
a1, P(ag) verovatnoéa skupa svetova {wi,ws} u kojima vazi as 1 P(a; — ag) verovatnocéa skupa
svetova {wy,ws,ws} u kojima vazi a; — ao. Tada je P(ag) < P(a; — a3). Analizom matri¢ne
jednagine se zaklju¢uje da mora biti P(ay) + P(a; = ag) — 1 < P(as) odakle se dobija nejednakost

P(al) +P(a1 —)CYQ) —-1< P(Oég) < P(Oél — 052)

koja se shvata kao pravilo verovatnosnog modus ponensa za, izracunavanje intervala u kome se nalazi
verovatnoca formule g ako su poznate verovatnoée preostale dve formule.

Aksiomatizovanjem verovatnosnog rezonovanja se nezavisno bavilo vise autora od kojih neki po
svemu sudedi i nisu znali za Nilsson-ov rad. Sam Nilsson nije predlozio formalni jezik, ni precizno
opisao odgovarajuéu klasu modela. Ipak postojanje moguéih svetova koji podseaju na modalne
modele [66, 68, 69] uticalo je da se verovatnoéa razmatra u formi operatora, poput modalnih operatora
Oi <.

Hronoloski, Ron Fagin, Joseph Halpern i Nimrod Megiddo su prvi prikazali logike za eksplicitno
rezonovanje o verovatnoéi [29, 30]. Primer re¢enice koja se moze iskazati je "Ako je verovatnoca
od « bar 0.5 i ako  sledi iz «a sa verovatnotéom 0.8, tada je verovatnoé¢a od 8 manja od 0.9. Pri
tome su « i B klasicne iskazne formule. Formalni jezik je prosirenje klasi¢nog iskaznog jezika. Ako
je a klasi¢na iskazna formula, w(a) je osnovni tezinski term?® koji se intuitivno interpretira kao

3Termin teZinski je prevod originalnog termina koji se upotrebljava u [30]. Utisak nam je da je termin verovatnosni
pogodniji, pa ¢emo njega koristiti nakon prikaza ovog rada i radova istih autora u kojima se koristi slicna terminologija.



verovatnoéa od a. Ako su oy, ..., o klasiéne iskazne formule i a1, ..., a; i c celi brojevi*, onda
je aqw(ay) + ... + apw(ay) tezinski term, dok je ayw(ay) + ... + apw(ay) > ¢ osnovna tezinska
formula. Tezinska formula se dobija iz osnovnih tezinskih formula pomoéu klasi¢nih veznika. U logici
su prisutna dva nivoa razmatranja - klasiéni i verovatnosni:

e verovatnoce se razmatraju samo nad iskaznim formulama, odnosno iskazi poput 'verovatnodéa
da je verovatnodéa’, tj. iteracije verovatnoca nisu dozvoljeni i

e nije dozvoljeno mesSanje klasi¢nih i verovatnosnih formula, tj. nisu dozvoljene formule poput
aANw(a) > c.

Tezinske formula oblika ¢t < ¢, t < ¢, t > cit = ¢, gde je t tezinski term, predstavljaju skracene
zapise, recimo t < ¢ je skraéeni zapis formule —(¢ > ¢) itd.

Definicija B.4 Verovatnosni model je struktura oblika M = (S, H, u, 7) gde su:
e S skup svetova,
e H co-algebra podskupova skupa S,
e 4 o-aditivna verovatnoda i

e 7 preslikavanje koje svakom svetu s € S pridruzuje iskaznu valuaciju 7(s).

Kao §to se vidi u modelu postoji samo jedna verovatnoca koja skupove svetova meri na nivou celog
modela. Svetovi modela se mogu shvatiti i kao iskazne interpretacije, tako da se vazenje iskaznih
formula u svetovima definie na standardan na¢in. Ako se za iskaznu formulu « sa [a]p oznaci skup
svetova modela M u kome vazi « i ako se relacija ’vaziti u modelu’ oznaéi sa =, onda

k
M = aiw(ar) + ... + agw(ag) > ¢ ako i samo ako Zaiu([ai]M) >c

=1

odnosno osnovna tezinska formula ajw(ai) + ... + agw(ag) > ¢ vazi u modelu ako i samo ako je
suma mera skupova svetova u kojima vaze formule o; pomnozenih odgovarajuéim koeficijentima a;
veta do jednaka od c¢. Na ovom mestu se pravi podela modela na

e merljive i
e nemerljive.

U prvoj klasi se nalaze modeli u kojima je svaki skup [a]p; merljiv, odnosno u kojima su svi
skupovi svetova definabilni iskaznim formulama merljivi, dok u modelima druge klase to ne mora
biti slu¢aj. Za nemerljivi model (S, H, u,7) se zatim razmatra unutradnja verovatnoéa pu, induko-
vana verovatnotom p (definicija A.17) tako da

k
M E ayw(ar) + ...+ agw(ayg) > ¢ ako i samo ako Zai,u*([ai]M) > c.
i=1

Vazenje tezinskih formula se definiSe na standardni na¢in: M |= —A ako i samo ako M [~ A itd.

Za obe klase modela je data korektna i kompletna aksiomatizacija. Ovde ¢emo detaljnije raz-
motriti merljivi slucaj zbog sliénosti sa pristupom opisanim u sledeé¢im poglavljima. Autori su najpre
pokusali da daju aksiomatizaciju za logiku u kojoj su prisutni samo osnovni tezinski termi, odnosno

U [29] koeficijenti su realni brojevi.



u kojoj su formule oblika aw(a) > ¢, ali u tome nisu uspeli. Razlog za to je, verovatno, njihov
pokusaj da daju kona¢nu aksiomatizaciju® ovakve logike. Tu se, medutim javlja sledeéi problem.
Posmatrajmo skup formula

{nw(a) <1:n e N} U{~(w(a) =0)}.

Nije tesko uotiti da je svaki konac¢an podskup ovog skupa zadovoljiv, dok ceo skup to nije. Odatle,
teorema kompaktnosti (teorema A.63) ne vazi. Ovo za posledicu ima da nije moguée dati aksiomatski
sistem za koji vazi teorema A.61 jake potpunosti, pos§to bi kompaktnost onda sledila kao posledica.
Dakle, eventualno je moguce dati kona¢nu aksiomatizaciju za koju se moze dokazati slaba potpunost
(teorema A.62). Sada se javlja novi problem, a to je kako definisati kanonski verovatnosni model, gde
pre svega problem predstavlja definisanje verovatnoce. Fagin, Halpern i Megiddo su ovaj problem
resili uvodenjem tezinskih terama u jezik, odnosno na nivou aksiomatizacije ukljuéivanjem aksioma
za rezonovanje o lineranim nejednacinama. Preciznije, aksiomatski sistem se sastoji iz tri grupe
aksioma:

1. Sve instance iskaznih tautologija.
2. Sve instance valjanih formula o lineranim nejednacinama.

3. Shema aksiome za rezonovanje o verovatnoéi:

—a) =1
aAB)+w(aA-B)=w(a)

w(a) = w(B) ako je a <> [ iskazna tautologija
Teorema B.5 (Slaba potpunost) Svaka konzistentna tezinska formula ima merljivi model.

Dokaz. U dokazu potpunosti se koristi slede¢i metod. Neka se posmatra konzistentna tezinska
formula A. Bez gubitka opStosti, moZe se pretpostaviti da je A konjunkcija osnovnih teZinskih
formula. Neka su {pi,...,pn} sva iskazna slova u nekoj iskaznoj formuli . Atom je konjunkcija
oblika £p1 A...A£py,, gde £p; oznacava bilo iskazno slovo, bilo njegovu negaciju. Sa At(«) oznatimo
skup svih atoma § takvih da je 6 — « iskazna tautologija. Tada je dokazivo

deAt(a)

Primetimo da za neku iskaznu formulu « atomi, slicno postupku Nilsson-a, predstavljaju opise
skupova moguéih svetova ¢ije mere uticu na meru formule «. Upravo ta ¢injenica se koristi u nas-
tavku dokaza. Pokazuje se da je formula A ekvivalentna formuli A’ u kojoj su svi termovi zamenjeni
termovima oblika aqw(d1)+. .. agnw(don) gde su {p1,...,pn} sva iskazna slova iz A i{d1,... o2~ } odgo-
varajuéi atomi. Neka je formula A” dobijena dodavanjem formuli A" konjunkata oblika w(d;) > 0 za
j=1,2"1w(d)+... w(d2n) =1 koji redom znace da je verovatnoca nenegativna i da je mera skupa

5Pod konatnom aksiomatizacijom se podrazumeva da su formule i dokazi konaéni.



svih svetova jednaka 1. Sada je A” konjunkcija sledeé¢ih 1 + 2™ + r + s formula:

w((51) Z 0
arw(dy) + ... a1 mw(den) > (B.2)
arqw(dy) +...aponw(don) > ¢
blyl’w((sl) + ... bljgn’w((hn) < dl

bsjl’w(él) + ... bs,gnw(62n) < ds

gde su a; ; i b; j neki celi brojevi. Zamenom w(d;) nepoznatom z; ovom skupu formula pridruzuje se
sistem linearnih jednacina i nejednacina koji je zadovoljiv ako i samo ako je formula A” zadovoljiva.
Ako sistem ne bi imao reSenje, formula A” bi bila nezadovoljiva, pa bi formula —A” bila instanca
neke valjane formule o linearnim nejednac¢inama. Posto je dokazivo da je A <+ A”, to bi znaéilo da
je = A dokazivo, odakle suprotno pretpostavci formula A ne bi bila konzistentna. [ |

Koristeéi teoreme A.84 i A.85, na osnovu dokaza teoreme B.5 se lako izvode sledeée teoreme.

Teorema B.6 Neka je A tezinska formula i | A | broj simbola potrebnih za zapisivanje formule A.
Ako je A zadovoljiva, onda je zadovoljiva u nekom modelu sa najvise | A | svetova.

Dokaz. Prema teoremi A.84, sistem koji odgovara skupu formula B.2 ima reenje sa najvise r+s+1
nenegativnom koordinatom koje odgovaraju nenultim merama svetova. Kako svetovi mere nula ne
utiu na tezinske formule i kako je r + s+ 1 <| A |, to je svaka zadovoljiva formula zadovoljiva i u
takozvanom malom modelu sa ne vise od | A | svetova. |

Teorema B.7 Problem zadovoljivosti za klasu merljivih verovatnosnih modela je N P-kompletan.

Dokaz. Posto je iskazna formula « zadovoljiva ako i samo ako je w(a) > 0 zadovoljivo, problem
zadovoljivosti za merljive verovatnosne modele je bar NP. Na osnovu teorema A.84 i A.85 nede-
terministicki se bira jedan mali model u kome su velicine zapisa verovatnoca svetova ogranicene i
u kome se ispitivanje zadovoljivosti formule izvodi u polinomijalnom vremenu. Odatle je problem
N P-kompletan. [ |

Fagin, Halpern i Megiddo sli¢na tvrdenja dokazuju i za klasu nemerljivih modela. U zavr§nom
delu rada [30] uvode i tezinske formule prvog reda u kojima je dozvoljeno

e mnozZenje osnovnih tezinskih terama,

e pojava izraza na jeziku {+,-,0,1} koji sadrze promenljive na mestima koeficijenata tezinskih
terama, i

e kvantifikovanje takvih promenljivih.

Ovakav jezik je pogodan za formalizaciju uslovnih verovatnoc¢a. Recimo, formulom

2w(p1 A p2)w(p2) + 2w(p1 A p2)w(p1) > w(pr)w(p2)

se zapisuje da je 2P(pa | p1)+P(p1 | p2) > 1. Potpuni aksiomatski sistem se dobija kada se na opisani
sistem dodaju aksiome realno zatvorenih polja [117]. SloZenost problema zadovoljivosti pripada klasi
EXPSPACE.

Rezimirajmo probleme koji proisti¢u iz opisanog pristupa:



e dokazuje se samo slaba potpunost askiomatskog sistema u odnosu na klasu merljivih modela,

e u dokazu je od sustinskog znacaja upotreba aksioma za rezonovanje o lineranim jednacinama i
nejednadinama, i

e u dokazu je od suStinskog znacaja upotreba atoma koji se mogu koristiti samo u iskaznom
slucaju.

Odatle se ovaj postupak ne moze koristiti za dokazivanje jake potpunosti, potpunosti logike u kojoj
nema zbirova osnovnih tezinskih terama, ni u slu¢aju kada je polazna klasi¢na logika - logika prvog
reda.

U [31] Fagin i Halpern razmatraju iskaznu logiku u kojoj su dozvoljene:

e iteracije verovatnonoce, odnosno verovatnoce viSeg reda,
e meSanje iskaznih i tezinskih formula i
e upotreba modalnog operatora ;% koji se interpretira kao operator znanja agenta i, gde i = 1, n.

Tako se moze pisati w(w(a) > ¢1) > ¢, §to se interpretira kao 'verovatnoéa da je verovatnoéa od «
bar c; je veca do jednaka od c¢3’, odnosno kao mera kvaliteta ”obi¢ne” verovatnoce.

Definicija B.8 Verovatnosni model je struktura oblika M = (S, m, K1,..., Ky, P) gde su:

e S skup svetova,

e 7 preslikavanje koje svakom svetu s € S pridruzuje iskaznu valuaciju 7(s),

o K;, i =1,n, su relacije ekvivalencije nad S i

e P je preslikavanje koje svakom ¢ = 1,7 i svakom svetu s € S pridruzuje o-aditivni verovatnosni

prostor P(i,s) = (Si s, Hi s, pis)-

Relacija zadovoljenja je sada relacija izmedu svetova modela i formula, a ne izmedu modela i formula
kao u [29, 30]. Neki od slucajeva su (s € S):

e M, s |= wi(a) > ¢ ako i samo ako p; s({w € S; s : M,w = a}) >,

e M,s|= O;a > c ako i samo ako (Yw € S; o) M, w = « itd.

Aksiomatski sistem se dobija kada se na prethodno opisani sistem za logiku bez iteracija verovatnoée
dodaju S5 aksiome za operatore O; imajuéi u vidu promenu pravila formiranja formula koja sada
dozvoljavaju iteraciju verovatnoca. Dokaz slabe potpunosti se sprovodi analogno postupku iz [29, 30].
Jedinu razliku predstavlja ¢injenica da se u atomima pojavljuju i potformule polazne formule, a ne
samo iskazna slova. Ovo utiCe na poveéanje slozenosti logike. U sluc¢aju da je ispunjen prirodni uslov
dajezasvei=1mnisves €S, S, C{weS:sK;w}, odnosno da agent i sve svetove koje meri
shvata kao dostizne, slozenost problema ispitivanja valjanosti je EXPTIME.

Martin Abadi i Joseph Halpern su u [1, 2, 47] analizirali verovatnosne logike prvog reda i to
logike:

e tipa 1 - sa verovatnoéom definisanom nad domenom,
e tipa 2 - sa verovatnocom definisane na moguéim svetovima i

e tipa 3 - sa jednim i drugim tipom verovatnoca.

67U radu se koristi oznaka Kj;.



Jezik ovih logika je kombinacija jezika verovatnosnih formula prvog reda iz [30] u kojima su osnovne
formule predikatske formule prvog reda i dozvoljene iteracije verovatnoca i jezika koji koristi Bacchus
u [4]. Primeri formula koje su redom izrazive u logikama tipa 1, odnosno tipa 2, su:

[leti(z)], > 0.3
(Vz)(z < 0.8 — mlad(c) > z)

koje se shvataju kao 'mera skupa objekata koji lete je bar 0.3’, odnosno ’za svaki £ manji do jednak
0.8, verovatnoéa da c leti je bar z’. Modeli tipa 1 su sliéni modelima iz [4]. Modeli tipa 2 su
strukture oblika (D, S, m, u), gde je D domen, S skup svetova, 7 interpretacija i p diskretna o-
aditivna verovatnoca definisana nad moguéim svetovima. Pokazano je da je slozenost ovih logika
jako velika:

e Ako jezik logike tipa 1 sadrzi jednakost i bar jedan predikatski simbol, onda je problem valjanosti
I1., kompletan.

e Problem valjanosti za logike tipa 2 je bar 117 kompletan.

bar jedan predikatski simbol arnosti bar jedan, nije rekurzivno prebrojiv. Problem aksiomatizacije
ovih logika se, kao §to smo veé istakli, ne moze reSiti sredstvima opisanim u radovima ove grupe
autora [29, 30, 31, 47]. U [47] su date korektne i nepotpune aksiomatizacije za sva tri tipa logika.
Za unarnu logiku tipa 1 pokazano je da je odluéiva i data je konacna aksiomatizacija. Pod pret-
postavkom da je za neki fiksirani n € N veli¢ina domena modela ogranicena sa n, date se korektne i
kompletne aksiomatizacije i pokazana je odluc¢ivost, §to ne predstavlja veliko iznenadenje posto se ove
logike jednostavno svode na iskazne logike. Medutim, za domene koji su konacni, ali ne i ograniceni
fiksiranom konstantom, problem valjanosti nije rekurzivno prebrojiv.

Fattarosi-Barnaba i Amati u [28], Wiebe van der Hoek u [53, 54] i Miodrag Raskovi¢ u [98] su
proucavali verovatnosne logike u kojima je verovatno¢a kona¢no aditivna i konatno vrednosna sa
unapred fiksiranim kodomenom. Preciznije, svaki konaéni kodomen verovatnoée proizvodi posebnu
logiku. U [28, 53, 54] logika sa fiksiranim kodomenom verovatnoée F se oznacava sa PrpD. Verovat-
nosni modeli su definisani kao i u [31] uz ve¢ spomenuto ograni¢enje za kodomene verovatnoéa. Zbog
konag¢nosti kodomena u ovim logikama vazi teorema kompaktnosti, tako da je ostvarljiva konac¢na
aksiomatizacija za koju vazi jaka potpunost, §to se u spomenutim radovima i dokazuje. U smislu
podele klasa modela iz [30] ovde se radi sa merljivim modelima. U formalnom jeziku verovatnoca se
javlja u vidu operatora M, i L, u [28], odnosno Py u [53, 54] za r € [0,1]. Pri tome se M, i Py
interpretiraju kao ’sa verovatnocom veéom od 7’, a L, kao ’sa verovatnocom veéom ili jednakom sa
1—17.

U [28, 53, 54] naglasak je stavljen na verovatnosnu interpretaciju iskaznih modalnih sistema,
tako da se modalni operator < interpretira kao ’sa verovatnocom vecom od 0’, gde je verovatnoca
definisana nad skupom moguéih svetova. To za posledicu ima da svi merljivi neprazni skupovi imaju
meru veé¢u od 0 i da se modalni operator O interpretira kao ’sa verovatnoéom 1. U [54] je pokazano
da za proizvoljnu modalnu formulu « i njen verovatnosni zapis o# vazi

DF « ako i samo ako PpD a.

Po uzoru na modalne logike koriste se iteracije verovatnosnih operatora i meSanje verovatnosnih i
klasi¢nih formula. U [98] su prikazane i iskazna verovatnosna logika LP i predikatska verovatnosna
logika prvog reda LPP u kojima, kao i u [30] nisu dozvoljena iteracije verovatnosih operatora i
mesanje verovatnosnih i klasi¢nih iskaznih formula. U jeziku se javljaju verovatnosni operatori oblika
P, za svaki r iz fiksiranog kodomena verovatnoée. P, se interpretira kao 'sa verovatno¢om vecom do



jednakom sa r’. Date su aksiomatizacije za koje je dokazana jaka potpunost. Pokazana je odlucivost
iskazne logike.

U aksiomatizacijama logika PrD, LP i LPP postoji aksioma koja garantuje da su kodomeni
verovatnocéa konacni i jednaki unapred fiksiranom skupu F = {0 = g, r1,...,7, = 1} C [0,1]. Ovde
dajemo aksiomu u formi u kojoj se javlja u [53]:

P>a— P,.ila, za 1i,riy1 € F. (B.3)
Aksioma se moze interpretirati na sledeéi na¢in. Ako je verovatnoéa od « veéa od r; onda je bar
jednaka prvom sledeéem ¢lanu kodomena F'. Za razliku od aksiomatizacija u [29, 30, 31] ovde se ne
koriste aksiome za rezonovanje o lineranim jedna¢inama i nejednacinama.

U [28, 53, 54] se priznaje da je ograni¢enje razmatranja na verovatnoée sa fiksiranim konaénim
kodomenom kompromis u prevazilazenju problema koji nastaju zbog nevaZenja kompaktnosti za
logike sa realnovrednosnim verovatnocama. U logici PrD se moze rezonovati o proizvoljnim ve-
rovatnotama (u indeksu operatora je proizvoljan realni broj iz [0,1]). Sa druge strane, i pored
ovakvog ograniCenja izrazajnost logike PrD je jos uvek znacajna. Ako je F' = {0,1} dobija se obi¢na
modalna logika. Logika PrD je pogodna za modeliranje fazi istinitosnih vrednosti. Recimo, ako
je F = {0, %, %, ey %, 1} modeliraju se: nemoguée, sa izrazito malom Sansom, sa veoma malom
Sansom, sa malom Sansom, moze biti, sa razumnom Sansom, veoma moguce, sa izrazito velikom
Sansom 1 izvesno. U logici PrD je moguée direktno prikazati tezinske formule iz [30]. Recimo
formula ayw(aq) + ...+ agw(ag) > ¢ se reprezentuje PrpD-formulom

/\ (P: airAN... NP Oék_l) _>Pcz—(a1r1+...+ak,1rk,1)ak'

air1 Qf—1Tk—1
(r1,e..,m)EFE- ap

Branislav Bori¢i¢ i Miodrag Raskovié¢ suu [11, 12] razmatrali prosirenje Heyting-ove intuicionisti¢-
ke logike verovatnosnim aksiomama. Posmatrane su dve familije verovatnosnih funkcija sa fiksiranim
kona¢nim domenom F. Svakom svetu intuicionistickog modela pridruZena je po jedna funkcija iz
obe familije, tako da prva funkcija odgovara unutrasnjoj, a druga spoljnoj verovatnoéi. U skladu sa
shvatanjem da intucionsticki modeli prikazuju narastanje znanja, prilikom penjanja po modelu ove
dve funkcije se priblizavaju. Na sintaksnom nivou verovatnosnim funkcijama odgovaraju dve liste
verovatnosnih operatora 7, i 7" za r € F koje se interpretiraju kao ’sa unutra$njom verovatnoé¢om
veéom do jednakom sa r’, odnosno ’sa spoljnom verovatno¢om manjom do jednakom sa r’. U radu
je data korektna i potpuna aksiomatizacija, a opisani su i odgovarajuéi algebarski modeli.

U [34] Alan Frish i Peter Haddaway su prikazali korektan, ali nepotpun deduktivni sistem za
iskazno verovatnosno rezonovanje inspirisano Nilsson-ovim radom [78, 79]. Frish-ov i Haddaway-ev
pristup je zasnovan na skupu od 32 pravila izvodenja nad uslovnim verovatnoc¢ama, od kojih je jedno:

iz P(aV B |9d) € [z,y] izvesti P(a | §) € [0,y].

U dedukciji se dobijaju intervali koji su, kako se u postupku napreduje, sve blizi intervalu koji
predstavlja najbolju moguéu ocenu intervala u kome se nalazi verovatnoca zakljucka. PoSto se za-
kljuéivanje moze zaustaviti u bilo kom trenutku, manja preciznost dobijenog odgovora moze biti cena
za manju slozenost izracunavanja. Predlozeni sistem je korektan, a potpunost je dokazana za neke
uze klase problema, recimo za odredivanje verovatnoce atomske formule na osnovu konacénog skupa
formula oblika P(a — ) € [1,1] i P(a) € [a,b].
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