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I1pearosop

Jo1 mpe HEKOIMKO JIelieHnja, TpUKa3 rpada MpeKo MaTPHIIE CYCEICTBA CYyTeprcao
je MoryhHOCT mpuMeHe pe3yiTaTa JIMHeapHe anredpe, mMoceOHO T00pO pa3BHjeHe
Teopuje MaTpulla, y Teopuju rpadosa. Tako je HOUITO AO HACTAHKA CHEKTpaJIHE
TeopHje TpadoBa, y K0joj ce ocobuHe rpada m3ydaBajy momMohy COINCTBEHUX BpeI-
HOCTH, COIICTBEHUX BEKTOpPA U, y HOBUjE BPEME, CONICTBEHUX MOTIPOCTOPA MATPUIIE
cycenctBa rpada. Mehytum, 0BO He 3HAUH /1 CE CMIEKTPaIHa TeopHja rpadoBa MOKE
y TIOTITYHOCTH CBECTH Ha TEOPH]y MaTpwuila, Beh oHa Mma cBoje cienndpuyHe Kapak-
TEPUCTUKE U METO/Ie, KOJU MOTITYHO OMPABIABA]y UMILEHUILY 1a OHA MOXe OUTH Moc-
MaTpaHa Kao rmoceOHa MaTeMaTU4yKa Teopuja. Haj3HauajHUjU pe3ynTaTH CIIeKTpaHe
Teopuje rpadoBa cymupanu ¢y y Monorpadpujama [16, 17, 20].

OO0nacT UcTpakMBama y OKBUPY OBE JOKTOPCKE THCEPTAIlHje IIPEICTaB/bha pa3Ma-
Tpambe Pa3IMUMTUX CIIEKTPAIHUX KapakTepu3aliija HeKuX kKjaca rpadosa. OBakBu
MpoOJIeMH Cy BeoMa aKTYEIHU Y OKBHPY CIIEKTpaHe Teopwje rpadoBa, O UeMy
CBEJIOYM BeOMa BEJTMKU OpOj IMMyOTMKOBAHUX paoBa, O KOjux he HeKr OMTH TOMEHYTH
y IaJbeM TEKCTY.

V okBupy nucepranuje 6uhe objequmeHa IBa pa3InuMTA MPaBIa UCTPAKUBATHA:
MpOyYaBarhe XapMOHH]CKHUX I'padoBa U KapaKTepusanuja rpadoBa ca MAKCUMAITHUM
WHJ/IEKCOM Y HEeKUM KkitacaMa rpadoBa. OBa UCTpaXKUBama MPEICTaBIba]y, 3allpaBo,
pe3ynTate objeumbeHe Y IeTHHY, ToOUjeHe TOKOM BHIIETOIUIITIET paga Mol MEeH-
TopcTBoM mpodecopa M. Ilerposuha.

JucepTaiuja caapu JIBa MOTJIaBlba Koja Cy TMojJieJbeHa Ha MU3BecTaH Opoj ofe-
JbaKa.

VY mpBOM TOTIAaBIbY JIETAJbHO CYy TIPOyYaBaHU XapMOHHjckH Tpadosu. I[lojam
XapPMOHU]CKOT rpada MpPBU MyT je yBeleH y paay |[15], a mpasu MOACTPEK 3a BUXOBO
UCTPAKUBAKE NIPEJCTABIbAO je paja [26], 0 kome he Gutu peun y onerbky 1.2. Hakor
TOra Cy OBM IpadOBH JETAJbHO MPOyYaBaHU y pajgoBuma [5, 6], koju cy Jeo oBe
JIcepTaluje.

OBo 1I0TN1aBIbE je IIOACIbCHO Ha YCTHUPU OACIbKA.

Vonerpky 1.1 maTa je nedmHUIIM]a XapMOHH]CKHX TpadoBa U IOKa3aHE Cy OCHOBHE
ocobuHe oBux rpadosa. OBaj onebak 6a3upaH je Ha pajoBuma [5] u [6].
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Onemak 1.2 mocBeheH je XapMOHHUjCKUM cTabnmuMa 1 u3paleH je Ha 6a3u pajoBa
[26] u [5]. Dopmynanuje HEKUX TEOpeMa ¥ MOJEAUHM JIOKA3M U3 OBUX PajloBa Cy
JIOHEKJIE U3MEHEHU, y CBETIIY JOOUjeHNX pe3yiaTaTa.

VY onerbky 1.3 okapakTepucaHu ¢y XapMOHU]CKU TpadOBU ca MalTUM OpojeM KOH-
typa. OBaj oesbaK MOACIHEH j€ HA YETHUPH MOJ0/AeJbKa M 3ACHOBAH j€ YIIIABHOM Ha
pesynratuma pajgosa [5] u [6]. Hajnpe cy usnoxkeHe Heke OCOOUHE XapMOHU]CKHX
rpadoBa kKoju caapke KoHType (Tmogonesbak 1.3.1), a 3aTum je y momonespky 1.3.2
JTOKa3aHO J1a TTOCTOJU KOHAYHO MHOTO XapMOHH)CKUX TpadoBa ca MUKIOMATHUKIM
opojem ¢ (c > 3). IlocebHO cy pa3MaTpaHU YHUIIMKIAYHU, OWUIUKINYHA U TPH-
LIMKIIMYHY TpadOBH Yy 0/1eJbKY 1.3.3, Ka0 U TeTpaluKiIndHu rpadoBH y 0J1e/bKy 1.3.4.

VY onerbky 1.4 maTa je KapakTepH3alyja 3-XapMOHHJCKHX I'padoBa ca 1enoopo-
jHEM criekTpoM. OBaj oflebak caapKK pe3yaTare U3 pajaa [35], Koju cy oBJie 3HaYajHO
MPOIIUPEHHU.

I[per II0Ir1aBJbE ,Z[I/IcepTaI_[I/Ije OIJHOCH C€ Ha rpa(bOBe Cca MAKCUMAJIHUM UHICKCOM
Y HEKHM KJlaCaMa rpa(bOBa. OBo TI0TNIaBIbE CapiK YCTUPU OCTbKA.

Opnerpak 2.1 je yBogHM ollesbaK. Y HeMy Cy JaTe OCHOBHE MeUHUIMje, KpaTak
MperJies] pe3yiaTaTa KOju ce OJIHOCe Ha WHJIEKC Tpada M U3BPIIEHO je MOCTaBIhaHhe
npo0ema.

VY onembKy 2.2 1aT je mperiel] TeopeMa HEOMXOIHUX 3a pelllaBambe MOCTaBIbEHOT
npobnema. M3BectaH Opoj TeopeMa IPyTrUX ayTopa U3TOXKeEH je ca I0Ka30M, Y by
LIEJIOBUTOCTH MPUKA3A.

V onemKy 2.3, Ha OCHOBY pe3yaTaTta pajga [37], onpehenu cy rpadosu ca Max-
CUMAaJTHUM HMHJEKCOM Yy KJTACH TPHIMKINYHHX MMOBe3aHUX IrpadoBa ca (GUKCUpaHUM
OpojeM uBOpoOBa cTemneHa 1.

V onemky 2.4, Ha 6a3u paga [7], onpeljenu cy rpadoBH ca MAaKCUMATTHUM UHIEK-
COM Y KJIaCHM KaKTyca ca 1. YUBOPOBa.

HajBaxHuju JOTpHUHOC ayTopa y OBOj TUCEPTAITH]H IIPEICTaBIbajy cieaehu pe3y-
TaTH:

e KapakTtepuzanmja XxapMOHH]CKUX T'padoBa U XapMOHU]CKUX T'padoBa ca MaJIM
OpojeM KoHTYypa (oxebak 1.1 u omempak 1.3, mpema pesyntatuma pagosa |5 u [6]).

e Kapakrepusaiyja TpUIUKINIHUX ITOBE3aHUX XapMOHUjCKUX rpadosa (Teopeme
1.4 u 1.5, npema pesynaratiuMa pajga [5)).

e KapakTtepuzanuja TeTpaMKIMYHUAX TTOBE3aHUX XapMOHUjckuXx rpacdona (Teo-
peme 1.6 u 1.7, mpema pesynratiMa pajga [6)).

e OnpehuBarme CBUX MOBE3AHUX 3-XapPMOHH]CKUX HHTETpaTHUX TpadoBa (ogesbak
1.4, mpema pesyntatuma paga [35], Koju ¢y y qUcepTalMji 3HAYAJHO IIPOLIMPEHH).

e Kapakrepusamuja rpadoBa ca MaKCUMaJIHUM HHACKCOM y KJIACHU TTOBE3aHUX
TPULIUKIINYHUX TpacdoBa ca n uBopoBa U k Bucehux uBopoBa (omebak 2.3, mpema
pesyntatuma paga [37]).
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e OnpehuBame rpadoBa ca MaKCHUMAJIHMM MHIEKCOM y KJIACH KAaKTyca ca 7
uBopoBa (oziesbak 2.4, mpema pesynratuma pajga [7)).

OBOM TIPUITMKOM TIOCEOHO KEITMM J1a C€ 3aXBaJUM CBOM MEHTODY, Tpodecopy
Mupocnay IlerpoBuhy, Ha TOMOOH ¥ IMOJPIIIU KOja je MPUCYTHA OJ1 IIOYETKA Hallle
capajliibe, a Koja je y MOM pajy Owmira o M3y3eTHOT 3Havaja. Takole, 3aXBaTHOCT
nyryjeM u akageMuky MBany ['yTMmaHy, jep MU je capa/iiha C lblM, Y OKBUPY CEMHHA-
pa MartemaTtnuke METO/C y XeMUjH, Onja oj Beauke momohu. Ha kpajy, 3axBamia
Oux ce Ha moMmohu, pazymeBamy M CTPIUBEHY CBOJUM KOJerama, MmpHujaTe/buMa U
MTOPOTHUIIH.

KparyjeBarr, HoBem6ap 2007. bojana boposuhanun



I'1aBa 1

Xapmonujcku rpagoBu

1.1 JledpuHunmja u oCHOBHe 0COOMHE

Heka je G = (V(G), E(G)) rpad ca n = |V(G)| uBoposa u m = |E(G)| rpana,
YHjU Cy UBOPOBH U1, Vs, . .., Uy, Heka cy ca d(v;), i = 1,2, ..., n, 03HAYEHH CTENEHH
ypopoBa rpada G, a ca d(G) sektop-komona (d(vy), d(ve), ..., d(v,))T.

3a rpad G kaxemo /1a je xapMoHujcKku rpad) ako MocToju peanaH 6poj A Takas aa
JeTHAKOCT

(1.1) Ad(v) = Y d(v)
v; €N (v;)
BaXW 3a cBako ¢ = 1,2, ... n, npu uemy je ca N (v;) 03HaUYEH CKYIT Cyceaa YBOPa v;.

Jlako ce 3aksbydyje n1a je cucteM jeqHakocTH (1.1) ekBuBajeHTaH ca

(1.2) A(G)d(G) = \(G),

1j. rpad G je xapmonujcku rpad ako u camo ako je d(G) jenaH oj HEroBHUx COIl-
CTBEHUX BEKTODA.

I'pad G 3a xoju Baxe jemqHaxoctu (1.1) mmm (1.2), 3a Heko A € R, 30Be ce M-
xapMoHHjckH rpad. OunrienHo, A je concTBeHa BpeaHocT rpada G K0joj oarosapa
cornctBenu BekTop d(G).
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U3 jemnakoctu (1.1) cmemu 1a A Mopa OUTH TTO3UTHBAH palmoHanaH 6poj. Kako
HUjeJaH MMPAaBU PA3JIOMaK HHUje COMCTBEHA BPEIHOCT HEKOr rpada, 3aKJbydyjeMo aa
A Mopa 6utu npupozan 6poj.  Fajtlowicz je y [24] yBeo mojam myanHor crernena
YBOPA KAO CPEIIbY BPETHOCT CTETIEHA FheTOBUX cycena. majyhn oBo y BULY, MOXEMO
jenHakoctH (1.1) HarucaTH y oONMHUKY

(1.3) dé)i) S dy) = A

v; €N (v;)

OJAKJIE CITeJTN J1a j€ XapMOHU]CKHU rpad peryjapaH y OJHOCY Ha JyaJHe CTETEHEe CBOJUX
YBOPOBA, Tj. JIyaJdHU CTETMIEHH CBHX YBOPOBA A-XapMOHH]CKOT Tpada Ccy jeqHaKN .

YounMo cajla HeKa CBOjCTBA XapMoOHMjcKuX rpadoBa. UBop cremena k 3Bahe-
Mo k-uBop. Crienjanto, yBopoBu cteneHa 0 v 1 Ha3uBajy ce n3o/10BaHu U Bucehn
YBOPOBH, PeCleKTHUBHO. (O3HAYMMO joIl ca 1y 0poj k-uBopoBa. Tama ouMIIIETHO
BaXU:

(1.4) an = n,

k>0
(1.5) > kng = 2m
k>0
Cymupajmo cajna jennakoctu (1.1) 3a cBe Bpennoctu 7 = 1,2, ..., n. YouaBamo

Jla Ce Ha JIECHO]j CTpaHu J00MjeHe jeHAKOCTH CBaku cabupak d(v;) mojasibyje d(v;)
myTa, OJIaKJIe CIIeIH /1A je

(1.6) > d()(d(v) =) =0,

veV(Q)
j.
(1.7) > k(k = My, = 0.
k>0

Jennakoctu (1.6), omHocHo (1.7), mpeacTaBibajy TOTpeOHe, ald He M JOBOJbHE
yCIIOBE KOj€ XapMOHHU]CKH rpad Mopa UCITyHaBaTH.

Crnenehe ememeHTapHe OCOOMHE XapMOHHUJCKUX TpadoBa HEMOCPETHO CIie/ie U3
jennakoctu (1.1).
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Jlema 1.1. [5]

(a) Hexaje G' 2pagh gooujen og 2pagpa G gogasarvem ipousz60.6102 6p0ja u30106aHUX
ueoposa. Taga je 2pagp G' xapmonujcku axo u camo axo je 2pagh G xapmonujcku.

(0) Axo je G 2pag 6e3 uzonosanux usoposa, waga je 2pagh G- \-xapmonujcku axo u
CaMO aKo Cy C8€ He208e KOMUOHEHITE \-XAPMOHUJCKU ZDAPOBU.

(8) Cesaxu pecynapan 2pag je A-xapmonujcku, 2qe je \ ciieiien 2paga.

3a xapmonwujcke rpadoBe Baxe u cieaehe ocobnHe koje HEMOCPeTHO TPOU3IIIA3e
u3 jenHakoctH (1.2) 1 106po MO3HATUX CIIEKTPATHUX cBojcTaBa rpadosa ( [17]).

Jema 1.2. [5] Hexa je G iiosezan \-xapmonujcku 2pagh. Taga eadsicu:

(a) A je najseha coiicitisena spegnociu 2paga G euwecitipykocitu 1;
(6) Axo jem > 0 iwaga je X > 1;
(6) A =1axro u camo axo je G = Ko.
V cnenehum nemama HaBenrhemo joI HEKe UHTEPECAHTHE OCOOMHE XaPMOHM]CKUX
rpadoBa koje he Ham OUTH Oof1 3HAYaja Y JaJbeM pajy.

Jlema 1.3, [5]

(@) ¥V A\-xapmonujckom 2pagy ceaxu sucehu ueop je cycegamn ca u6opom cimieiena .

(6) Axo A-xapmonujcku 2pag nuje pe2yrapan, waga on cagpaicu ueop ciueiiena sehes
0g .

(8) V xapmonujckom nepedynapnom 2pagy ca n usoposa (n > 2) nujegan sucehu
ugop Huje cyceqamn ca HeKUM 4gopoMm Hajeehed cilietiena.

Jlokas3.

(a) Hemocpenno cremn u3 jeqaakoct (1.1).
(6) Cnenu nemocpeHo us (1.6).

(8) IpermocraBuMo Jia mMocToje Bucehr YBOPOBU CyCEIHU ca YBOPOM v Hajseher
crenena. Taja je Ha ocHOBY () ucnymeHo d(v) = A, aimu Ha OcHOBY (0) creau
naje d(v) > A+ 1, KouTpagukiuja. O

Jema 1.4. [5] Axo je x usop y A\-xapmonujckom paghy G, wwaga je d(x) < N2 —X+1.
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Joka3. OsHaummo ca y;, ¢ = 1,2,... d(x), 4BOpoBe cycemHe YBOpy T, a ca
zij, J = 1,2,...,d(y;) — 1, 4BOpOBE Cyce/HEe ca YBOPOM Y;, PA3IIUYUTE OJ] YBOPA .
Tana, va ocHony (1.1) umamo:

d(yi)—1

M(y:) = d(z) + Y d(z;) > d(z) + dly;) — 1,

j=1
omake je d(y;) > (d(z) — 1)/(A — 1). C npyre crpase je:

d(z)

M(x) = Y d(y) > d(z)(d(x) = 1)/ (A= 1),

w3 uera cnemu ga je d(z) < A2 — A+ 1. O

Jema 1.5. [6, 26] Heka je G \-xapmonujcku 2pagh u nexa je v usop 2pagpa G 3a
Kkoju easicu ga je d(v) > N\? — 3\ + 5. Taga jegnaxocii d(u) = X eadicu 3a céaxu 46op
u cyceqan ueopy v.

HMokas. Hexka v € V(G), d(v) > A — 3\ + 4 n Heka ¢y u, Us, . . ., Uq(y) YBOPOBHU

u3 G cycemuu yBopy v. [IpermocraBumo Hajipe 1a je d(u) = A — 1. Tana je, 360r
(1.1), ucnymeno:

M(u) =AXA—1) =d() +d(z1) + - + d(zr-2)

TJE CY U, L1, ..., Td(u)—1 CYCEAN UBOPA U.
Onapne je:
d(z) + - +dxas) = I —=X—d(v)
< A =A=(A=-3\+4)
= 2(A—2)
Onasne cienu aa Mopa mocrojatu 6ap jemuo i (i = 1,2,..., A — 2), 3a xoje je

d(x;) = 1, mro je nemoryhe Ha ocHoBy Jleme 1.3(a).
Jlakie, e moxe Ooutu d(u) = A — 1.

Pasmotpumo cania ciayuaj d(u) = A\ — t, 3a Heko t > 2. Tama u3 (1.1) mobujamo:
Mu) =AA—t) =dw) +d(x) + - +d@yy1) >N =3A+4+ -t -1
Tj.
AMA=1) >N =22 +3 —t

8
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Tj.

(1.8) At—2)<t—3.

Cama moHOBO TOOHjaMO KOHTpaIuKIHjy: 3at = 2 HejemHakoct (1.8) mocraje 0 < —1.
3at > 2 u3 "Hejennakoctu (1.8) mobujamo A < (t — 3)/(t — 2) < 1, mrro je Hemoryhe
¢ 003upoM aa je A > 1.

Jlaxre, He Moke ouTh Hu d(u) < A — 1.
Onasne crequ 1a 3a d(v) > A2 —3\+4u (u,v) € E(G) mopa na Baxu d(u) > .

AKo je, Mel)yTuM, CTeleH IPOU3BOJBHOT cycela UBOpa v Behim Win jeqHak A, Tajaa
u3

Ad(v) = d(u) + d(ug) + - - - + d(uaw))

cremu ia Mopa 6uti d(u) = d(ug) = - - - = d(uq(w)) = A. OBUM je ToKa3aHO TBpherbe
meme. U

Ha ocnoBy Jleme 1.1 3akbyuyjemMo /1a je JOBOJBHO OTPAHMUUTHU HAIllA 1ajba Pa3-
MaTpama Ha MoBe3aHe HeperynapHe rpagose. Griinewald je y cBoM pany [26], o
yemy he OUTH peun y HapeTHOM OJIeJbKY, J0Ka3a0 Ja TaKBU rpadoBU MOCTOje U J1a
MOTY UMAaTU HETPUBHjATTHY CTPYKTYDY.

1.2 Xapmonmjcka ctadia

3a A > 1 o3Haunmo ca T crabino koHCTpyrcaHo Ha cienehu HaumH: Ctabio
Ty canpsxu ykynHo A> — A\? + X\ + 1 upopoBa, o1 Kojux je jeman (A — A + 1)-usop,
A% — )\ + 1 uBopoBa cy A-uBoposH, a mpeoctamux (A — 1)(A%2 — X + 1) uBopoBsa cy
BHcehil YBOPOBH, OTHOCHO, Y OBOM CTa0ITy je CBAKU A-UBOD MoBe3aH ca A — 1 Bucehnx
upopoBa 1 ca (A% — A + 1)-uBopom. Tana Baxu cieneha Teopema.

Teopema 1.1. [26] 3a ceaxo N\ > 1 docimioju jequncitieeno A\-xapmonujcko citiadno,
usomopgro ca T.

Hoka3z. Ouurnenno, T je A-xapmonujcko cradbmo. 3a A = 1, T} = K> je
jenHCTBEHO 1-xapmoHujcko ctabdmo Ha ocHoBy Jleme 1.2(B). TlpeTmocraBumo, cajaa,
naje A > 2 u aa je T mpousBobHO A\-XapMOHH]cKO cTabno. Heka je P = vy - - -y
MyT MakCcUMaJIHe AyxXuHe y ctadmy 1. Tama je [ > 3, jep je y CYIPOTHOM CITy4ajy
crabmno 1" usomopdHO 3Be31H, KOja HUje A\-XxapMOHHUjcku rpad 3a A > 2. Usoposu
creneHa 1 y ctabmy 7' Ha3uBajy ce MMCTOBUM. Ha OCHOBY YBEICHHX MPETIIOCTABKHU
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CIIEZIM 1A YBOP Vg MOpa OUTH JIHMCT (Tj. cTemeHa 1), CBaKM Cycel YBOpa vy, OCHM Vs,
MOpa OUTH JIMCT, U CBAKHU CYCEJl YBOPA Vs, OCHM VU3, MOPA OMTH JIMCT UIIH CyCe] HEKOT
nucra. Tlomro je yBoOp vy cycen mucTa, Baxku na je d(vy) = A. Jlasbe, Baxu ja je
Ad(v) = X —1+d(vp), omakne je d(vy) = A — X+ 1 > \, a onasne cinenu jaa
Cy CBH CYyCE/IM UBOPA VU2, OCUM U3, CYCEIH JIMCTOBA, A Cy 300T Tora crereHa A. Kako
je ctabmno 1" A-XxapMOHHM]CKO, YBOD U3 MOpa Takolje OUTHU cTelleHa A, jep BaXkH 1a je
Ad(ve) = A(d(vg) — 1) + d(v3).

Jlakie, uBop vy je (A2 — A+ 1)-uBop, a CBH BeTrOBH cyceu cy A\-uBopoBH. Heka je
u cycejt uBopa vo. Tanaje Y,y d(w) = A2, mro 3ajenno ca d(vy) = A’ — A+ 1
UMIUTMIMPA [ Cy CBUX IMPEOCTAINX A — | YBOpOBA CYCEIHUX YBOPY U JIMCTOBH.
Opmasne cnemu na je 7" = 1. O

V pany [26] mokaszau je u crnenehn pe3yaTat Koju ce OJHOCH HA XapMOHHjCKA
crabma.

Jdema 1.6. [26] T\ je jequnu iiosesan \-xapmonujcku 2pag) Koju cagpicu 46op v
citieiiena d(v) = \* — X\ + 1.

Hoka3. Heka je G moBe3aH \-XapMOHM]CKH T'pad) KOjU Caap KK YBOP U CTEIeHa
A? — X\ + 1. Ha ocnoy Jleme 1.5, cBaku cyceq u 4Bopa v je cTemeHa A. O3Ha4UMO
cyce/ie MPOU3BOJHHOT YBOPA U, Pa3auuuTe o1 v, ca z; (1 =1,..., A —1). Tana je

A1
M=) = (A= A+ 1)+ dz),
i=1
oIaKIe 100ujaMo Zj;l dlz))=A—=1,1.d(z)=13G=1,...,A=1).
Haxkie, rpad G je msomopdan crabday T, yume je JeMa qokazaHa. O

Ha ocnosy Jlema 1.4 u 1.6 caya 3akjbyqyjemMo J1a BaXu:

IMocnenuua 1.1. Heka je A = A(G) makcumannu citieiien 460poéa XapMoHUujckoe

epagpa G. Tagaje A(G) =X =X+ 13a G =T\, a A(G) <\ = X3a G # Th.

Mocenuua 1.2. [26] Cimabno Ty je jequnu iosezan nepeZynapan 2-xapmoHujcku
epag.

Hoka3. Ako moBe3aH 2-XxapMOHH]CKHU rpad HUje peryjapaH Tajia OH CaJIPKU YBOP
MaKCHUMAJTHOT CTereHa 3, ogakie, mpema Jlemu 1.6, ciequ na je G = Ty, O

Jema 1.7. [5] Heka je G wioeezan \-xapmonujcku Zpag Koju cagpaicu 46op T 3a Koju
Je 3axaueno wauno \ — 1 eucehux usoposa. Taga je cpagh G uzomoppan citiabny T).

Hoka3z. Ha ocnoBy Jleme 1.3(a) cnenu na je d(z) = A. Kako je 3a uBop =
3aKaueHO YKymHO A — 1 Bucehunx 4BOpoOBa, 3aKJby4yjeMO J1a YBOP T UMa jOII TAYHO
jemHoTr cycena, HOp. Y. AKO HaA YBOp T MpuMeHuMo jenHakoctH (1.1) mobujamo
cienehe:

10



1.3. XAPMOHUNICKU I'PAPOBU CA MAJIUM BPOJEM
KOHTYPA

Ad=0A=1)-1+dy),

17j. d(y) = \> — X\ + 1. Jaxkne, rpad G cagpxu usop cremeHa \> — \ + 1, ogakre,
npema Jlemu 1.6, ciequ 11a je rpad G mzomopdan cradmy 7. O

Nwmajyhu y Buny Jlemy 1.2 u I[Mocneauny 1.2, Hagabe heMo nmpeTnocTaBuTu Ja je
A>3

1.3 Xapmonmujcku rpagoBu ca MajJuM OpojemM
KOHTYpa

[Tocmatpajmo monoso rpap G = (V(G), E(G)), |[V(G)| = n, |E(G)| = m,
YHUjU Cy YBOPOBM O3HAYEHU ca V1, Vg, .. .,U,. AKO rpad G UMa p KOMIIOHEHTH IIO-
BE3aHOCTH, TajJa ce Opoj ¢ = m — n + p 30Be IHUKIOMATHUYKH Opoj rpada G, a
3a rpad G ca HUKIOMATHYKHM OpoOjeM ¢ Kaxe ce aa je c-uukanyau rpad. Crenu-
jamHo, 3a ¢ = 1,2, 3,4 TOBOPUMO O YHUITMKIUYHUM, OUIIUKIUYHUM, TPUITUKITUTIHUM
U TETPAIUKINYHUM rpadoBUMa, PeCIeKTUBHO. AKO je rpad G mosesan (p = 1) u
c =0, tama je G crabo.

[pe Hero mTo mpehemo Ha oapeluBame Opoja c-IUKITMUYHUX XapMOHH]CKUX Tpa-
¢dboBa, mokazahemo jorr HeKe OCOOMHE XapMOHUjCKUX TrpadoBa koje he Ham OUTH Of
KOPHUCTH y TaJbeM Pajy.

1.3.1 Heke ocoOnHe xapMoOHHUjcKUX rpadoBa Koju cajp:ke KOHTYype

Jdema 1.8. [5] Hexa je G iosezan xapmonujcku 2pagh koju cagpacu bap jeqmy
konwiypy. Ipewmiiocimasumo ga y epady G docimioju epana e, wakea ga cpap G — e uma
gee komiionenitie G1 u G, u ipu wiom komionenitia G He cagpaicu HujegHy KOHIAYPY.
Taga komilonenitia Gy cagpaicu Wa4Ho jegan 4eop.

Moxa3. Heka je w uBop u3 (G; cycenaH ca TpaHoM e. Tpeba moka3aTu aa je 4Bop
W jeAMHA YBOP U3 KoMmoHeHTe (.

[MpeTnocTaBUMO CYMPOTHO, Tj. Aa KOMIOHeHTa (G CaJpKH jOIl YBOPOBA OCHM
yBopa w. Kaxo rpa¢ G He caapXu KOHTYpe, HEKH O] OBUX YBOPOBA MOpa OUTH
Bucehu uBop. Heka je v Bucehm uBop koju je Ha HajBeheM pacrojamy o1 YBOpa w.
Hexka je uBop u cycenan ca uBopom  ( HUje OUTHO J1a JIM C€ OBA] YBOP X MOKJama
wu He ca yBopom w). Tama je d(z) = A. Mely cycequma uBopa  MocToju jenan
KOjU TpUMaJa MyTy KOJU TOBE3yje YBOP W ca YBOPOM U, Ta j€ CTEIEH OBOT UBOpaA
Behu ox 1. Ilpeoctanmux A — 2 cycena uyBopa & Mopajy OMTH BHcehu YBOPOBH, jep
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1.3. XAPMOHUNICKU I'PAPOBU CA MAJIUM BPOJEM
KOHTYPA

y CYIPpOTHOM u HHUje YBOp Ha HajBehem pacrojamy ox uBopa w. Jlakie, 3a 4BOp &
3aKaueHo je TayHo A — 1 Bucehmx uBopoBa, ma Ha ocHOBY JleMe 1.7, 3akibyuyjeMo
na rpad G Mopa 6uTH u3oMopdaH ca XapMOHMjCKHM cTabiom T). MelyTum, oBo je
Hemoryhe, jep rpad G 1o nmpeTnocTaBuy caapKu 0ap jeaHy KOHTYDY.

Jakie, koMmroHneHTa (G7 HE MOXKe€ CaAp)KATH BHIIE O] jeIHOT YyBOpa. [

Jema 1.9. [5] 3a A\-xapmonujcka cimabna éaxcu ga je ny = (A — 1)ny, gok je 3a
apeocitiane iogezame \-xapmonujcke 2pagose uciiymweno nqy < (A — 2)n,.

Hoxka3s. [IpBo TBpheme crenu HemocpeHO Ha OCHOBY OCOOMHA \-XapPMOHHU]CKUX
crabana. Jlokaxxumo apyro TBpheme.

Ha ocnoBy Jleme 1.3 (a), cBaku Bucehn uBop cycemaH je ca A-uBopoM. AKO je
ny > (A — 2)n,, Taga nmocroju Gap jenaH A-4Bop 3a Koju je 3akaueHo A — 1 Bucehux
ysopoBa. Caja, Ha ocHoBy Jleme 1.7, ogrosapajyhu A-xapmoHujcku rpad mopa
outu T). Jlakie, y MOBE3aHOM A-XapMOHHJCKOM rpady KOjU caapKd KOHType He
Moxe OuTH 1y > (A — 2)n), ofakie cieau TBpheme neMe. O

Jema 1.10. [5] Hexa je G # T itosesan c-yuknuuan \-xapmonujcku 2pag (A > 3).
Taga je c > 3(A\* — 2\ + 2).

Joka3. Heka v € V(G). Osnaunmo ca ni(v) 6poj Bucehnx yBopoBa cyceTHux
4yBOpY v, a ca A MakcuMmajaH creneH ysoposa rpada GG. 3a cBaku noses3aH rpad G
(He 00aBE3HO XapPMOHM]CKH) BAXKU:

m:% > d(v):% Y odw) + > mv) ],

VeV (G) VeV (Q) VeV (@)
d(v)>2 d(v)>2
n = E 1 = E 1+ E ni(v).
VeV (G) veV(@) VeV (@)
d(v)>2 d(v)>2

Kako je c = m — n + 1, no6ujamo aa 3a mpou3BoJbaH nmose3an rpad G Baxu:

c:1 2 + Z [d(v) — 2 — ny(v)]

2
veV(G)
d(v)>2
ITomTo 3a CBaKW MOBe3aH A-XapMOHHjcKM I'pad G Baku Ja Cy CBH YBOPOBH
cTerneHa | cyceHM ca YBOPOBHMMA CTelleHa A , TO Ha OCHOBY IPETXOJOT JOOHjaMo
cnenehy dhopmymy:

(1.9) c==(2+ > D-2-m@]+ Y [dv) -2

veV(G) veV(Q)
d(v)=X Ad(v)>2

DN | —
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Axo je G # T) taga je npema Jlemu 1.7, cBaku cabupak Ha JIECHO] CTPAHU TTOCIIEIFHET
M3pa3a HeHeraTUBaH, oJaKile JJOOHUjaMO JObY IPaHUIly 3a MUKIOMAaTHUKH OpOj, aKO
M3BPIIUMO CYMHUpPaIhe o OMT0 KOM TOJICKYITY YBOPOBa cTelleHa Behier Mimn jeTHaKoT
2.

Heka je ¢ > 0. ITocMmaTpajMo c-IukIudaH A-xapMoHHjcku rpad G. Heka je u
yBop rpada G maxcumanuor creneHa A. Tama je A < 2¢, momiro 6u y CynpoTt-
HOM ciyuajy Tpad G — e (Te je e Mpou3BOJ/bHA TPAaHA WHIMICHTHA Ca U) CaapiKao
AIMKJINYHE KOMITOHEHTe, MTO je Ha ocHOBY Jleme 1.3(B) u JIeme 1.8 nemoryhe. Mak-
cuMallaH MOTyhHM CTeleH YBopa u jeHaK je 2¢ y ciaydajy Kaja je YBOp U CycelaH ca
IO JIBe TpaHe U3 CBake o]l ¢ (He3aBUCHUX) KOHTYpa Tpada G.

Jakrne, kako je A < 2¢, Jlema 1.10 Baxu kajga je A > A2 — 2\ + 2.

Jlokaxxumo ma TBpheme Jeme BaXkn 1 y caydajy kama je A < A2 — 2\ + 2. Heka je
a = [(A2=2X+2)/A], 1j. aje najMamu 1ieo 6poj Koju Huje Mambu o1 (A2 —2X\+2) /A,
Tamaje a —1 < (A =20+ 2)/A <a,1j. (a—1)A < \? =2\ +2 < aA. Kako je
A<A <A -2 +2,Baxngaje 2<a < \A—1.

Heka je u € V(G) uBop rpada G 3a koju je d(u) = A. Heka je b makcumanan
0poj, TaKaB 14 MOCTOjHU Cyce/] ¥ YBOpa U ca 0cobuHoMm aa je ni(v) = b (cauka 1.1).

Cnuka 1.1

Cayuajl1: b< A —a—1.

Heka je ca N(u) o3HaueH CKyI CBUX cycela uBopa u. Heka cy wy,. .., w cycenu
uyBopa u 3a Koje je d(w;) # A 3a cBako 1 < i < k. Tana je

cz%<2+A—2+ > A =2-ny(v)] +Z[d(wi)—2]>.

VEN (u) =1
d(v)=X\

Umajyhu y Buny ma je ni(v) < b= A—-2—-n1(v)) > A=-2—-0b> -2 —

(A—a—1) = a— 1, kao u ja u3 ycnosa xapmounuHoctu rpada G cieau ja je
Zle d(w;) = kA, nawe nobujamo na je
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o
Vv
|

;<A+ 3 (a-1) +k(>\—2)>

vEN (u)
d(v)=X\

_ % A+(A—k)(a—1)+k(>\—2)>
_ % aA+l<:(/\—a—1)>
> %QA>%()\2—2/\+2).

Caywaj2: b > \ —a.

Hexka je v cycen uBopa u 3a koju je n1(v) = b. Kaxo je v cycenan ca HajMamwe A—a > 1
sucehux usoposa, Baxu 1a je d(v) = A. Hekacy yi, . . . .y CyCed YBOPA ¥ ¥ IIPH TOM
jed(Yati) = 1321 <i < A\—a. OmaBueje \* = A\—a+ >y, d(y;). IIpeTnocraBumo
manoctojuj € {1,...,a} Tako majed(y;) = \. Tamaje \X>*—A\+a = >.7 | d(y;) <
A (a—1)A <A+ A —2\+2= X2 — )X+ 2, aT0 je y KOHTpaIUKLIHUjHI ca a > 2.
36o0r tora je d(y;) # A3al <i < a,rmejea <\ — 1, mTo moBnaun aa je

¢ > %(2 + ;[d(yi)—2]>

1 1

Hanomena 2. 3a A\ = 2k, rpanuna aata y Jlemu 1.10 noctmke ce koj rpada koju
caipku UBOp U cTemeHa A2 — 2\ + 2 = A umju cy cyceay YBOPOBH V1, . . . , Ua, KOJH
cy Meh)ycoOHO TIOBE3aHM TpaHaMa Ug; Vg, 3a 1 < i < A/2, v mpu TOM je CBAKU YBOD
v, 1 <i <A, cycenad ca TayHO A — 2 Brcehux 4BopoBa.

1.3.2 bBpoj c-uMKJIMYHUX XapMOHHUjcKuX rpadoBa, ¢ > 3

Teopema 1.2. [5] 3a ceaxo ¢, ¢ > 3, docimoju KOHAYHO MHOZO HOBE3AHUX C-
YUKTUYHUX XAPMOHUJCKUX Zpaghosal.

Hoka3. Ilpema Jlemu 1.10, 3a puxcupaHy BpeaHOCT Opoja ¢, mapaMeTap A je
orpanunueH. Tana je, mpema Jlemu 1.4, n, = 03a k 1oBoJbHO Benmnko. KoMOUHOBameM
m3pasza (1.4)u(1.5), uumajyhu y Buay na je nocmarpanu rpad nosesan (m = n+c—1),
JI0JIA3MMO JI0 U3pasa

(1.10) > (k=2m = 2c — 2,

k
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Tj.
—nyp + (A—=2)n, + Z (k—2)np = 2¢ — 2 > 0.
kA1,2,\
Ipema Jlemu 1.9, uspaz —n; + (A — 2)n, je HeHeratusaH. 360T TOra, aKo je ¢
(bukcupaHo, 3a cBe BpeHOCTH Opoja k, k # 1,2, \, 6pojeBH 1y Cy OrpaHHYCHH.

Axo u3pa3 (1.7) HanuieMo y o0IuKy:
S kA= Eng = > k(k— A\ng
k<A k>

M aKO UMaMmo y BUIY Ja j€ CyMa Ha JECHO] CTpaHW OBOT M3pa3a OTrpaHWuYEHa, 3a-
KJbYUYjeMO JIa Cy 11 M Np orpaHrdeHu. Onasjie, Kako je —ng + (A—2)n, orpaHu4eHo,
CITe/T! J1a je U Ny OTpaHudeHo. Jlakie, BeTUUUHE Ny Cy OTpaHUUEHE 3a CBAKO K.

Ha ocHOBY 0BOra 3aKkJby4yjeMo Ja 3a 6110 Kojy PMKCHpaHy BpeaHoCT ¢ (¢ > 3)
IUKJIOMATHYKOT Opoja, Opoj YBOpOBa y MOBE3aHOM C-ITUKIIMYHOM XapMOHHU]CKOM
rpady He MOXXe OUTH TPOU3BOJLHO BEIMKHU. [

SPI0

c=06

Cnuka 1.2

HcrakHuMo Ha Kpajy OBOT OfieJbKa J1a 3a CBaKy BpeTHOCT Opoja ¢, ¢ > 3, moc-
TOju Oap jemaH IMOBE3aH HeperylapaH c-IMKIMYaH XxapMoHujcku rpad. Ha crmim
1.2 mpuka3zana je ¢pamunmja 3-xapMOHUjCKUX rpadoBa KoA Kojux je ¢ = 3,4,5,.. ..
ITonaszehu o1 KOHTYpe ca c YBOPOBA MOXKE C€ JOOUTH XaPMOHH]CKH C-ITUKITNIHU Tpad
3a OWJIO KOje ¢, Ha HAYMH MPUKa3aH Ha OBOj CITHIIH.

1.3.3 YHMUMKIHYHU, ONIUKIMYHA U TPUUUKIMYHH rpadoBu

Teopema 1.3. [5]

(a) Jegunu dosezanu ynuyukauunu xapmonujcku cpagposu cy kouiype C, (n =

3.4,...).

(6) He itocimioje losesanu OUyUKIUYHY XAPMOHUJCKU 2paghosu.
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Hoka3. Ha ocnoBy Jleme 1.10, ako je ¢ = 1 umu ¢ = 2, taga je A < 2. Mehytum,
npema Jlemu 1.2(B) u [Tocnemunu 1.2, He MOCTOj€ MOBE3aHU OUITUKIMYHA XapPMOHH-
jexku rpadoBu 3a A < 2, a koutype C,, (n = 3,4,...) ¢y jeIUHU YHUIIUKIUIHU
2-xapmoHujcku rpadosu. O

Teopema 1.4. [5] Iocinioje wauno ueitiupu 08e3aHa HepecyiapHa WHpPUYUKIUYHA
xXapmonujcka epaga tpukazana na ciuyu 1.3.

XY

Cnuxka 1.3

Hoka3. Ha OCHOBY MpeTXOJHMX pa3MaTrparma MOXKEMO MPETIOCTABUTH J1a je
A > 3. Ilpema Jlemn 1.10, ako je ¢ = 3, Tama A He mpeniasu 3, ma Tpeba HCIUTATH
camo ciyuaj A = 3. Mmajyhu y Buny Jlemy 1.3(6) u unmenuny 1a je A < 2¢, rje je
A MakcUMalaH CTeleH YBOpoBa rpada, 3akbyuyjeMo qa Tpeba MoceOHO UCTTUTATH
cneneha Tpu ciydaja:

Cayuaj 1: A=3, A =6,

Cayuaj2: A\=3, A =5,

Cayuaj3: A=3, A =4.

Cnyuaj 1: Tlpema Jlemu 1.9, ng—n; > 0. Ilpumenom jeqnakoctu (1.10) ro6ujamo:
—nq1+n3+2n4 + 3ns + 4ng = 4

OJTaKIIe je:

(1.11) ny=nsz;, ng=ns=0; ng=1.

Ha ocnosy (1.7) je:

—2n1 — 2n9 4+ 4ny + 10n5 4+ 18ng = 0,

mTo 3ajeqHo ca (1.11) ummumrmmpa

n1+n2:9.

IToctoju 10 Moryhux moacnydajeBa 3a BpeTHOCTH 11, N, N3 U Ng Y KOJUMA CY 3aJ10-
BOJbEHU HaBesleHU ycrioBu. OHU Ccy HaBelleHU y crienehoj Tadbenu:
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KOHTVYPA

ny | ne | N3 | Ng

@ | o] 9] o] 1
(@) | 1] 8] 1] 1
(i) | 2] 7] 2| 1
(i) | 3] 6] 3] 1
() | 4] 5[ 4] 1
(i) | 5] 4| 5] 1
i) | 6] 3] 6] 1
itd) | 7| 2] 7] 1
Gz) | 8| 1] 8] 1
() | 9] 0] 9 1

Kako je A = 3, 30up cTemeHa CBHX IIECT cycena 6-uBopa Mopa OWTH jeqHak 18,
OJIaKIIe CIIEIU JIa CYy CBH OBM CyCeld 3-4BOpoBM. Y mojciydajeBuma (i) — (vi) je
n3 < 6 ma cy onu Hemoryhu.

CBaku YBOp CyceqaH ca 6-4BOPOM MMa jOIII IBA Cycena, Yhju 301p cTernmeHa Mopa
outu 3. OnaBze, CBaKU YBOP CycelaH ca 6-uBOpoM cycenaH je u ca 2-upopom. OBo je
Moryhe jemrHo aKo je ny > 3, MTO eNMUMUHMIIE ITOoIcTyYajeBe (viii) — (x).

[Mpeocraje jour moxcnyuaj (vii). Cama ce HemocpeaHo yTephyje na rpad Gy,
IpUKa3aH Ha CIUnM 1.3, caip)Ku YBOPOBE YUjH CTEMEHH 3a/10BOJbaBajy yciose (vii),
Kao 1 J1a je TO JeANHCTBEHHU 3-XapMOHHU]CKH T'pad ca OBOM OCOOMHOM.

Cnyuyaj 2: Jennakoctu (1.10) u (1.7) caga mocTajy:

—n1+n3—|—2n4+3n5:4

—2n1 — 2n9 + 4ny + 10n5 = 0,

IITO 33j€/THO ca HejenHakomhy nsg — n; > 0 UMIUIHIIIpa

n1+n2:5; n3:n1+1; n4:O; 7’L5:1.

OBM yCITOBH Cy 3a/I0BOJBEHH Y criefichum moaciayyajeBumar

ny | Ng | Ng | N3
(Z) 0 5 1 1
(n) | 41 2 1
(mz) 2 3 3 1
(iv) 3 2| 4 1
(v) 4 1 5 1
(m’) 5 0 6 1
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[MTomrTo 5-yBOp MOpa UMATH TET Cycela cTeneHa 3, nojacnydajesu (i) — (iv), y
KojuMma je n3 < 5, cy Hemoryhmu.

CBaku YBOp CyceIaH ca 5-YBOPOM MMa jOI JIBa Cyceda YMju je 30up cTermeHa
jemHak 4. OBo cy WM JIBa YBOpA CTelleHa 2, WJTH jeaH 3-4yBOp U jenaH Bucehu 4Bop.
Mehytum, y moaciyuajy (v) je ny = 4, ne = 1, ma 1 0Baj MOICIyYaj OTHAA.

I[Ipeocraje jom mocyuaj (vi). Camga mobujamo rpad Go ca cnuke 1.3, Koju 3a/10-
BOJbaBa yCJIOBE OBOT IOJCIyYaja, U TO je jenuHHu rpad (ca TauyHomhy 10 U30MOp-
(busma) koju 3a/10BOJbABA OBE YCIIOBE.

Cnyuaj 3: Cama u3 (1.10) mobujamo:
—n1+n3+2n4 :4
U TIpu ToM je ny > 1. OnmaBae je ny = 1 unmu ny = 2.
Iogcnyuaj 3.1 ny = 1.
Jennaxoctu (1.10) u (1.7) mocrajy:
n3—n1:2, n1+n2:2

1 uMamo ciregehe Tpu MoryhHOCTH:

—
o~
-~
S~—
N = O
S| =N
AW
Pt | |t

Koje cBe oTmajaajy. Haume, (i) u (i1) onmanuajy, jep cy y KOHTpaJUKLUjU ca YCIOBOM
Ia 4-4BOp MOpa UMATH YETUPHU Cyceaa KOju ¢y cBH 3-uBopoBH. CBaku cycel 4-uBopa
MMa jOII JiBa Cyceaa, OJ1 KOjUX je jemaH 3-4uBOp, a APYrd 2-4BOp, OJIAKIIe CISAM Ja
otnaja u moryhuocr (ii7).

IHogcayuaj 3.2 ng = 2.
Jemnaxoctu (1.10) u (1.7) mocrajy:

ny=mniy, ng+ng =4,

mma cy Mmoryhe cnenehe komOuHaImje OpojeBa 11, ng, N3 M 14:
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3

Ng | N3 | N4

AW~ O
O =N W
AW —|O
N1l O R \ST N O ) I 5]

Axo oBa [1Ba 4-4yBOpa HHCY CycCelHa, Tala CBU HUXOBHU CyCeld Mopajy outh 3-
YBOPOBH, OJIaKie je n3 > 4, ma otmanajy moryhuoctu (i) — (iv). Kombunamnuja (v)
je moryha, omakie 1o0ujaMo jeAMHCTBEHH XapMOHMjcKH rpad (3 MpeacTaB/beH Ha
ciuiy 1.3.

Axo cy aBa uBopa crerneHa 4 mehycoOHO cycenHa, Tajga CBaKu OJ1 FbMX UMa JOIII
TpH cycena, 4uju je 30up crenena 8. Jemuna moryha maprtumuja Opoja 8 je 2+3+3,
OZaKIe je n3 > 2, ma cy HeMoryhu cnydajesu (i) u (i7). 2-4Bop cyceiaH ca 4-4BOpoM
Mopa OUTHU CyceJlaH ca joIl jeJHHUM 2-UBOPOM, OJaKIe je ny > 2, ma cy HeMoryhu u
cnyuajeBu (iv) u (v). Ipeocraje jomr moryhHocT (7i7), omakie qooujamo rpad Gy, ca
cimuke 1.3. Ha oBaj HauMH Cy UCHPIJbEHU CBE MOTYNHOCTH, YMME j€ 3aBPIIEH JI0KA3
Teopeme. U

Ja OMcMO KOMJIETUPAJIH JIUCTY MOBE3AHUX, TPULUKITMYHUX XaPMOHU]CKUX TpadoBa,
nokaszahemo crenehy Teopemy.

Teopema 1.5. I'pagh K, je jequnu pecynapan iiosezan puyurkiudHu cpag.

Hoxka3. Heka je r crenen TpaxkeHor perynapHor rpada. Ha ocHoBy mpeTxomHux
pa3sMaTpama MOXEMO IPETIOCTAaBUTH Aa je > 3. Ilpema Jlemu 1.10, ako je ¢ = 3,
TaJa r He mpefa3u 3, ma Tpedba ucrmuraTu camo ciydaj » = 3. U3 jeqnakoctu (1.10)
mobujamo n = ng = 4, na je rpad K, jenMHM perynapaH MOBe3aH TPUIIMKINYHU
rpag. O

1.3.4 Terpauuxaununu rpagosBu

Teopema 1.6. [6] Ilocitioju wiauno 18 nepelynapnux loéesanux WewpayuKIULHUX
Xapmonujckux epaghosa, ipuxazanux Ha cauyu 1.4.

Joxka3. Ha ocnoBy Jleme 1.2 u Ilocnequue 1.2 3akjbydyjeMoO Ja HE MOCTOjE
MMOBE3aHU TETPALMKINYHU 1-XapMOHH]CKH U 2-XapMOHHjcku rpadoBu. TIpeTrmocTaBumo,
cama, 1a je A > 3. Ha ocnosy Jleme 1.10 3akbyuyjeMo 1a A He Moke OuTH Behe ox
3. Jlakiie, He TIOCTOje TTOBE3aHU TETPAMKIIUNIHU \-XapMOHH]CKH TpadoBH 3a A > 3.
IToTpe6HO je jour wicmuTaTh cinydaj A = 3. 3a MaKCHMMaJHH cTelleH 4BopoBa A
MIPOU3BOJHHOT MMOBE3AHOT TETPALMKINYHOT 3-XapMoHHUjcKor rpada Baxku A < 6
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Cnuka 1.4

(ITocnemuma 1.1). 360r Tora je moTpedbHo, y3umajyhu y 063up Jlemy 1.3(6), ucnuratu
cneneha Tpu ciydaja:

Cioyuaj l: A\=3, A=6
Cnyuaj2: A\=3, A=5
Cnyuaj3: A =3, A =4.

Cnyuaj 1. Ha ocnoBy Jleme 1.9, cnemu a je ng —ny > 0. Cana u3 penanuje (1.10),
3a ¢ = 4, nobujamo:

—ny +ng + 2ng + 3ns + 4ng =6

2n4—|—3n5+4n6—6:n1—n3§0.
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Ta 3aKJby4dyjeMo 1a je

(1.12) ng <1; nsg=0; ng=1.

Ha ocnoBy (1.7) cnenmn

—2n1 — 2n9 + 4ny + 1005 + 18ng = 0

mTo 3ajenHo ca (1.12), ummmunmpa

n1+n2:9+2n4.

Ha ocHoBy Jleme 1.5, 6-uBop MOXe OUTH cycelaH caMO ca YBOPOBUMA CTETeHa 3.
JBa cycena 6uino kor 3-uBopa, CyCceTHOT ca 6-4uBOpOM, MOpajy OuTu 2-uBop u 1-4yBop
(tj. Bucehu uBop). 360r ToTa je n; > 6 M ny > 3. Jame pasnukyjemo crneaeha gsa
MoJICyYaja.

Hogcayuaj 1.1.

(113) TL4:0; n5:0; 716:1; n3:n1+2; n1~|—n2:9.

Camajen, =6, n, =3, n3 =8, ny =0, n5 =0, ng =1. CBaku ox Tpu 2-4yBOpa
MOpa OUTH CycesiaH ca aBa 3-uyBopa (KOju mak Mopajy OMTH CyceIHU ca 6-4BOPOM), Ia
Ha 0Baj HAYWH MPeOoCTajy ABa 3-uBopa. 300T TOra HEe MOXKE MOCTOjaTH 3-XapMOHU]CKU
rpad xoju 3amoBospana yciaose (1.13).

Hogcayuaj 1.2.

(1.14) ng=1, ns=0; ng=1;, ng=ny; ni+ny =11

4-4yBOp U 6-4BOp MOTY OUTH CyCEIHU caMO ca 3-4BOpOBUMaA, oj1akiie ciaeau ng > 10.
Kaxo je caga no > 3, Baku ny = ng > 10 u ny + ny > 13, mTO je y KOHTPAIUKIUJU
ca nocnenmoM jenHakomhy y (1.14). 300r Tora He MOXe MOCTOjaTH 3-XapMOHU]CKU
rpad xoju 3ajoBosbaBa yciose (1.14).

Cnyuaj 2. Pemaumje (1.7) u (1.10) caga moctajy

—2%1 — 2”2 + 4714 + 10715 = 0
—ni1+n3+2ns+3ns = 6

2

IIITO 3ajeTHO ca penarjoM ng — ny > 0, uMmmmummpa ny = 0, ny = 2 WM ny =
1, ns = 1 umu ng = 0, ns; = 1. 3060r Tora paznukyjemo ciaeaecha Tpu mojacoydaja.
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THogcnyuaj2.1.

(1.15) ng=0; ny=2; ng=mny; n+ny=10.

Ha ocnoBy Jleme 1.5, cBaku 5-4BOp je cycemaH caMo ca 3-4BOpOBHMa. 300T Tora
je ng > 10 m ny > 10, u umajyhu y Bumy nocneamy jenHakoct y (1.15), nobujamo
ny = 10, ny = 0, ng = 10, ny = 0, n5 = 2. O3HAUMMO OBa JBa 5-yBOpa ca U
u v. O3HauuMo 3-4BOpOBE CycCeHE YBOPOBUMA U U U €A T1,...,T5 U Y1, .., s,
peciekTuBHO. Tpu cycema O6mmo Kor 3-uBopa cy S-4Bop, 3-uBop u 1-uBop. I'pad
MHIyKOBaH ToMohy 3-uBopoBa je 5Ky, M MOCTOje WK jeHa WJIU TPU WU TIeT TpaHa
KOje MmoBe3yjy uBOpoBe ckymoBa {x1,...,%Zs5} u {y1,...,y5}. Ha ocHoBy oBora,
rpadosu G, Gy u G3, npukaszanu Ha ciunu 1.4, ¢y jenuHu 3-xapMOHUjCKH rpadoBU
y OBOM CITy4ajy.

Hlogcnyuaj 2.2.

(116) n4:1, n5:1, n3:n1+1, n1+n2:7

Y oBOoM citydajy cy, mpema Jlemu 1.5, 5-4Bop u 4-4BOp CyceqHHU caMo ca 3-4BOPO-
BuMa. OcuM Tora, HujeiaH 3-4BOp He MOKe OUTH UCTOBPEMEHO Cyce/laH ca S-YBOPOM
u 4-uBopoM. 300r Tora je ng > 9, MTo UMILTUIUPA N, = N3 — 1 > 8 uny + ny > 8.
OBo je cympoTHO Tocnenmoj jenHakoctu y (1.16), ogakie cienu na He mocToju 3-
XapMOHHU]JCKH Tpad Koju 3a710BOJbaBa ycrnose (1.16).

Ilogcnyuaj 2.3.

(1.17) ng=0; ns =1, ng=mny+3; ny+ng =>5.

AKo mocToju 3-xapMOHH]CKU Tpad Koju 3a10BoJbaBa yciose (1.17), Taga merosu
YBOPOBH MMajy cienehe ocoOuHe:

(7) 5-uBop je cyceman camo ca 3-usopoBuma (Jlema 1.5), omakie ciemu ng > 5 u
ny =ng — 3 Z 2.

(74) 1-uBOPOBM MOTHM OUTH CYyCEHU CAMO Ca OHUM 3-UBOPOBMMA KOjH Cy CYCEIHH ca
S-4BOpPOM.

(737) CBaku 2-4BOD je cycemaH ca jBa 3-uBopa. OcHMM Tora Baxu ny # 1, jep y
CynmpoTHOM O 3-4BOp, CycelaH ca 2-4BOpPOM, OMO CycelaH WUJIA ca JOII JeTHUM 2-
YBOPOM WJIM ca 4-4BOPOM, IIITO je y 00a ciydaja Hemoryhe.

(17v) TauHo n; 3-4BOpPOBA, KOJH Cy CYCEIHH Ca 5-UBOPOM, CYCEIHH Cy ca jeTHUM 3-
YBOPOM U jeqHuM l-uBopom. CBaku O] mpeocTaaux 5 — 1 3-4BOPOBA, CYCEITHUX Ca
5-4BOpPOM, Cyce/aH je ca mapoM 2-4BOPOBa.

Hmajyhu y BTy IpeTXOQHO pa3MaTparbe, CIeAH Ta TapaMeTpH 11, No, N3, Ny, N5
MoTy uMaTtu cienehe BpeHOCTH:

22



1.3. XAPMOHUNICKU I'PAPOBU CA MAJIUM BPOJEM
KOHTYPA

Ny | Mo | N3 | Ng | Ny
@23 5]0]1
@326 0]1
B | 5|0]8]0]1

(a) Ha ocHoBy ocobuna (i)-(iv), 3akmbyuyjemo na je rpad G4 (cnuka 1.4) jemqunu
3-XxapMOHM]CKM Tpad KOjH 3aJ0BOJbaBa YCIIOBE ().

(6) Jenuuu 3-4Bop KOjU HHUje CycelaH ca 5-4BOpOM, Cyce/laH je ca Jpyra Tpu 3-
yBOpa, oJakie cieu jaa je rpad Gs, ca cmuke 1.4, jemuHu 3-XapMOHH]CKM rpad Koju
3aJ10BOJbaBa yciose (0).

(B) CBaku o1 3-uBOpoBa, KOjH je HECYCelaH ca 5-YBOPOM, CycelaH je caMmo ca
3-upopoBuma. ['pad mHAyKOBaH OBUM uBOpoBUMA je K3 wimm Ps;. 300r Tora cy
rpadosu Gg u G7 (cnuka 1.4) jenunu 3-xapMOHHUjCKU TpadOBH KOjU 3a710BOABA]Y
yciose (B).

Cnyuaj 3. Jennakoctu (1.10) u (1.7) camga mocTajy:

—n1+n3+2n4:6 ,n1+n2 :2n4 .
[Tomro je ng — ny > 0, cmeau ma ny MoXke UMaTH BperHocTH 1, 2 umu 3. Cana
paznukyjemo cieneha Tpu moacyyaja:

Ilogcnyuaj 3.1.

(118) n4:1; n3:n1+4; n1+n2:2.

Y oBoM cityuajy je ny = 0. 3aucra, ako 6u 6unmo nq, > 0 Taga 6u 3-4BOp, cycenan
ca 1-uBopom, 6mo Takohe cycenan ca aBa 4-uyBopa, ITO je HeMoryhe. 300r Tora je
ny =0,ny =2, ng =4, ny = 1. 4-uyBop Mopa OUTH CycellaH ca YETHUPH 3-UBOpa.
Caaxu 3-4BOp je cycenaH ca 2-4BopoMm, 3-4BOpoM U 4-uBopoM. Oj1aBJie 3aKJbyuyjeMO
na cy rpadosu Gg u Gy (cnuka 1.4) jenuHu ca TpakeHUM 0COOMHAMA.

Ilogcnyuaj 3.2.

(1.19) ng=2 nyg=n1+2; ni+ng=4.

YBopoBu 3-XxapMOHHU]CKHX I'padoBa KOjU 3a10BoJbaBajy yciaose (1.19) umajy cie-
nehe ocobune:

(7) CBaku 1-uBoOp cyceaH je ca 3-4BOPOM.

(74) n1 3-uBOpOBA CyCeqHO je ca jeMHUM 1-uyBopoM U aBa 4-uBopa. IlpeocTana asa
3-uBOpa cycenHa Cy ca Mo JeIHUM 2-UBOPOM, 3-UBOPOM U 4-UBOPOM.
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(44i) Tauno jenan 2-uBop je cyceaH ca aBa 3-uopa. CBU OCTaIIN 2-4BOPOBHU CYCEIHU
Cy ca IO jJeTHUM 2-9BOPOM U 4-4BOopoM. 300T Tora je Opoj 2-4BOpOBa HElapaH.

(iv) CBaku 4-4BODp CycellaH je ca MapHUM OpojeM YBOPOBA HEMAPHOT cTerneHa (Tj. ca
MapHUM OpojeM 3-4BOpOBA).

Ha ocHOBY MpeTXOIHOT, CIASAM a TTapaMeTpH Ny, Ny, N3, 4 MOTY UMaTH cienehe
BPEMHOCTH:

Ny | Ng | N3 | N4
()| 3| 1|52
G) [ 1332

I'padoBu Gp u G171, npukazanu Ha cauiy 1.4, ¢y jeuHu 3-XxapMOHUjCKU rpadoBH
KOjH 3a]10BOJbaBajy yciose (a) u (6), peCeKTHBHO.

Ilogcnyuaj 3.3.

(1.20) ng=3; Ng=mny; N+ ny=06.

Cama uBopoBH uMajy cienehe ocooune:
(1) CBaku 1-uBOp je cyceaH ca 3-uBOpPOM.
(77) CBaku 3-4BOD je CycelaH ca jeqHuM 1-4BOpPOM U 1Ba 4-4BOpA.

(737) CBaku 2-4BOp je cyceman ca 4-4BopoM 1 2-4BopoM. 360r Tora je 6poj 2-uBopoBa
napas.

(17v) CBaku 4-4BOp CyceIaH je ca MapHUM OpojeM YBOPOBa CTeMeHa 3.

Capma mapameTpu n, N9, N3, N4 MOTY UMaTH cliefiche BpeqHOCTH:

Ny | Ng | N3 | Ny
@] 60]|6]3
G6) 4 2]4]3
)| 24|23
M |[0]6]0]3

(a) Vaumajyhu y 063up cBojctBa (i) U (iv) 3aK/bydyjeMo Ja cy 3- UBOpOBU ca
4-yBopoBUMa TOBe3aHM TToMohy TauHo 12 rpaHa, U J1a je CBaku 4-4BOp CycelaH ca
yetupu 3-uBopa. Ha oBaj Hauuu no6ujamo rpad Go (cnuka 1.4).

(6) V3umajyhu y o63up cBojctBa (ii) M (iv) 3aKJbydyjeMo 1a Ccy 3-UBOPOBH M
4-4yBOpOBHM IMOBe3aHU MToMohy TauHo 8 rpana. Ocum Tora, jeaaH 4-4BOp je cycenaH
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ca 4eTHpH 3-4BOpa, JOK Cy MpeocTaja JIBa 4-yBOpa CycelHa ca jeHUM 2-4YBOPOM,
jemHuM 4-yBopoM U JBa 3-uBopa. Ha oBaj HaumH pomnasumo 1o rpada Gis (ciauka
1.4).

(B) Cama, uMmajyhu y suny (i7) u (iv), 3aKJbydyjeMo Jia iBa 3-4Bopa MOpajy OUTH
CycellHa ca UCTUM TlapoM 4-uyBopoBa. OBa /iBa 4-uBopa He MOTY OUTH cyceqHa, jep y
cynpotHoMm, Tpehu 4-uBop Ou Ouo cycenan camo ca 2-4BOpOBHUMA, IITO je HeMoryhe.
OcumMm Tora, cBaku 4-4BOp, CycelaH ca 3-uBOPOBUMA, CyCEdaH j€ Takohe ca jeaqHuM
2-4BOpOM U jeqHUM 4-yBOpoM. AKO y3MeMo y 003up u MeljycoOHy moBe3aHOCT 2-
YBOPOBA, 10Ja3uMo 710 rpadoBa G141 G5 (cnuka 1.4), KOju ¢y jeTMHU 3-XapMOHM]CKH
rpadoBU KOjH 3a/I0BOJbABAjy BPEIHOCTH MapaMeTapa Jate o (B).

(r) Ceaku 4-uBop je cycemaH ca mo jaBa 2-uBopa W jBa 4-uBopa. [lakie, 4-
YBOPOBU Mopajy outu mMehycobHo cycenmnu. Ha ocHoBy oBora, u umajyhu y Bumy
(#i1), nobujamo na cy rpadosu Gig, G17 u Gig, ca ciauke 1.4, jequnu 3-xapMOHUjCKU
rpadoBH KOjU 3a10BOJbABA]Y BPEIXHOCTH MO (T).

Ha oBaj HauuH cy ucnutaHu CBUM MOTyhM CIyuyajeBH, YMME j€ 3aBPILIEH JO0Ka3
Teopeme. U

Jlucty moBe3aHUX TETPALMKINYHUX XaPMOHHU]CKUX T'padoBa KOMILIETUpa cieneha
Teopema.

Teopema 1.7. [6] Ilocitioje Wwauno 2 peZynapna flosesana mempayuxiuuna Zpaga,
dpukasana Ha cauyu 1.5.

Gy Gao
Cnuxka 1.5

Jloka3. Ha ocHOBY NpeTXOIHMX pa3MaTpama 3akbyudyjemo ga je A = 3. U3
jennaxoctu (1.10) nobujamo n = ng = 6. IlosHaro je ( [21]) na moctoje TauHO 1Ba
KyOHa rpada ca 6 uBopoBa, u 10 ¢y rpadosu G119 u Gy, ca ciuke 1.5.

Cama MOXEMO CyMHpATH pe3yliTaTe MpoydaBama XapMOHM]CKMX rpadoa ca
ManuM OpojeM KoHTypa. Jlakie, nooujeHe cy cnemehe BpeqHOCTH 3a OpOj MOBE3aHUX
C-IIUKJTMYHUX PETYIapHUX M HEPETyJIapHUX XapMOHH]CKUX I'padoBa:
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¢ | peryJapHH C-IUKJIMYHH | HEPETYIAPHU C-IIMKINYHU Hamomena

0 1 OEeCKOHAYHO IO jeaH 3a cBako A > 1

1 OeCKOHAYHO 0 IO je1aH 3a cBako 1 > 3; A = 2

2 0 0

3 1 4 cBUca A =3

4 2 18 cBUca A =3
KOHAYHO KOHAYHO

1.4 W urerpagnn 3-xapMoHujcKku rpagoBu

VY oBoM ofieTbKy Ouhie poyyaBaHU MOBE3aHU 3-XapMOHMjCKU T'padoBH UHje Cy
CBE COTICTBEHE BPETHOCTH Ienu OpojeBu. [Ipobrem onpehuBama cBux rpadosa ca
LETOOPOJHUM CHEKTPOM (Tj. MHTErpanHux rpadosa) unuimpanu cy F. Harary u A.
Schwenk jomr 1974. roqune y pany [28]. Mcnoctasuiio ce j1a je oBaj mpo0iiemM BeoMa
TEIIKO PEIIUTH y OIIITEM CITyuajy, T1a je OH pelllaBaH 3a Heke Kiace rpagoBa. Y oBoM
onesbKy he OUTH 1aTO pelliermhe OBOT MpodIeMa Y KITach MOBE3aHUX 3-XapMOHH]CKUX
rpagosa.

Hajripe he OuTtu m3nmoxxeHu HekW pe3ynaTaTtH (0e3 JToKa3a) KOjU ce OJHOCE Ha
criektap rpadoBa, a Koju he 6utu kKopumheHn y muby oapehjuBama MOMEHYTHX
rpadosa.

Jema 1.11. [44] Heka je G 2pagh uuju je ungexe M\1. Taga je \y < 2 (A < 2) ako u
camo axo je ceaka komionenita epaga G iiogepagh (apasu iogepagh) nexoz og Zpagosa
ca cauke 1.6, uuju je ungexc jegnax 2.

T, Ty

Cnuka 1.6

I'padoBu mpukazanu Ha cruiy 1.6 mo3Hatu cy kao Smith-osu rpadosu.

Jema 1.12. [38] Hexa 2pagh G uma 06aux kao na cuuyu 1.7, 2ge je x apiuiuxyiayuonu
ugop, gok ¢y G1 u Gy komitonenitie 2paga G — x. Axo je \(G1) > 2 u A (Gs) > 2,
wmaga je \o(G) > 2.
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x

Cnuxka 1.7

WNnaue, mpobiem uHTErpaHux rpadosa peleH je y KI1ach peryjJapHux KyOHHUX
rpadosa. Haume, 1976. F.C.Bussemaker u JI.1lBeTkoBuh [9, 22] onpenumnu cy cBe
roBe3aHe KyOHe MHTerpaiHe TpadoBe. Y UCTO BpeMe, HE3aBUCHO O] IbUX, 10 UCTOT
pesynrtata nomao je 1 A.Schwenk [40]. OHu cy mokasanu ga MocToju TauHo 13
TakBUX rpadosa.

Ha ocHOBy oBora, 3aKjby4yjeMo Ja je JIOBOJbHO pa3MaTpaTh caMo HeperylapHe
3-xapMoHUjCKe UHTErpajaHe rpadose, jep je y Cllydajy peryjJapHux mpoOsieM pelieH.

VY by peliaBama oBor npobiema 6uhe kopurtheH crenehu pe3ynrar.
Teopema 1.8. [43] Iociwioju wauno 13 dosezanux nepe2ynrapnux HeOUlapuimiHux

Zpaghosa uuju je maxcumanau cilieiien ysoposa jeguax weitiupu. Tauno wpu og wux cy
uniiecpannu 2pagosu. Osu cpagosu ipuxazanu cy na cauyu 1.8.

S1:3,2,0,—13, -2 S5:3,12,0,—1,-2% S3:3,1%2,0%, -1, —22

Cnuxka 1.8

[Ipehumo Ha pemasame oMeHyTor mpobinema. Heka je G = (V(G), E(G)),
\V(G)| = n, |E(G)| = m, noBe3an HeperyaapaH 3-XxapMOHHMjCKHM UHTErpajiaH rpad
YUjU Cy YBOPOBHU O3HAYEHU Ca VU1, Vs, ...,U,. Heka cy ca Ay > Ao > --- > )\,
o3HaueHe corcTBeHe BpeqHocTn rpada G u Heka je A = A(G) = maxj<i<, d(v;).
O3HauMMo ca r pou3BoJbaH YBoOp rpada G cremena A. Heka cy Vi, Vo, . .. ckymoBu
ypopoBa rpada G KOju cy Ha pacTojamy 1,2, ... o1 yBopa r, pecrieKTuBHO. Heka je
Vo = {r}. Hosuaro je ([17]) na 6poj p pa3IMUINTUX CONICTBEHUX BPEIHOCTH rpada
G orpannyasa mweroB aujamertap D. Haunwme, Baxu naje D < p — 1.

Ha ocnony Jleme 1.5 HenmocpenHo 3akibyuyjemMo aa Baxu cienehe TBpheme.

Tepheme 1.1. [35] Heka je 5 < A < 7. Taga je céaxu ueop u3 ckyiia Vy citieiiena
3.
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Hame hemo moceOHO TpoyYaBaTH CITy4aj OUMTAPTUTHHUX U CITy4a] HEOMMapTUTHUX
rpadosa.

1.4.1 HeOounaprutau rpagosu

Teopema 1.9. [35] Hocimoje wauno 3 wosezana nepedyiapua neounapimuiina 3-
xapmonujcka uninezpanna epagpa. To cy epagosu S, S u Ss, ca cauxe 1.8.

Hoxka3. Heka je G moBe3aH HeperyjaapaH HEOMMAPTUTAH 3-XapMOHM]CKM MHTE-
rpanan rpad. Kako jeunnekc \; rpada G cana jeqHak 3, v mpu ToM — 3 IIPUTIA 14 CIeK-
Tpy rpada G ako u camo ako je rpad G GUmapTUTaH, 3aKJbyUyjeMo J1a CrieKTap rpada
G nexu y untepsany [—2,3|. Taxole, Baxu J1a je —2 CONCTBEHa BPEIHOCT Tpada
G, jep y cynpotHoM 61 rpad G 6MO KOMIUTETaH, a TUME U perynapan rpad. dake,
3a rpad G Baxku A\ = 3, \a < 2u A\, = —2. [Ipema Interlacing Teopemu (JIlema
2.1), axo je G’ mpasu unaykosauu noarpad rpada G, saxu A\ (G') < A\ (G) = 3,
A (G) < X(G) <2u Ay (G') > M\(G) = —2 (A je HajMamba CONICTBEHA BPEIHOCT
rpada G', a \, je HajMama concTBeHa BpeaHocT rpada G).

Tana, va ocuoBy Jleme 1.3 (6) u Jleme 1.4, Baxn 4 < A < 7. Kagaje6 < A <7,
noarpad rpada G, uHayKOBaH CKyroM uBopoBa V1, je rpad 6e3 rpana (y CympoTHOM,
rpad G Huje xapmonujcku rpad). Omasne crmenu ga rpad G caapku Kao IpaBU
uHayKoBaHu moarpad rpad Hj ca ciuke 1.9, 3a koju je A\¢(H3) = —2,236 < —2,
LITO jé KOHTPAJIUKIH]A.

2

Cnuka 1.9

Axo je A = 5, taga je moarpa¢ rpada G, HHIyKOBaH CKymoM Vi, jemaH on
rpadosa 2K, U Ky, Ky U3K; u 5K, (y cynporaoMm, G Huje xapMOHUjcku rpad) ma
rpad G caapxu, Kao MpaBu WHAyKOBaHU moarpad, jenan ox rpadosa Hy, Hy u Hj
ca cmuke 1.9. Kako je A\g(Hy) = —2,086 < —2, \¢(H3) = —2,236 < —2, rpap G
MOXe caJipXKaTH, Kao MpaBH MHIYKOBaHU moarpad, jenuHo rpad H;. Ilomrto 6poj
Pa3TUYUTUX COTICTBEHUX BpeTHOCTH Tpada G He Moske 6utH Behu ox1 6, To IMjamMeTap
D rpada G ne moxe outn Behu ox 5. Mehytum, cama ce jeTHOCTABHO youaBa aa HeE
nocroje 3-xapMmoHujcku rpadou ca nujamerpom D < 5, koju canpxke rpad [, xao
MpaBy WHIYKOBAHU moArpad, ma 3ak/byuyjemMo fa Takohe He moxe o6utn Hu A = 5,

IIpeocraje jom jemuao moryhuoct A = 4. Ha ocHoBy Teopeme 1.8, y ckymy
CBHUX MOBE3aHUX HEPETyIapHUX HEOUMapTUTHUX rpadoBa ca A = 4, MOCTOjU TAYHO
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13 unTerpamnux rpadosa, O KOjUX Cy TAYHO TpH 3-xapMoHHjcku rpadosu. To cy
rpadoBu S1, Sy U S3, MpHKa3aHu Ha cnunu 1.8. O

1.4.2 bunaprutau rpagoBu

Heka je 7 ckyn cBUX MOBE3aHUX HEPETYIAPHUX OUMAPTUTHUX 3-XapPMOHH]CKUX
uHTerpamHux rpadosa. [lomro je crmektap OUMapTUTHUX TpadoBa CUMETPHUUAH,
Mope]l HEKUX CIEKTPATHUX CBOjCTaBa MOMEHYTHUX y MPETXOJHOM OJIeJbKYy O HeOu-
MapTUTHUM TpadoBUMa, caja Baxu U Ja —3 MPUITAJIa CIIEKTPY, OdaKIIe CIeaH /1A je
ropma rpaHuiia 3a qujamerap [ oBux rpadosa jeqHaka 6 (a He 5 Kao y MpeTXo/I-
HOM clyuajy). 3akJbydyjeMo, Ha ocHOBY Interlacing Teopeme, na 3a cBaku mpaBu
unaykosauu noarpad G’ rpada G saxu: A\ (G') < M (G) = 3, A2(G') < X2(G) <2
1A (G') > A(G) = —3.

Kaxkoje D < 6, 6poj ckymosa V7, Vs, . .. je orpanunuer. O3naunmo ca G4 moarpad
rpada G MHIYKOBaH CKymoM uBopoBa Vo U V3 U Va, a ca G moarpad rpada G
WH/IYKOBAH MPEOCTAIUM YBOpOBUMa (MokeMo pehu ma je G4 MHOIYKOBaH momohy
npBa JiBa HUBOA YBOPOBa, a (G momohy ocranux). Cana Baxu cienehe TBpherbe:

Tepheme 1.2. [35] Axo G € T imaga je \1(Gp) < 2.

Joxka3. Jloxazahemo na je A\ (H) < 2 3a cBaky komnoHenty H rpada Gp.
Pasnuxyjemo cneneha asa cioyuaja:

Cayuaj 1. 5 < A < 7. TIpeTnocTaBUMO J1a IOCTOju KoMItoHeHTa rpada G g, HIIp.
H, takBa naje A\;(H) > 2. Heka je © € V5 uBop cycenan ca 6uio kojum usopom y H.
OBaj YBOp T je apTUKyIAMOHU YBOp y moarpady rpada G MHIYKOBAHOM CKYIIOM
uypoposa Vo UV, U{x} UV (H). Melhytum, caga Ha ocHoBy Jleme 1.12 u Interlacing
TeopeMme, 100HjamMo J1a je Ao(G) > 2, KOHTpaIUKIH]a.

Cayuyaj 2. A = 4. Hexka je r 6umo koju uBop rpada G crenena 4. Taga ckym V)
caJIp KU YeTUpH YBopa ctenieHa 4, 4, 2, 2 wnu 4, 3, 3, 2 wmm 3, 3, 3, 3 (cmuka 1.10) ma
pa3nukyjemMo onrosapajyha Tpu mojaciaydaja, pecrieKTHBHO.

VY cBakoM O] OBHX IMOJACTyYajeBa je MHIeKe rpada G'p jeqHak HajBHIIE 2, U aKO
je H 6umno xoja xoMmrnoHeHTa rpada G'p YUjH je UHAEKC jeTHaK 2, TaJa je CBaKH YBOP
u3 V5 cycenan ca 0ap jetHuM 4BOopoM u3 H (y cynmpoTHOM, J00HUjaMO aHAJIOTHO Kao
y Cnyuajy 1, ma je A\o(G) > 2, koutpamukiumja). 360r Tora, ckym Vs He cagpku
YBOPOBE CTereHa 1.

Axo Gp uma $(r) KOMIOHEHTH uuju je uHjeKe jenHak 2, tama je s(r) < 1 (y
CYIPOTHOM Cy CBHM YBOPOBM M3 CKyma V, cTemeHa Beher mim jemHakor 3, mTo je
Hemoryhe).

Heka je H xomnonenTa rpada G g unju je uHaeKc jeqHak 2. Tamga ckym Vo caapxu
YeTHPH YBOPA CTeTeHa 2, 0JT KOJUX je CBAKH CyCelaH TAYHO ca JeTHUM YBOPOM M3 CKyTIa
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IMoncnyuyaj (A) [Moncnyuaj (B) [Moxcnyuaj (B)

r

4

Cnuka 1.10

V1 u TauHo ca jenHuM YBOpoM KommoHeHTe H koju mpumana ckymy Vs, Tlomro je G
XapMOHHM]jCKH rpad, a KoMIoHeHTa [ He caJIip¥ U30JI0BaHE YUBOPOBE, 3aKbyUyjeMO
na y nmojcnydajeBuMa (A) u (bB) mocroju uBop crenena 4 y V, koju npunaga H. 1
y moacny4ajy (B) mocroju uBop crenena 4 y V, koju mpumnana H (jep He mocroje
yBopoBH crerneHa 4 y V5). Ha ocnoBy Jleme 1.11 3akipydyjemo na je H = 514y cBa
TP cllydaja.

OuurnenHo, cajia je cBaku UBop U3 [ cyceqaH ca HajBUIIIE jeTHUM UBOPOM CTeTIeHa
2 u3 V5. O3Haummo ca vi, Vs, U3, U4 YBOPOBE U3 H KOJU CYy CyCEHU ca ONMUCAHHM
yBOpOBUMA cTerneHa 2 u3 ckymna Vs, Taja cy uBOpoBU v1, Vg, Vs, Uy CTETIEHA 2, 2,4, 4y
noacny4dajy (A), 2, 3, 3, 4 y moacnyuajy (b) u 3, 3, 3, 3 y moacmyuajy (B), pecieKTUBHO
(cmuka 1.10).

Ckyn V5 He caipKu YBOPOBe cTelleHa 4 Hu y moaciydajeBuma (A) u (b) (y cympot-
HoM je |V (H)| > 5, mro je Hemoryhe). Cremu ma ckyn Va cafipsku TAYHO YETHPH
YBOpA CTeleHa 2 y CBa TPH CIIyJaja.

OsHaunmo ca V3 cKym cBUX 4BOpOBa cTereHa 3 3 ckyma Va. IlomTo mocToje
TAYHO YEeTHUPH TpaHe Koje TIOBe3yjy OBe UBOPOBE ca YBOPOBMMA CKyma V), U TauHO
YETUPHU TPAHE KOje MX TMOBE3Yyjy Ca YBOPOBHUMA Vp, V2, U3, U4, 3AKIbYUYjEMO J1a j€
3< |V <4,

Capna hemo ucnuratu moce6HO cBaku o mojcnydajesa (A), (b), (B).

IMoncayuaj (A). YV oom nmozacay4ajy je | V3| = 4 (y cynpotHoMm, ckyn Vs cagpxku
YBOp CTeleHa 3, KOju je Cyce/laH ca YBOPOM cTerneHa 1 kommoHeHTe H, KOHTpaIuK-
uja). 3aksbyuyjemo aa je G jenan ox rpadosa G u G ca ciuke 1.11, anu oHM HUCY
WHTETpaIHU TpadOBH.

IMoacayuaj (B). Y oBom nozcnyuajy je | V3| = 4 (y cynpoTtHoM, ckyn Vs canpsku
YBOP CTemneHa 3, KOjU je CyceldaH ca YBOPOM CTereHa 2 W3 KOMIMOHeHTe [, mTo je
Hemoryhe, wu G HUje XapMOHHU]jCKUY T'pad). 3akibydyjemo aa je G jeman o rpadoBa
Gs u G4 ca ciuke 1.11, koju Hucy uHTerpanuu, win rpad Gp caapXu KOMIIOHEHTY
Hy, pazmuuury o H, uuju je unaekc Behu wiu jenHax 2, mro je Takohe Hemoryhe.

IMoacayuaj (B). Y oBoM cnyuajy mobujamo na rpad G caapku KoMIoHeHTy H,
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U9 8¢

Cnuxka 1.11

paznuunty on H, unju je nnmekc Behu umn jenHak 2, mro je Hemoryhe.
Jlakne, Baxu na je A (H) < 2, 3a cBaky komnonenty H rpada Gp. O

Mocenuua 1.3. [35] Ceaxa xomiioneniia H 2pagpa G cagpoicu najeuwe jegan
ugop citieiiena 3 u He cagpaicu ygopoee ciieiiena eehez og 3.

Hoxa3. ITpema Jlemu 1.11, cBaka kommonenta H rpada G g je mpaBu HHIyKOBAaHU
nmoarpad Hekor ox Smith-oBux rpadosa (cnmuka 1.6), Tj. wHIyKOBaHU moarpad
jemHor ox aBa rpada mpukazaHux Ha cimunu 1.12, omakie cienu TBpheme. O

Cnuka 1.12

Mocnenuua 1.4. [35] I'pad G g je ayurxnuunu epag (wj. epagp 6e3 konimypa, wiyma).

Tephemwe 1.3. [35] Hexa je 5 < A < 7. Taga je céaxu usop us ckyia Vs citieiiena
mares uu jegnaxoZ 3. Taxohe saxcu ga je ceaxu ugop citieiiena 2 uz Vs cycegan ca
fwauno gea usopa ckyia V.

Hoxa3. Ako je A = 7, cBu 4BOpOBH 3 CKkyma V5 cy Bucehu usoposu (T1j. 1-
yBopoBu). Ako je A = 6, CBM 4YBOpOBM U3 CKyma Vo ¢y crereHa | waum 2. Ako je
A =5, cBu YBOPOBHM U3 cKyma V5 ¢y crenena 1, 2 wmn 3.

Heka je = uBop crenena 2 uz Vo u y € V3 uBop, takas ga (x,y) € F(G). Tana
je d(y) = 3 u moctoju uBop z € V) creneHa Beher oj 3, ITO je y KOHTPAIUKIIUH ca
[Mocnegumiom 1.3. [laxme, UBOp « je cycelaH ca TAYHO JBa YBOpa U3 ckyma V. O

Tephemwe 1.4. [35] Hexa je A = 5. Taga:

1° Csaxu usop cimieiiena 3 uz cxyiia Vs cycegan je ca b6ap gea usopa ciiieiiena 3 u3

Va.
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20 Crkyii V3 cagpoicu najeuwe jegan usop citieiiena éehes og 3.

3% Cxkyi Vi ne cagpacu usopose citieiiena 4.

Jlokas3.

1° Ha ocHoBy TBphema 1.3, cBaku uBop U3 Vi Moxe y cKymy Vo UMATH cycenie
jenuHo crerneHa 3. Ako moctoju uBop ¥ € V3 creneHa 3, Koju je cyceaH ca TayHO
jemHUM yBOpoM U3 V5, Taaa mocToju kommoHeHTa H rpada G p Koja caapKu YBOD
crerieHa Beher oy 3 wiu 1Ba uBopa crerneHa 3, mTo je Hemoryhe Ha ocHoBy Ilocmeaurie
1.3.

20 [IpeTnocTaBUMO CyIpOTHO, Tj. 4 CKYI V3 caapsKu JBa UBOpA T U Y, TAKBa 14
jed(x) > 4ud(y) > 4. Ha ocaoBy TBphema 1.3, uBopoBu x u y Mory y Vo uMaTi
camo cycefie cterieHa 3. Takole, cBaku uBop crerneHa 3 u3 Vo Moxke OUTH cyceaH ca
TA4HO jeJIHUM 0J1 YBOpoBa = 1 y. Kako ckyn V5 caapiku HajBUIIE 5 UBOPOBA CTEIEHA
3 3akibydyjeMo ja moctoju komrnonenta H rpada Gp Koja caapu 4BOp CTEreHa
Beher ox 3 unm 1Ba uBOpa crermeHa 3, mTo je Hemoryhe.

3° IIpernoctaBuMo fa cKyn V3 campiku uBop cTereHa 4. Taj uBop je cycenaH ca
HajMambe TpU YBOpa cTerneHa 3 u3 Vs, jep y CyImpOTHOM CJTy4ajy IMOCTOjH KOMITOHEHTA
H rpada G5 xoja cagpxu uBop cTerneHa Beher o 3 win qBa YyBOpa cTemeHa 3, MITO
je nemoryhe. Kaxo je ny = 1, n5 = 1, Ha ocHOBY jennakoctu (1.7) 3axsbydyjemo 11a je
ny + ng = 7. Cxyn V5 caapKu TauyHO IMET YBOPOBA crerneHa | umu 2, ckym V3 TauHo
JIBA YBOPA CTEIEHA 2, a CKYII V; MOJXKe CaIpKaTH caMO YBOPOBe cTerneHa 3. O3HauMMo
ca s34 Opoj TpaHa Koje mose3yjy uBopose u3 Vo U Vj ca uBopoBuMa u3 ckyna Vs, a ca
53 Opoj rpaHa Koje MOBe3yjy UBOPOBE U3 CKyma V3 ca yBopoBHMa M3 ckyma Vo U V.
Jlako ce mpoBepasa j1a je sg 4 #Z s3 (mod 3), mro je Hemoryhe. O

Capa pa3nmukyjeMo cieneha yetupu cinydaja:

Cayuaj1. A = 7. Ha ocnosy Tephema 1.1 u 1.3 3akmmyuyjemo naje V; = () ( > 3)
na je G rpad G5 ca cnuke 1.13. Mehytum, rpad G5 Huje HHTerpalaH.

Cayuaj2. A = 6. Ha ocnoBy Tephema 1.1 u 1.3, cnemu naje V; = () ( > 3) ma je
G rpad G ca ciuke 1.13. MehyTtum, rpad G¢ Takolhe HUje HHTerpaaH.

Cnuxka 1.13

Cnyuaj 3. A = 5. Osnaunmo ca V2 u V> ckyn usoposa u3 V5 crenena 2 u 3,
peciekTuBHO. Tama je V22 =0Qum?2 < |V22| < 5, ma pasnukyjeMo cieneha nBa
MoJIcyyaja;
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1 13 11313 131 131 13

131 313131 3131313131

Cnuka 1.14

Moacayuaj 3.1. V2 = (). Ha ocnosy Tephema 1.1 u 1.3 umamo net Mmoryhxoctu
(cmuka 1.14).

Y cnyuajy (a) je |V3}| = 2, y cnyuajeuma (6) u (8) je V5| = 3, y ciyuajy (1) je
V3| = 4 my cnyuajy (m) je |V5}| = 5.

Gr

Cnuka 1.15

VY cayuajeBuma (a)-(1) ckyn Vi He caapiku uyBOp creneHa S (y cynmpoTHOM, rpad
G Huje XapMOHUJCKU W rTocToju kKoMrioneHnta H rpada Gp xoja campxu 6ap aBa
yBOpa cTemnenHa 3, mrto je HeMoryhe). 3akipyuyjemo ga je ny = 0, ns = 1, u mpema
jennaxoctu (1.7) je ny + ne = 5. YouaBamo ja ckynosu V; (i > 3) cagpxke camo
YBOPOBE CTeMeHa 3. AN Taja, y CBUM cinydajeBuMa (a)-(T), je s34 # s3 (mod 3), ma
G uuje xapMoHHjcKu rpad.

V cnyuajy (1) ckyn V3 caapxku uBop cremeHa 5 (y cympoTtHoM, rpad G Huje
xapMmoHujckn) na je G rpad G ca cnuke 1.15, koju HUje HHTETpaIaH.
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Moacaywaj 3.2. 2 < |V?| < 5. Ha ocHoBy Tphema 1.1 u 1.3, 3aksbydyjemo 1a
noctoje cnenehux 9 moryhHnoctu (cimuka 1.16).

©

2 213 131 2 2 131313
5 5 5

(r) () (h)
3 3 33 3 %3 w33 3 %3

2 2 2131 2 2 2 1313 2 2 2 213
5 5

Cnuka 1.16

V cnyuajeuma (a), (6) u (8) je |V?| = 2, y cnyuajesuma (1) u (1) je [V = 3,y
cnydajesuma (h) u (e) je | V32| = 4 u 'y cnyuajeBuma (k) u (3) je [V = 5.

V ciyuajesuma (a), (k) u (3) Baxu na je V; = () (¢ > 3), ma je G jeman ox rpadosa
Gs, Gou G, ca ciuke 1.17, pecriektuBHO. ['padoBu G u Gg cy MHTerpajiHu, a rpad
G0 HHje.

VY mpeoctanuM ciydajeBUMa cKym Vs He caipXu YBOp cTeneHa 5 (Y CympOTHOM,
mocToju KoMmrnoneHnta H rpada Gp Koja caapku Oap IBa YBOpa CTeleHa 3, INTO
je memoryhe). Hakne, ny = 0, ny = 1 u mpema jeanakoctu (1.7) je ny + ny = 5.
3aksbyuyjemo ja ckyrnosu V; (i > 3) caapike caMo YBOPOBE CTeNeHa 3.

V cnyuajy (), Ha ocHoBy TBphema 1.4,1%, je 2 < |V3}| < 3, ma je G jenan ox
rpadoBa G111 u G5 (cnukal.17) pecrneKTUBHO, KOjU HUCY MHTETPAJTHH.

VY cinyuajeBuma (0), (), (h) u (e) ckyn V5 canpxu 4BOpOBe cTeneHa 3 Koju cy
CYCEIIHU ca TAuHO jeTHUM YBOPOM cTerneHa 3 u3 Va, mTo je Ha ocHoBy TBphema 1.4,1°
Hemoryhe. V ciayuajy (1) je s24 # s3 (mod 3), ma G Huje xapMoHHjcKH Tpad.
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Gg Gg GlO

Gn GlQ

Cnuka 1.17

Cayuaj4. A = 4. 3a 6u0 Koju yBOp 1 creneHa 4, CKym V) caJpKu YeTUPH YBOpa
crerieHa 4, 4, 2, 2 wim 4, 3, 3, 2 wiu 3, 3, 3, 3 (cnmuka 1.10). O3nauumo ca k; Opoj
yBOpOBa ckyma V5 koju cy moMohy TauHO ¢ TpaHa MOBE3aHU ca YUBOPOBUMA CKyTia V.

Tephemwe 1.5. [35] Baoicu:

4
(1.21) > ik =8
i=1
Taxkohe je:

ks +ky <1; 20k, <4; 3%k <8.

Hoxka3. Jemqnakoct (1.21) je ounrnenna (Tj. MOCTOjU TAYHO § TpaHa Koje ITOBe3Yjy
YBOpOBE CKymna V5 ca YBopoBHMa cKyma V7).

1% Ako 61 6uno ks + ks > 1, rpad G He 6u 610 xapMoHuUjckH Tpad.
Hejemnakoctu 2° u 3° mpousunasze u3 (1.21). O

Capa pasnmukyjeMo caeneha Tpu mojcmydaja:

IMoncmyuaj 4.1 Tloctoju yBOp 7 CTENEHa 4 Ynju Cy Cyceau YBOPOBH crerneHa 4, 4,
2,2.

B

IMoncayuaj 4.2 ITocToju yBOp r CTemeHa 4 YHjU Cy Cyceau YBOPOBH cTereHa 4, 3,
3, 2 ¥ He TTOCTOjU YBOP CTEMNeHa 4 YMju Cy Cyceau YBOpOBU cTeneHa 4, 4, 2, 2.
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IMoncayuaj 4.3 IlocToju uBOp r cTeneHa 4 YHju Cy Cyceau YBOPOBHU CTeTeHa 3, 3,
3, 3 ¥ He TIOCTOJU YBOP CTeMeHa 4 YMju Cy Cyceau YBOpOBHU cTemeHa 4, 4, 2, 2 unn
creneHa 4, 3, 3, 2.

V cBakoM 01 OBUX MMOJIcTydajeBa pa3maTtpahemo crenehe cryuajeBe:

10 kg + kg =1,

20 k1 =0, ky=4,

30 k=2, ky=3,

49 by =4, ky =2,

50 k1 =6, k=1,

6° k1 =8, ko =0.

Hpe HETO LITO KPCHEMO Ha pasMaTpamkbC CBAKOT 01 OBUX noncnyqajeBa HasentheMo

Heka CBOjcTBa ckymoBa V; (i > 2), Koja ciezie HemocpeaHo Ha ocHoBy IMocnenuiie
1.3.

Tephewe 1.6. Axo komionenitia H epagpa G'p cagporcu ueop citieiiena 3, waga on
dpuiiaga cxyiy Vi u dipu @wiom je on umu 3a8puwnu usop (j. cycegau ca mwpu 4eopa u3
Vi) unu je cycegan ca gea usopa citieiiena 4 uz Vs.

Tephewe 1.7. Csaxu usop cisieiiena 2 uz ckyiia Vy je 3a8puiHu 48op.

Tephewe 1.8. Cryii V5 mooice ga cagparcu camo usopoge ciwieiiena 1.

Ysop u3 V; (i > 2) 3eahemo "cuHrI" YBOp aKoO je CycelaH ca TAYuHO jeIHUM
YBOPOM M3 CKymna V;_i. 3a CHHIJ YBOpOBE CTemneHa 2, 3 U 4 KOpucTHheMO Ha3hBe
"cuHTN 1BOjKA", ""CHHTJ Tpojka" U "CHHII YyeTBOpKa'", pecrieKTBHO. Caja Baxu:

Tephemwe 1.9. Cryii Vs ne cagporcu cunen wwipojke koje ¢y cyceghe ca 480pom citieiiena
2 unu weopom ciieiiena 3 uz ckyia V.

Tephewe 1.10. Csaxu usop cisieiiena 4 u3 cxyia Vs mopa ouitiu cyceqam ca wayHo
ueitiupu usopa uz Vs, unu ca wpu ueopa uz Vs uuju je 30up citeiiena sehu og 8, um ca
gea ueopa uz Vs uuju je 3oup citieiiena sehu og 6.

Cnenehe TBpheme nmpouswmiazu Ha ocHOBY Ilocnenurie 1.4.

Tephewe 1.11. He iiocitioju iiap usoposa uz cxkyiia Vi Koju umajy gea 3ajeguuuxa
cycega y cxkyiiy Vs.
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Tephemwe 1.12. (a) Axo ckyi Va cagporcu "cunzn” usop citieiiena 2 cycegamn 4eopy
citieiiena 4 uz V1, waga cxyii Vo cagparcu usop ciwietiena 4.

(6) Axo cxyi Vo cagpoicu "cunen” ueop citieiiena 2 cycegam ugopy citieiiena 3 unu
ciieiiena 2 uz Vi, wwaga cxyii Vo cagporcu ueop ciieiiena 4 xoju Huje cyceqgan ca ¢ea
ugopa ciiieiiena 4 uz V1.

Hoxka3. (a) IIpeTmocTaBUMO CynmpoTHO, Tj. HEKA MOCTOjU "CUHTT" YBOD cTereHa 2
y ckymy V5 cycenan uBopy crenieHa 4 w3 Vi, v ipu ToM ckym Vs He caipiKu YBOP CTETIEHA
4. Jla 6u 3a oBaj YBOp cTereHa 2 OMO UCIYHEH YCIIOB XapMOHUYHOCTH, OH MOpa OUTH
cycellaH yBopy x cTerneHa 2 u3 ckyna V. Tama, 300T ycrmoBa XapMOHUYHOCTH 33 YBOD
x, ckyn V} canpxu uBop cremneHa 4 cycelaH uBopy , IITO je Ha ocHOBY Ilocnenuiie
1.3 memoryhe.

(6) Moxkas je cmuyaH Kao y cnydajy (a), ma he u3 Tor pasiaora OMTH H30CTaBbeH.

IMTpehumo caga Ha pa3maTpame TTOMEHYTa TPH TOACITyYaja, U Y CBAKOM OJT FbHX
pasMoTpuMo mocebHO cBaky o 6 moryhuocth (1° — 6°).

IMoacmyuaj 4.1 Heka y rpady G mocToju 4Bop r cTeleHa 4 YHjH Cy Cyceu YBOPOBH
crerniena 4, 4, 2, 2.

1° Ogaj ciyuaj je Hemoryh, jep 3a 6ap jeman uBop cTereHa 2 W3 ckyma Vi Huje
3aJI0BOJbEH YCITOB XapMOHMYHOCTH.
20V oBom cryuajy G je rpad G13 ca ciauke 1.19, Koju HUje HHTeTpanaH.

3% O3Haunmo ca = u i uBopose u3 Vs KOjH Cy CyCeHH ca UBOPOBHMA CTEreHa 2
u3 V. UBoporu z u y cy crerneHa 2. Cama pasnmukyjemo cienehe moryhnoctu (cnvka
1.18):

2
2 2
V1V2 2
4

(B)
2 2 4 4 o2
2 2 2

x Yy
Cnuxka 1.18
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(A) OGa uBOpa x U y cy momMohy JIBe TpaHe CrojeHa ca YBOpoBUMA U3 V.

(b) Tauno jenan uBOp, Ha MPUMED ', CTIOjEH j€ TOMONY JIBE TpaHe ca YBOPOBUMA
n3 V.

(B) O6a uBopa x u y cy nomohy jemaHe rpaHe crojeHa ca YBopoBuma us3 Vj.

Pasmorpumo cajta cBaky o oBUX MOryhHOCTH.

(A) Y oBOM cryuajy YBOpOBH & M Y MOTY Ha JBa HauyMHA OWTHU CIIOjeHH ca
yBopoBuMa u3 Vi: moxaciyuajeBu (A.l) u (A.2) va cuum 1.18. O3znHaummo ca z
Tpehu uBOp KoOjU je mMOMOhy JBe TpaHe CIOjeH ca YBOpoOBUMA M3 V), a ca v U Uy J1BA
yBopa u3 V5 koja cy momohy jeaHe rpaHe moBe3aHa ca yBopoBuma u3 V.

(A.1) Crenenu yBOpOBa 2, V1, V2 MOTH OuTH 4, 2, 2 unu 3, 3, 3, peCIIeKTUBHO, Ma
nmamo moryhnocru (a) u (6) (cnuka 1.19).

(a) Cxym V3 He caapku uBopoBe creneHa 4 (y cynpotHoMm, G HUje XapMOHU]CKH)
uny = 4. Ha ocnosy (1.7) je ny + ng = 8, ma je G rpad G4 (cmuxa 1.19), koju Huje
HHTErpajaH.

Cnuka 1.19

(6) Ckym V3 He cagpxu uBopoBe cTeneHa 4 (Ha ocHoBy TBphema 1.10) u ny = 3.
Ha ocnosy (1.7) je nq + ne = 6. Jlakie, ckyn V3 capu Ta4HO jeaH YBOP CTEIECHA
1, TayHO jeJIaH YBOP CTEMeHa 2, a OCTalIM YBOPOBH cKyna V3 cy crernena 3. O3HaYMMO
ca Sz 4 Opoj TpaHa Koje mosesyjy uBopose u3 Vo U V) ca uBopoBuMma u3 ckyna Vs, a ca
53 Opoj rpaHa Koje MOBE3yjy YUBOPOBE U3 CKyma V3 ca yBopoBHMa U3 ckyma Vo U V.
Jlako ce mpoBepaBa 11a je sp 4 # s3 (mod 3), mro je Hemoryhe. [lakre, oBaj crmyuaj
je Hemoryh.

(A.2) Ctenenu yBopoOBa 2, V1, U2 caga cy 4, 2, 2, pecnektuBHo. Ckym V3 He caipku
yBopoBe creneHa 4 u ny = 4. Ha ocHoBy jennakoctu (1.7) je ny +ny = 8, ma je G
rpad Sy (ciuka 1.20). OBaj rpad jecte uHTErpanaH.
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Cnuxka 1.20

(b) IIpeocrana qBa yBOpa K0ja MMajy 0cOOMHY 1a ¢y moMohy JBe rpaHe moBe3aHa
ca YBOpoBMMa M3 V) Cy cTemeHa 3, 0K je Ipyru YBOP KOjH je TOMOhy jefHe TpaHe
CIOjeH ca yBopoBHuMa U3 V; cremneHa 2 (cnuka 1.18). Mehytum, cana ckyn V; cagpxu
"cuHrT" YBOpOBE CTENEHA 2, a He CaJIpXKU YBOPOBE CTereHa 4, mTo je mpeMa TBphemy
1.12 memoryhe.

(B) Bap jenan o uBOopoBa Koju cy ImoMohy aBe IrpaHe CIIOjeHH ca YBOPOBUMA M3
V] je cremena 2, mto je Hemoryhe.

4° O3HAYMMO MOHOBO €a T U j YBOPOBE U3 Vo KOJH Cy CyCeIHH Ca YBOPOBUMA
crerieHa 2 u3 Vi. UBopoBu = u y cy creneda 2. Capma pasnukyjemo crenehe Tpu
MoryhHocTH:

(A2) 4

(B) 4
2 24 4 4 w2
24 9 2 42

Cnuxka 1.21

(A) OGa uBopa x u y cy momohy J1Be TpaHe CrojeHa ca YBopoBuMa u3 V.

(b) Tauno jenan uBOp, HA MPUMED T, CIIOjEH j€ TOMONY /1B TpaHe ca YBOPOBUMA
n3 V.

(B) O6a uBopa x u y cy nomohy jeaHe rpaHe crojeHa ca YBopoBuma us3 Vj.
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Oge moryhHoCTH TTpuka3aHe cy Ha ciriy 1.21. PasMoTpuMo caja cBaky Of HHX.

(A) Cana mory na Hactyne jBa ciydaja (A.1) u (A.2) (cnuka 1.21), 3aBUCHO 0]
TOTA J1a JIU Cy YBOPOBHM & M Y CYCEIHM Ca PA3IMYMTUM MIIM CA UCTHUM YBOPOBHMA
crerieHa 4 u3z V;. O3HaunMmo ca uq, ug, us, Uy YBOpOBe U3 V5 koju ¢y momohy jemHe
I'paHe CIIOjeHU ca YBOPOBUMA U3 V.

(A.1) Crenenu yBOpOBA U7, Uy, Ug, Uy MOTY OUTU 4, 2,4, 2Umu 4, 2, 3, 3 unm 3, 3,
4, 2 v 3, 3, 3, 3, pECNEKTUBHO, Ma 300T CUMETPUYHOCTH pa3IUKyjeMo cieneha Tpu
MoJICIyYaja:

Cnuka 1.22

(a) CrerreHu YBOpOBa U1, Ug, U3, Uy JEMHAKH CYy 4, 2, 4, 2, PECIIEKTUBHO (CITHKE
1.22 u 1.23). Wmajyhu y Bugy Tepheme 1.10, 3axmydyjemo na je |Vi!| < 1, rme je V!
MOJICKYII CKyMa V3 Koju cajipXu caMo YBOPOBE CTerneHa 4.

Axo je [V3!| = 1, na ocnoBy TBphema 1.7, nobujamo na je Gi5 € G umu Gig C G
(cmuka 1.22). Kaxo je A2(Gi5) > 2 u \o(Gig) > 2 (JIema 1.12), oBa moryhHoct
OTIajA.

Cnuka 1.23

PasmoTpumo cana ciydaj Vi = (. V ckymy V3 mocTtoje mBa uBopa cTemeHa 2,
CyCe/IHa ca YBOPOBHUMA Usg U Uy. CBAKM OJ1 TOMEHYTHX UBOPOBA CYyCEIaH j€ U Ca Je[THUM
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0JT YBOPOBa cTemneHa 4 u3 V5 ¥ pu TOM OHU MOpajy OUTH CYCEIHM ca Pa3TUIUTUM
yBopoBuMa cterieHa 4 u3 V5. OBje ce MOTY pa3NUKOBATH JIBa MOACTyYaja (CIHUKa
1.23). V npBom nojacny4ajy nobujamo na rpad G canpxu rpad H (cnuka 1.23) xao
unaykoBanu noarpad. Kako je A\o(H) > 2 (Jlema 1.12), oBa MoryhHocT oTnaa.

VY npyroM nojacny4ajy ckym Vs caipKu joir camo YBOPOBE CTeMNeHa 3, ¥ TO HajMarbe
JIBa, & HAjBUIIIE YETUPHU TakBa uBopa. Kako je ny = 5, Ha ocHOBY jeaHakocTH (1.7),
3aKJbyuyjeMo aa je ny + ny = 10 u y ckymy Vj mocToje joIi iBa YBopa cTerneHa 1 uimm
2. 'V cTBapu, TO MOpajy OMTH YBOPOBU CTEMEHA 1, MOIITO je y CYMPOTHOM CIy4ajy
Sp4 # s3 (mod 3), mro je Hemoryhe. 360r Tora ckym V3 caapKu TauHO J(BA YBOpa
cTeneHa 3 u gobujamo rpad Gy; (cnmuka 1.23), Koju HUje HHTerpaiaH.

Cnuxka 1.24

(6) Crenenu uBOpoOBa U1, Uz, U3, U4 JEAHAKH CYy 4, 2, 3, 3, PECIEKTUBHO (CITUKA
1.24). Cama y V5 moctoju 4BOp cTeleHa 2 Cyce/laH ca YBOPOBUMA U1 U Ug. KMiMajyhnm
y Buny Tepheme 1.10, 3akbydyjemo 1a Mmopa 6uth |V < 1.

Hexka je najipe |V3!| = 1. Ha ocnoBy TBphema 1.9 u 1.10 cremu /12 je moMeHyTH
yBOp cTerneHa 4 u3 V3 cycenmaH ca 06a YBopa cTereHa 3 ¥ ca YBOpoM crerneHa 4 u3 Vs (y
TOM ciyuajy mooujamo rpad Gig (cmuka 1.24), 3a Koju je Ao > 2, ITO je HeMoryhe).

Pasmotpumo cana ciydaj V' = (). Cana, Ha ocHoBy TBphema 1.9, 3akbydyjemo
ma je 2 < |V < 3, ma mo6ujamo rpadose Gig u Gog (cuka 1.24), pecreKTHBHO.
Kako je A\2(G1g) > 2 u A\2(Gop) > 2, oBa MOryhHOCT OTIA1A.

41
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(B) CBUM YBOpOBH U1, Usg, Us, Uy Cy cTemieHa 3. Ha ocHoBy TBphema 1.10 cnenn na
ST
je V5 < 1.

Hexka je najmpe |V3'| = 1. Wmajyhu y Buny Tephema 1.9 u 1.10 3aksbyuyjemo
14 je UBOp cTemeHa 4 u3 V5 cyceaH ca cBa YeTUPH YBOpA cTemeHa 3 u3 Vs, ogakie
nmobujamo na je G rpad S5 ca cnuke 1.25. I'pad S je uHTErpaian rpad.

Cnuka 1.25

Heka je mame V3t = (). Cana je, Ha ocnoBy Tephema 1.9, [V3}| = 2. Kako je
ny = 3 10 je, mpema (1.7), ny + ny = 6 u [VP| = 2. Ckyn V, campxu caMo 4BOPOBE
crenena 3 M so4 7 s3 (mod 3), mro je Hemoryhe.

(A.2) Cana cy, npema ciaunu 1.21, YBOpOBH U U Ug CTENEHA 4 U 2, PECTIEKTUBHO,
JIOK YBOPOBH U3 M Uy MOTY OWTH cTeTieHa 4, 2 unu 3, 3, pecrieKTUBHO, Ta Pa3INKYjeMO
cneneha aBa moacmy4vaja (cnuke 1.26 u 1.27):

Cnuxka 1.26

(a) Heka cy uBopoBU u3 U u4 cTemneHa 4 u 2, peciekTuBHO. Ha ocHoBy TBphema
1.10, y ckyny V3 MOXe IMOCTOjaTH HajBUIIE jeIaH YBOP CTereHa 4.

Axo moctoju uBop cteneHa 4 y Vs, oH je cycemaH ca o0a uBopa crereHa 4 u3 Vs
(Tepheme 1.10) u ny = 6. IIpema (1.7) cnenu na je ny + ny = 12, a ckyn Vi cagpxku
Ta4YHO YeTHPH uBOpa cTernena 2. Ckym V) caapu TauHO ABa YBOpa CTerneHa 2 u rpad
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Goy

Cnuka 1.27

G je jenan ox rpadoBa Gy, Gao mmn Goz ca cnuke 1.26. Kako je 3a cBa Tpu rpada
A2 > 2 (Jlema 1.12), oBa moryhHoCT oTnaja.

Axo je V3! = 0, tama ckyn V3 caapiku TauHO 1Ba 3aBpIHA YBOpA CTereHa 2 U
HajMame J1Ba, a HajBUILIC YETUPH YBOpaA CTEreHa 3. Y OBOM ciyuajy je ny = 5, ma je
nq +ny = 10 (jennaxocr (1.7)). 300r Tora ckyn V) caapku TA4HO J[BA YBOPA CTETIEHA
1 v 2. Tu YBOpOBM MOpajy OUTH cTemneHa 1, jep y CyTpOTHOM CIlydajy je So4 7 S3
(mod 3), kouTpagukiuja. Crenu na je |V | = 2u G je rpad Gay ca ciuke 1.27. Kako
je A2(Gay) > 2, oBa MoryhHOCT OTHaIA.

Cnuxka 1.28
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(6) Heka cy uBopoBu ug 1 uy creneHa 3 (cnmuka 1.28). Ha ocHoBy TBphema 1.10
3aKJbyuyjeMo Ja CKyn V3 caip)Ku HajBHIIE jefaH YBOP CTereHa 4.

Axo ckym V3 caapiku uBOp cTereHa 4, Taj YBOp je CyceIaH ca YBOPOM cTereHa 4
3 V5 u ca 006a uBopa creneHa 3 u3z Vo (Tephema 1.9 u 1.10). Takobhe je ny = 5, ma
je n1 + no = 10 (jemuaxoct (1.7)). Ckym V5 campu TayHO JIBa YBOpa cTermeHa 1 u
TA4yHO JIBA YBOpA CTEIeHa 2, a cKyn V TauHO jeiaH YBOp CTereHa 2. Y OBOM Cllyuajy
G je rpad Gos ca ciuke 1.28. Kako je A2(Gas) > 2, oBa moryhHOCT oTraja.

Axo je V3t = 0, tana je ny = 4, na je ny + ny = 8 (jemnaxoct (1.7)). Ckyn V3
CaJIPKU TAYHO J[BA YBOPA CTEMEHA 2, a CKyII 1 TA4HO jeJaH 4Bop crerneHa 2. Y oBoM
cyuajy je 2 < |V3| < 3 u nobujamo rpadose Gos u Gy (camka 1.28), 3a koje je
A2 > 2. Jlakne, oBa MOTYhHOCT OTHaja.

(b)) O3Haunmo ca z apyru yBOp u3 Vo KOju je moMohy JBe TpaHe CIOjeH ca
ypoposuma u3 V) (ciuka 1.21). Tama je d(z) = 3 wmm d(z) = 4. Y 0b6a cayuaja
cky1 V3 capiku UBOP CTeTleHa 4 cycellaH YBOPY CTereHa 2, KOjU He UCIYHhaBa yCIIoBe
Tephemwa 1.10. 360r Tora je cinyuaj (b) Hemoryh.

(B) O3HaunmMo ca u U v TIpeocTaje YBopoBe U3 V> Koju cy moMohy jeqHe rpaHe
CIIOjeHH ca YBOpOBHMMA U3 Vi, a ca z u t uBopoBe U3 V5 Koju cy nmomohy jBe rpaHe
criojeHu ca yBopoBuma u3 Vi (cmuka 1.21). YBopoBH u U U Cy CTeNeHa 2, a YBOPOBH
zut crerena 3 (y cynpotaom, G uuje xapmonujcku rpad). Ckymn Vo cagpsku "cunrn”
YBOp CTeMeHa 2 cycelaH uyBOpy cTemeHa 4 u3 Vi, a He caJpu YBOpPOBE cTerneHa 4,
mTO je Ha ocHOBY TBphema 1.12 Hemoryhe.

5% O3HaunMo ca = U y YBOpoBe U3 V, KOJH Cy CYCeHH ca YBOPOBHMA CTEMEHA 2
u3 V1. OBm uBOpoOBH cy cTerneHa 2. Pasmukyjemo crnenehe nBe moryhHocTtH (cnmka
1.29):

2 2
T Uiuguzug us Y

Cnuka 1.29

(A) TauHo jemaH o1 YBOPOBA T U Y, HA MIPUMED T, CIIOjEH je TOMONy /IBe rpaHe ca
yBOpoBHuMa U3 V.
(b) O6a yBopa x u y crnojeHa cy momohy jeaHe rpaHe ca YBOpOBUMA U3 V).

PasmoTpumo moce6HO cBaky 0o/ HaBeJEHUX MOTYhHOCTH.
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Cnuxka 1.30

(A) O3nauumo, kao Ha ciuii 1.29, ca uy, ug, Us, Uy, Us IBOPOBE U3 V5 KOJU CY
nmoMohy jejHe rpaHe CIIOjeHr ca YBOpOBHMMa cTerneHa 4 u3 Vi, U mpu TOM Cy YBOPOBH
U1, Uy CIIOJEHHM Ca JeTHUM, & YBOPOBH U3, U4, Uz CA JPYTUM YBOPOM CTEIEHA 4 U HEKa
je d(us) = 2. Ha ocHoBy Tphema 1.12, y ckyny V, Mopa mocrojatu 6ap jeas 4Bop
CTerneHa 4, TIa MOTY Jia HacTyIe cienecha Tpu mojaciayyaja:

(A.1) Crerenu yBOpOBa U1, Usg, Us, Uy CY 3, 3, 4, 2, pecniekTuBHO (cmuka 1.30(a)).
Ckyn V3 caipXu TAYHO jelaH YBOP CTeNeHa 4 KOJU je OCUM ca YBOPOM Y U YBOPOM
crenieHa 4 u3 Vs, cycenaH u ca o6a uBopa crerneHa 3 u3 Vs (TBphema 1.9 u 1.10). Cama
je ng = 5, ma je mpema (1.7) ny + ny = 10 u nobujamo ma je G rpad Gog ca cimke
1.30(a). Kaxko je A\y(Gag) > 2, oBa MoryhHoOCT oTmaja.

(A.2) CrerteHu YBOpoOBa U1, Uz, Us, Ug €y 4, 2, 3, 3, pecriekTuBHO (cruka 1.30(0)).
3aksbyuyjyhu Ha KCTH HAYMH KAO y IPETXOAHOM CiIy4uajy nobujamo aa je G rpad Gag
(cuka 1.30(0)), 3a koju je A2 > 2, mTO je Hemoryhe.

(A.3) Crenenu yBOpOBaA U1, Ug, Us, Uy Cy 4, 2, 4, 2, pecniekTuBHO (cruka 1.30 (B)
u (1)). Cana y ckymy V3 (300t TBphema 1.10) mocToju TauHO jenaH 4BOp crerneHa 4
KOjH je cyceaH ca 06a yBopa crereHa 4 u3 Vs, ogakie nobujamo ma rpad G caapxu
Kao UHAyKoBaHU noarpad jeman ox rpadosa Gp wmu Gsp (cnmuka 1.30 (B) u (1)), 3a
Koje je Ao > 2, mTo je HeMoryhe.

(b) O3naunmo, xao Ha caunu 1.29, ca z yBop u3 V5 koju je momohy nBe rpane
crojen ca yoposuma u3 Vi. Cana je d(z) = 3wmm d(z) = 4. YV oba cayuaja ckym V3
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caJIp>KU YBOP CTereHa 4 Koju He ucnymana ycinose TBphema 1.10. 300t Tora je oBaj
ciydaj Hemoryh.

6° OzHaunMo ca = u y uBopoBe U3 V5 KOjH Cy CyCeJIHH ca YUBOPOBHMA CTEMeHa 2
u3 V1. OBu uBOpoBH cy cTeneHa 2 (cnuka 1.31). O3Haunmo narbe, kao Ha ciaunum 1.31,
ca 2, Uy, U, OOHOCHO t, U3, Uy YBOPOBE U3 Vo KOJU CY CYCEHH Ca MPBUM, OJTHOCHO
JIPYTUM YBOPOM cTerieHa 4 u3 V.

26 2
T zuiuzt usu4a Y

Cnuka 1.31

360r ycrnoBa XapMOHMYHOCTH 3a YBOPOBE cTenena 4 u3 V) Mmopa GUTH, Ha TIpUMED,
d(z) = d(t) = 2. Ha ocnoBy Tphewa 1.12 cremu ga 6ap jemad o 4yBOpoBa
Uy, Uz, Uz, Uy MOPA OUTH CTeNeHA 4, TTa 3aK/bYUyjEMO JIa CTETIEHH YUBOPOBA U1, Us, Ug,
U4 MOTY OMTH PECIIEKTUBHO 3, 3,4, 2 unu 4, 2, 3, 3unu 4, 2, 4, 2. 360r CUMETPUYHOCTH
anammsupamo cieznehe ase moryhnoctu:

Cnuka 1.32

TEMeHU YBOPOBA Up, Ug, U3, Us C ecriekTuBHO. CBaku off
A) C , U, Us, 3, 3, 4, 2, C
YBOPOBA 2, t U Uy CYCEJIaH j€ ca IO jeIHUM YBOPOM CTemneHa 2 u3 ckyna Vs, a og oBa
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TPU YBOpa cTerneHa 2 0ap jedaH je CycedaH ca YBOpoM crerneHa 4 u3 Vj, mTo je Ha
ocHoBy [lTocnemunie 1.3 Hemoryhe.

(b) Crenenn uBOpoOBa Ui, Usg, Uz, Uy ¢y 4, 2, 4, 2, pecnextuBHO (cruka 1.32).
HWmajyhu y Buny Tepheme 1.10, 3akibydyjemMo aa y ckymy Vs MoCToju TayHO jemaH
YBOp CTereHa 4, KOju Mopa OMTH cycelaH ca o0a 4yBopa T W y U Takohe ca oba
yBopa crereHa 4 u3 V5. Ckyn V3 canpxu Takohe TauHO yeTUpu YBOpa CTEreHa 2
KOJjH Cy CIIOjeH! IpaHaMa ca YBOpOBHMMa CTerneHa 4 u3 Vo Ha TpH pa3InyuTa HauMHa.
Ho6ujamo rpadose Gzz — G34 ca cimke 1.32, 3a koje je Ao > 2, mTo je Hemoryhe.

OBuwMm je y mornynoctu ucniutat [lojacnyyaj 4.1.

IMoacayuaj4.2 Heka y rpady G moctoju uBOp 7 CTENeHa 4 Unju Cy CyCe/ 11 YBOPOBU
crenena 4, 3, 3, 2 ¥ Ipu TOM HE TTOCTOJU YBOP CTETMEHA 4 UMjU Cy CYCEIU YBOPOBU
crerieHa 4, 4, 2, 2.

19 Osznaummo ca x uBop u3 Vs, Koju je crojen rpanaMa ca 6ap Tpu usopa u3 V.
3060r yciaoBa XapMOHUYHOCTH YBOP 2 je CyCellaH ca TAYHO TPU YBOpa CKyma Vi U TO
crenena 3, 3udud(x) = 4. MeljytumM, caja y ckymy V; OCTOjU UBOp cTeneHa 4, uuju
Cy Cycer YBOPOBH cTereHa 4, 4, 2, 2 (cnmuka 1.33), mTo je cympoTHO MPETIOCTABIIH.

4
2 74
49 2 02
Cnuxka 1.33

29 Cana no6ujamo 1a je G rpad Gss (cmmka 1.34), koju HHje MHTerpanaH rpad.

Cnuka 1.34

3% Upoposu ckymna V5 cy 360T yc1oBa XapMOHHYHOCTH TauHO ofipeleHor cTenexa,
TAKO J1a pa3MKyjeMO YeTUPH MOJICIydaja MpuKa3aHa Ha ciuuu 1.35:

(A) Ha ocnoBy Tsphema 1.10 je V3! = 0. Iakne, ny = 2, ma je ny +ny = 4
(jemuakoct (1.7)). 360r Tora ckym V3 caip)u Ta4HO jemaH uBop crereHa 2. Ckyn Vi
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(B) 4
2@4
2 3 2 ¥343
(I) 4
QY%LL
2 2 3 832

(A) 4
(1
96—"9 3 433
(B) 4
ik
29 9 ¥3

Cnuxka 1.35

CaJIpXKH U TAYHO jeJaH YBOP CTEIeHa 3, jep Y CyMPOTHOM cIy4ajy cKym V3 caapiku
"CHHTTT TPOjKY" cycemHy 4YBOpPY cTermeHa 3 u3 Vs, mTo je Ha ocHOBY TBphema 1.9
Hemoryhe (cmuka 1.36 (a)). Hob6ujamo nma je jemuHu Moryhu rpad y oBoM ciyuajy
rpad G (cnuka 1.36 (a)), KOju HUje HHTETrpasIaH.

Cnuka 1.36

(B) Ha ocnoBy Tephema 1.10 je V3! = 0, ma je ny = 2 u ny + ny = 4 (jen-
Hakoct (1.7)). Ckyn V5 caapku TauHO jemaH uBop crereHa 2 (ciauka 1.36 (0)) u 6ap
jemHy "CHHIT TpOjKy" Be3aHy 3a 4BOp cTemneHa 3 u3 Vs, mro je, mpema Tephemy 1.9,
Hemoryhe.

Moryhnoctu (B) u (I') otnanajy, jep ckyn V5 canpku "cHHIT ABOjKe", & He caapiKu
yBop ctenieHa 4 (TBpheme 1.12).

4° Opnie pasnukyjemo caenehux et noacayyajeBa, MIpUKa3aHuX Ha cauny 1.37:
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Cnuxka 1.37

(A) O3naunmo ca 2z uBop u3 V5 koju je momohy JBe rpaHe MoBe3aH ca YBOPOBUMA
crenena 3 u3 Vi (cimka 1.37). Cana je d(z) = 2 wm d(2) = 3 wmm d(z) = 4, na
nmamo creaehe moryhnoctu:

(a) 4 (6) 4 (8) 4
2% 2% 2%
2030 20 33z 2020 3 d3i3 91l 4 4 d33

Cnuxka 1.38

(a) d(z) = 2 (cnuka 1.38(a)). Ha ocnosy Tephema 1.10 je | V3| < 11 cBu uBoposu
u3 V5 xoju cy momohy jerHe TpaHe CrojeHu ca YBopoBuMa u3 V; ¢y crerneHa 3.

Axo je |V5'| = 1, tana je uBop crenena 4 u3 V3 cycenaH ca cBa YeTHPHU UBOpa
crerteHa 3 u3z Vo (Tephema 1.9 u 1.10), u G je rpad Sg (cmuka 1.39) xoju jecte
MHTETpajaH rpad.

Cnuka 1.39
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Axo je V3 = ), Tana je ny = 2, omaxie je nq + ny = 4 (jennakocr (1.7)). 360r
TOra CKyIT V3 capXu TauHO jemaH 4Bop cTerneHa 2 (cnmuka 1.40(a)). VY ckymy Vs U V)
MOTY TIOCTOjaTH jOIII caMO YBOPOBH cTemneHa 3. Kako u3 uBopoBa creneHa 3 ckymna V,
BOJIM JOIII YKYITHO 6 rpaHa Ka YBOpoBHUMA U3 V3, a M3 CBAKOT 4BOpa cTerneHa 3 u3 Vs
BoJIe Gap aBe rpaHe ka usoposuma u3 Va (Tepheme 1.9), To je |V = 2 wmm |V33| = 3.
VY npBowm ciyuajy mobujamo na je G rpad Sy (cmuka 1.40(a)) koju jecte nHTErpajgaH
rpad. Y npyrom ciydajy mobujamo nBa rpada Gsr u Gss (cauka 1.40), 3a koje je
A2 > 2 (Jlema 1.12), mTo je Hemoryhe.

Cnuxka 1.40

(6) d(2) = 3 (cnuka 1.38(6)). Cama y ckymy Vs mocroju "cunrn" uBop cremneHa 2
cycelaH uBopy crereHa 3 u3 Vi, a npu Tom y ckyny V5> He MOCTOjU YBOP CTerneHa 4,
mTo je HeMoryhe mpema Tephemy 1.12(0).

(8) d(z) = 4 (cnuxa 1.38(8)). ITpema Tephemy 1.10, cana je | V3| < 1.

Axo je |V3!| = 1, Tana je uBop crenena 4 u3 V3 cycenaH ca cBa TPH UBOpa CKyHa
V; crenena > 3 (Tephewa 1.9 u 1.10). ¥ oBom ciiyuajy je ny = 4, maje ny +ny = 8
(jemnaxocr (1.7)). Jo6ujamo rpad Sy (ciavka 1.41), Koju jecTe MHTErpaiaH.
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Cnuka 1.41

3a V3! = (), mo6ujamo ny = 3 u ny + ny = 6 (jemnakoct (1.7)). Umajyhu y Buzy
Tepheme 1.9 3akmydyjemo ma je 2 < V| < 3. Axko je |V} = 2, tanma je G rpad
uzomopdan rpady Se (cmuka 1.39), koju jecte unterpanan. Axo je |[V3| = 3, Tana je
G rpad G3g (ciuka 1.41), xox kora je Ay > 2, miTo je Hemoryhe.

(b) 360r ycnoBa XapMOHMYHOCTU YBOPOBU T U Y MOTY OUTH cTerneHa 2, 3 wnu 1, 4,
PECTIIEKTUBHO, & OCTAJIM YBOPOBH Cy MOTHYyHO oapehenor crenena (ciauka 1.37). 360r
Tora umamo crenehe nse moryhnocrtu (cnuka 1.42):

Cnuxka 1.42

(a) d(z) = 2, d(y) = 3. Osa moryhnoct otnana, jep ckyn Vs campxku "cuuri"
YBOp CTeTeHa 2, a He caJpku uBopoBe cterneHa 4 (TBpheme 1.12).

(6) d(z) =1, d(y) = 4. Y oBom cnyuajy je |V5!| < 1 (Tspheme 1.10).

Axoje|V3l| =1, tanajeny = 4un; +ny = 8. Jlobujamo rpad G (ciuka 1.43),
3a KOjH je Ay > 2, mTo je HeMmoryhe.

Axo je V34 = (), Tama je ng = 3uny + ny = 6. Jobujamo 1a je rpap G4 C G
(cmuka 1.43). Kaxo je A2(Gy41) > 2, oBa MoryhHOCT OTHaa.

VY cnyuajeuma (B), (I') u (/1) 360r ycmoBa XapMOHHYHOCTH CBH YBOPOBHU CY
noTiyHo onpeheHor creneHa (cmuka 1.37). 'V cBa Tpu ciydaja y ckymy Vo mocToju
"cuHrn" 4BOp CTEMEHa 2, a He MOCTOjU YBOP CTerneHa 4, 1To je HeMoryhe Ha OCHOBY
Tephemwa 1.12, ma oBe MmoryhHOCTH OTIamajy.
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Cnuka 1.43

5% Cana pasnukyjeMo cieneha Tpu noacnydaja (ciuka 1.44):

(o) 4 (B
2 3 03 2

a b c d

Cnuka 1.44

(A) O3naunmo, xao Ha ciouim 1.44, ca a, b, ¢, d uBopoBe u3 V5 koju cy momohy
jeaHe TpaHe CMOjeHH ca YBOPOBUMA CTemneHa 3 u3 Vi, U Ipu TOM Cy YBOPOBHU G M b
CYCEJTHH ca JeTHUM, a YBOPOBH € U d ca IPYTHMM YBOPOM cTereHa 3. UBoposu a, b, c,
d MOTy peclieKTUBHO OUTH cTemieHa 3, 2, 3, 2w 3, 2,4, 1lwm 4, 1, 3, 2um 4, 1, 4,
1, ma 3060r cuMeTpUYHOCTH UMaMo cienehe Tpu MoryhHOCTH:

(a) UBopoBwu a, b, ¢, d cy cTenena 3, 2, 3, 2, pecriekTuBHO. OBa MOTYRHOCT OTIajIa,

jep ckyn Vo canpyxu "cHHI 1Bojke" b U d, a He caJipku yBopoBe cTeneHa 4 (TBpheme
1.12).

(6) UBopoBu a, b, ¢, d cy crenena 3, 2, 4, 1, peciektuBHo. [Ipema Tephemy 1.10
je Vsl < L

Hexka je najmpe |V5!| = 1. UBop cTenena 4 u3 V3 Mopa 6UTH cycelaH ca YBOPOM
crenena 4 u3 V5 u ca 6ap jeqHUM 4BOpoM crereHa 3 u3 Vs, WM ca cBa TpH 4BOpaA
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creniera 3 u3 Vs (Tepheme 1.10). ¥V npBom cryuajy je Gy C G, a 'y Apyrom ciaydajy
je G4z C G (cmuka 1.45). Y oba ciiyuaja je Ao > 2 (JIema 1.12), mito je HeMoryhe.

Cnuka 1.45

Axoje V3! = 0 Tamaje ny = 3un, +ny = 6 (jennaxocr (1.7)). 360r Tora y cBakom
on ckymoBa Vs 1V ocToju TauHO 1O jemaH uBop crereHa 2 (ciauka 1.45(%)), a cBu
npeoctanu uBopoBu y Vi U V) cy crenena 3. Mebyrtum, cana je s24 # s3 (mod 3),
rma oBa MoryhHocT oTmasa.

(B) UBopoBu a, b, ¢, d cy creniena 4, 1, 4, 1, pecrieKTUBHO.

2° Gu

Cnuka 1.46

Axo je V' # 0, Tama ckyn V3! canpxu Hajsume nBa usopa crenena 4 (Tpheme
1.10) u Baxu na je Gy C G uwm G5 C G (cnuka 1.46). Kako je Ao(Gyy) > 2 1
A2(Gy5) > 2, oBa MoryhHOCT OTHamA.

Axo je V3! = 0, tama je ny = 4 uny + ny = 8 (jemnaxoct (1.7)). Kako ckyn
Vi U Vo U V3 caapku TauHO TIeT uBOopoBa crereHa 1 wmm 2 (cnuka 1.47(%)), cnenu na
ckyrt V; caipiku TauHO Tpu yBopa creneHa | uau 2. 'pad G je xapMOHUJCKU CaMO aKo
ckyn Vj canpu TayHO JIBa YBOpa CTerneHa | U jexaH yBop crerneHa 2 (y CympoOTHOM
ciyuajy je se4 # s3 (mod 3), mro je Hemoryhe). Cana no6ujamo na je G rpad G
(cuka 1.47). Kako je A\a(Gag) > 2 (JIema 1.12), oBa MoryhHoCT oTmaja.
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Cnuxka 1.47

(b) Ckyn V5 canpxu "cunrn" uBop crerneHa 2 cycenad yBopy crenena 4 uz V5. Ha
ocHoBY TBphema 1.12 ckyn V5 caapku u uBop creneHa 4. To MOe OUTH jeIUHO YBOP
¥ KOJH je ca TayHO JBE€ TpaHe MoBe3aH ca uBopoBuMa u3 V). 300T XapMOHUYHOCTH,
CBU YBOPOBHM cKyma V5 cy motmyHo onpeheHor crenena (ciauka 1.48(a)). M3 uctux
pasnora ckym V3 caJipu YBOp cTerneHa 4, a Ha ocHOBY TBphema 1.10 moctoju TauHO
jeman uBop cremneHa 4 y V5. Jlakme, ny = 4 uny + ny = 8. Cana nobujamo na je G
rpad G47 (cnuka 1.48(a)), koju HUje UHTErpanan rpad.

Cnuxka 1.48

(B) 3akspyuyjyhu Ha victu HaunH Kao y (B), m1oo6ujamo na je G rpad Gag (cnuka
1.48(0)), koju HUje UHTErpaaH.

6° Osnauumo ca a, b, ¢, d uBopose u3 V, koju cy momohy jeaHe rpaHe CHOjeHH
ca YBOpOBUMA CTereHa 3 u3 V), U Mpu TOM CY YUBOPOBHU a U b cyceHU ca jeqHuM, a
YBOPOBM ¢ U d ca ApyruM uBopom crerneHa 3 (ciauka 1.49). Kako y ckyny V5 moctoju
"cuHTT" YBOP CTeIeHa 2 e a 6ap jetad oJ1 YBOpoBa a, b, ¢, d Mopa OUTH CTelleHa
4 (Tepheme 1.12). 3akibydyjeMo Ja YBOPOBH a, b, ¢, d MOTY PeCHeKTUBHO OHMTH
creneHa (u3y3umajyhu npu TOM CUMETPUYHE CITyuajeBe):

(A)4,1,3,2
(B)4,1,4,1
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4
2 3 3 4
2 o boed 2€3f3
Crnuka 1.49

PasmoTpumo nmoce6HO oBe MOTYhHOCTH.

(A) O3nauumo ca e u f uBOpoOBe creneHa 3 u3 Vo KOjU Cy CyCeIHU Ca YBOPOM
crerieHa 4 u3 Vi (cmuka 1.49). Kako y ckymy Vs moctoju uyBop crenena 2 (cycemaH ca
yBOpOM crerneHa 2 u3 V) To 300T ycioBa XapMOHUYHOCTH 33 OBaj YBOP, Y CKymy Vs
Mopa IOCTOjaTh YBOp T cTereHa 4. OBo je jequHu 4Bop creneHa 4 u3 Vs (TBpheme
1.10). YBop x, ocuM ca YBOpPOM cCTelleHa 2 U YBOpOM a cTemeHa 4 u3 Vs, Mopa
outu (mpema TBphemy 1.10) cycenan u ca cmenehum uBopouma u3 Vs (M3yzumajyhu

CUMETPHUYHE CTyuajeBe):

(Ay) c
(As) e
(Ag) ¢, e
(Ad) e, f

AHanu3upajMo OBE CIIydajeBe.

Cnuxka 1.50
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(A1) Camajeny = 4ung+ny = 8 (jemnaxocr (1.7)). IMpema cvnu 1.50(*), cnenu
na ckym Vi U V) Moe caapxkaTu (OCUM IMPHKAa3aHUX) JOII caMO YBOPOBE CTeIeHa 3.
MebyTtim, caza je s 4 # s3 (mod 3), ma oBa MoryhHocT oTnasna.

(As) ¥V oBoMm ciyuajy nobujamo rpad G (cmuka 1.50), 3a koju je Ay > 2, ma u
oBa MoryhHOCT oTmaja.

(A3) Y oBoM cayuajy G je rpad Gso (cmuka 1.50) Koju HMje HHTerpaiaH, LITO je
Hemoryhe.

(A4) 360r ycnoBa XapMOHMYHOCTH 34 UBOP ¢ CTeneHa 3 u3 Vs, y cKyIy V3 moctoju
Oap jemHa "CHHTII Tpojka" Be3aHa 3a 4BOD ¢, mTo je HemMoryhe (TBpheme 1.9), ma u
oBa MOTYhHOCT oTrnaja.

(B) Umajyhu y Bumy Tepheme 1.10, 3axmbyuyjemo ma je 1 < |V3H < 2.

Axoje |V3!| = 1, Tana je (mpema Tephemy 1.10) oBaj uop cTenena 4 u3 V3 cycenan
ca Ta4HO jeTHUM YBOPOM cTereHa 4 u3 V5 U ca jeTHUM WK ca 00a YBOpa CcTemneHa 3
u3 Vs, ¥V 00a cayuaja je ngy = 5 u ng + ne = 10 (jennaxocr (1.7)). Ckyn V3 caapxku
TauyHO TPU YBOpa cTeneHa | uimu 2, a ckyn V), TauHo 1Ba yBOpa crenena 1 wmum 2. Kako
Cy CBU YBOpOBU ctenieHa 2 u3 V) 3aBpiHu uBopoBu (TBpheme 1.7) 3akibydyjemo 1a
je rpap G5 C G (cnuka 1.51). Kaxo je A2(Gs1) > 2 (Jlema 1.12), oBa MoryhHoct
OTIajA.

Cnuxka 1.51

Hexka je caza |V3!| = 2.

UsopoBu crerneHa 4 u3 V3 CIOjeHH Cy IpaHama ca YBOPOBHMMA CKyma Vo Ha
JEMMHCTBEH HAYWH MpHuKaszaH Ha crumu 1.52(*). 30or ycmoBa XapMOHHYHOCTH j€
1 < |V < 2. Axoje |V3| = 2, tana ckyn V} canpku 9Bop cTemeHa 3 KOjH He
3a70BoJbaBa ycnose TBphema 1.6, na je oBaj ciyuyaj Hemoryh. Axo je, mak, |V = 1,
nobujamo na je G rpad Gss ca ciuke 1.52, Koju HHMje MHTErpajIaH.
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Cnuxka 1.52

OBuwm je y nornynoctu ucniutat [lojaciyyaj 4.2.

IMoacayuaj 4.3 Heka y rpady G mocToju uBOp 7 CTeNeHa 4 Unju Cy Cyce I YBOPOBU
cTemeHa 3, 3, 3, 3 U IIpU TOM He ITOCTOJU YBOP CTelleHa 4 UHjU Cy CYCeh YBOPOBH
crenieHa 4, 4, 2, 2 i 4YBopoBH cTeneHa 4, 3, 3, 2.

PasmoTpuMo caga moce6HO cBaku o1 6 Moryhux ciygajepa (1° — 6Y).

1° Pasnuxyjemo crnenehe nBe MoryhHocTH:
(a)k4:1, ngO

4
3 3
1 14 1 1
Sy
Cnuxka 1.53

VY oBoM cnyuajy nobujamo aa je G rpad Sy ca cimke 1.53, Koju jecTe MHTeTrpajaH
rpad.
©0)ky=0,k3=1

O3HaunMo, kao Ha ciui| 1.54, ca x uBop u3 V5, Koju je moMohy Tpu rpaHe CIOjeH ca
uyBoposuma u3 V). Tana crernen d(x) uBopa x Moxe OutH 3 win 4.

Hexka je najnipe d(x) = 3. Tama mpema (1.21) Baxu na je ki + 2ky = 5, omakie
MPOM3UITA3E TPH MOACITyYaja:

(Z)k2207k1:5
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T

Cnuka 1.54

(ZZ) k‘g - 1, kl = 3
(i91) ko = 2, ky = 1

PazMoTpuMo uX mojequHaYHO.

Cnuxka 1.55

(1) Umajyhu y By xapMonuuHocT rpada G u TBpheme 1.12 3akibyuyjemo 1a cy
YBOPOBH cKyma V5 TauHo oxpeheHor cremeHa (cnuka 1.55 (a)). Jdob6ujamo na je G
rpad Gs3 (cnuka 1.55) 3a koju je Ao > 2 (JIema 1.12), mrTo je Hemoryhe.

(77) O3HauMMO ca u, v, W YBOPOBE CTeMeHa 3 u3 V) KOjU Cy CYCEIHH ca YBOPOM
x u3 Vs, a ca t mpeocranu uBop crerneHa 3 u3 Vi (ciauka 1.55 (6) u 1.55 (B)). Kako
je ke = 1, To y V5 mocToju TauHO jemaH YBOP KOjU je CycelaH WM ca JIBa 4yBOpa
u3 ckyna {u,v,w} WM ca jeqHUM YBOPOM U3 OBOT CKyNa W YBOPOM t. VY mpBOM
cnydajy nobujamo (umajyhu y Buny TBphemwe 1.12) na je G rpad Gsy (cmuka 1.55
(6)). Mehytum, y rpady G54, cynpotHo Tephewmy 1.11 mocToju map uBopoBa U3
ckymna Vj xoju umajy 1Ba 3ajeIHMUKa cycena y ckymy Vs, ma oBa moryhHOCT oTmaja.
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VY npyrom ciyudajy (cmuka 1.55 (B)) ckym Vo canpxku "cuHTIT" 4BOp CTemeHa 2, a He
caJIpKH YBOPOBE cTereHa 4, mTo je Hemoryhe nmpema Tephemy 1.12.

Cnuka 1.56

(737) IomTo je ko = 2, y ckymy V5 TOCTOje IBa YBOpaA KOJH CYy ca IO JBE IpaHe
crojeHu ca yBopoBuMa 3 V. Kopucrehn o3Hake u3 MpeTXOIHOT ciydaja u Bojehu
pauyHa O CUMETPUYHUM CJIyuyajeBUMa, 3aKJby4yjeMO 1A j€ jeIaH O OBUX YBOPOBA
CycemaH, Ha TIpUMep, ca YBOPOBUMA U U ¥, a APYrU ca yopoBuMa w u ¢ (crmka 1.56
(a)), unu je jenaH cyceiaH ca YBOPOBUMA v M t, a IPYTH ca YBOPOBUMA w U t (CIHKaA
1.56 (6)). Y mpBoMm ciyuajy mobujamo rpad Koju y ckymy Vs caapku "CHHTIT Tpojke"
WK ""CUHTJ 4eTBOPKY' Be3aHe 3a 4BOp cTeneHa 3 u3 Vs, cynmpotHo Tephewmuma 1.9 u
1.10, a y npyrom ciyuajy 3a 4BOp ¢ HHje 3aJI0BOJHEH YCIOB XapMOHUYHOCTH, Ma 00e
MoryhHOCTH OTrHaaajy.

Cnuxka 1.57

Heka je cana d(z) = 4. Heka je ca t o3nauen (cnuka 1.57) jequnu 4Bop creneHa
3 u3 V| koju HHUje cycemaH ca YBOPOM x. 300T yCclIoBa XapMOHMYHOCTH 34 YBOPOBE
cteneHa 3 u3 V) KOjU Cy CyCeTHH ca YBOPOM T MOXe OUTH jemuHO ko = 0, ky = 5.
AKO ¢y ca u U v O3HAYeHH CyCced YBopa t y cKymy V5, Tajla CTelleH OBUX YBOPOBA
Moxe outH 4, 1 unmu 3, 2 pecrieKTUBHO.

Heka cy Hajripe 4BopoBH u U v cTeneHa 4 1 1, peciektuBHO. Ha ocHoBY TBphema
1.10 u unmenure na rpad G He caap:KH UBOp CTeleHa 4 UMjU CYy CyceOu YBOPOBH
crenena 4, 4, 2, 2 unu 4, 3, 3, 2 cnenu 1a je V' = () u ckyn Va caapku caMmo 4BOpOBe
crerieHa 3. Tana je ny = 3 u ny + ny = 6 (jemnakocr (1.7)). Ckym Vj caapxu nBa
YBOpa CTEIeHa 2, WIH jellaH YBOP CTeleHa 2 U jeJaH 4Bop cremeHa 1. Mehytum, y
00a ciydaja je so4 # S3 (mod 3), KOHTpaUKIHja.

Heka cy nase yBOpoBHM u U v cTemeHa 3 U 2, pecnekTuBHO. Kaxo ckym Vi He
canpxu yBopoBe ctenieHa 4 (TBpheme 1.10), To je yBOp u cycemaH ca JBa 4BOpa
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cTereHa 3 u3 ckymna V3 oJ1 kojux je 6ap jemaH "CHHTI" YBOP, MITO je KOHTPaIUKIIN]ja
ca Tphemem 1.9.

Cnuxka 1.58

29 TTomro ckyn V3 He caipku "CHHII TpojKe" cycelHe ca YBOPOM CTereHa 2 UK
yBopoM ctenieHa 3 u3 V5 (TBpheme 1.9), jennHe MoryhHOCTH 3a pacropes YBOopoBa y
ckyny Vo U V3 mpukasane cy Ha ciunm 1.58. Mehytum, cana y ckymy V) mocToju 4Bop
cTemneHa 3 3a KOjU HHUCY UCITYHeHU yCIoBU TBphema 1.6, KOHTpaguKIuja.

(A) 4 (B) 4
3 3 3 3
T Uz v T Y A
(B) 4
3 3 3
T Yy ooz U v
Cnuxka 1.59

3% Cana pasnukyjeMo TpH MoJcIydaja, IpUKa3aHa Ha cauny 1.59, y 3aBUCHOCTH
O]l pacrope/ia YBOpOBa Koju cy omohy JBe TpaHe CIIOjeHH ca YBOpoBUMa U3 V.
Hexka cy oBu YBOpOBM O3HAUEHU ca T, Y, 2.

(A) He ymamyjyhu ommroct MoxeMo y3eTh 1a je d(x) = 3, d(y) = 2. O3Haunmo
ca ¥ ¥ v 4BOpOBe U3 V5 Koju cy moMohy jeJiHe rpaHe CIIOjeHU ca YBOPOBMMA U3 V).
Crerien d(z) uBopa z Moxe OutH 2 wiu 3 uiu 4.

Heka je Hajnpe d(z) = 4. V oBoMm ciydajy je V' = () u Ha ocHoBy TBphema 1.9
cnenu na je |V | = 2. Kako je ny = 2, To je, Ha ocHOBY jeqHakoctu (1.7), ny +ny = 4.
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MehyTtim, oBie je S24 # s3 (mod 3), mro je Hemoryhe.

Heka je d(z) = 3. Caza cy uBopoBu u u v u3 V, cTeneHa 2 u mpu ToM cKym Vo, He
caJIpXKu YBOPOBE CTeTeHa 4, TO je KOHTpaaukimja ca Tephemem 1.12.

Heka je d(z) = 2. Osue je V3' = 0 (Tepheme 1.10). Kaxko je ny = 1 T0 je,
mpema (1.7), ny + ne = 2, ma ckym V3 U V; MOXe J1a caipu caMmo YBOPOBE CTETIEHA
3. Mebhytum, oBJie je S2.4 # s3 (mod 3), mro je Hemoryhie.

(b) Heka cy omet ca © 1 v 03Ha4YeHU YBOPOBH U3 V5 KOjU ¢y TOMOohy jelTHe TpaHe
crojeHu ca yBopoBuMa u3 V;. CTeneHr YBOpOBA T U Y MOTY OMTU PECIIEKTUBHO 3, 2
wia 2, 3. 'V npBoM ciydajy 1o0ujamo KoHTpaaukimjy ca Tephemem 1.12, jep ¢y u u
v cTeneHa 2, a CKym Vo He caJipKu UBOPOBE cTerneHa 4. AHAJIOTHO Kao y ciaydajy (A)
(3a d(z) = 2), 3akJbyuyjemMo J1a je apyru cnydaj Takohe nemoryh.

(B) OBa moryhnoct Takohe ornaja, jep 3a 6ap jeaH o UBOpPOBA CTEMeHa 3 U3
ckyna V| HuUje 3aJJ0BOJbEH YCIIOB XapMOHUYHOCTH.

4° OBpie pas3naMKyjeMo TpH MOACIyYaja MpuKa3aHa Ha cauiy 1.60.

Cnuxka 1.60

(A) Heka cy ca z, y, u 1 v 03Ha4YE€HU YBOPOBH U3 V5 KOjH Cy MOMOhY jeTHe rpaHe
TOBe3aHM ca YBOopoBUMa cTemeHa 3 u3 Vi (ciamka 1.60). UBopoBu x, y (0THOCHO
U, V) MOTY, PECNeKTUBHO, Outu crenena 4, 1 wm 1, 4 wim 3, 2 wnm 2, 3, ma 300r
CUMETPUIHOCTH UMaMo clieaiehe Tpu MoryhHoCTH:

(A1) UBoposu z, y, u, v Cy, PECIIEKTUBHO, cTenena 4, 1, 4, 1.

Ha ocrnoBy Tephema 1.10 u unmenutie na rpad G He caapu YBOP CTereHa 4 yuju
Cy cycemu 4BOpoBH cTeneHa 4, 4, 2, 2 unu 4, 3, 3, 2 cnequ na je Vit = (0 u ckyn V3
cajJipXu caMo YBOpoBe crerneHa 3. Y oBom ciyuajy je rpad Gs; C G (cnuka 1.61) u
py ToM je A2(Gss) > 2 (JIema 1.12), mto je Hemoryhe.

(As) UBopoBu z, Y, u, U Cy, PECTIEKTUBHO, cTerneHa 4, 1, 3, 2.
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Cnuxka 1.61

Osje je, ananorso ciyuajy (A1), Vit = 0. dakne, ny = 2 un; + ny = 4. Usop v
crerneHa 2 u3 V5 cycesiaH je joI ca YBOPOM CTereHa 3 y cKyiy V3, a oBaj UBOp CTereHa
3 Mopa OUTH cycenaH ca yBopoM z crerieHa 4 u3 V,. M3 ycrmoBa XapMOHUYHOCTH 3a
YBOD &, CIIEIM JIa je OH CyceaH ca jOIII Ba YBOpa cTereHa 3 y cKymy V3, Koju Mopajy
MMaTH 3ajeTHIYKOT cycena cTerneHa 2 y ckyma Vy (306or ny + ny = 4). lobujamo aa
je rpad G5 C G (cnuka 1.61). Kaxo je A2(Gss) > 2 (Jlema 1.12), oBa moryhHoct
oTnajaa.

Cnuka 1.62

(A3) Usoposu z, y, u, v Cy, PECTIEKTUBHO, CTeTeHa 3, 2, 3, 2.

OBa moryhHocT Takohe otnaza Ha ocHOBY TBphema 1.12, jep y ckymy V5 mocroje
"cuHTT" YBOPOBM Y U ¥ CTEIIEHA 2, a TIPH TOM y V5 He TIOCTOjH YBOP CTerneHa 4.

(b) O3HaunMo ca u U v YBOpoBe U3 V5 KOju cy mMoMohy jemHe TpaHe CIIOjeHU
ca 3ajeqHUYKUM yBopoM crernieHa 3 u3 V) (cnuka 1.60). Kaxo y ckymy V5 mocroju
"cunrn" yBop crenena 2, To mpema TBphemy 1.12, ctenenn uBopoBa © U v MOPajy
OUTH, pECTIEKTUBHO, 4 1 1. 3ak/bydyjyhin Ha MCTH HAYMH Kao y cinydajy (As), mo6rjamo
na je rpad Gs; C G (cnuka 1.62). Kako je A\2(Gs7) > 2 m oBa MoryhHOCT oTHaa.

(B) O3Haunmo ca x u y uBopoBe U3 V5 KOju cy moMohy JBe TpaHe MOBE3aHU
ca yBopoBuMa u3 Vi, a ca u, v, w, t yBopoBe u3 V5 koju cy momohy jenHe rpaHe
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nmoBe3aHu ca yBoposumMa u3 V; (cmuka 1.60). CTemeH CBaKOT OJT YBOPOBA T U Y MOXKE
outu 2, 3 i 4, ogakiie mpousmuiase cienehe moryhHoctr (M30eraBajyhu cuMeTpudHe
clTyJajeBe):

(By) d(z) = d(y) = 4. Osne je V3! = () u ckyn V3 caapiku camo 4BOpOBe CTeNeHa
3. Ilpu ToMm, ckym V3 He cajpxu "CHHIT" YBOpPOBE CTEMeHa 3 CyceaHe ca YBOPOM
crenieHa 4 u3 V5 (y IpoTHBHOM, 300T yCII0Ba XapMOHUYHOCTH 3a OBY "CHHIJ TPOjKY",
CYCeJIHY, Ha IPUMED, UBOPY L, y CKYITy V, MOCTOjU YBOP P CTEINeHa 2 ¥ YBOP ¢ CTETICHA
3 cycennu ca moMeHyToM ""cuHTII Tpojkom". Omasme, mpema Tephewy 1.7, cnenm na 'y
cKymy V5 IIOCTOjU YBOp 7 CTelleHa 3 cyceaH YBopy p (ciauka 1.63). UBop r Mopa OuTH
CyceJlaH ca jeJHUM YBOPOM cTerneHa 3 u3 ckymna Vj, mTo je Ha ocHoBY [locnenuna 1.3
u 1.4 Hemoryhe). 3akipyuyjeMo J1a je CBaKU YBOp cTeleHa 3 U3 ckyma V3 cycemaH ca
TauHo JBa YBOpa cTeneHa 4 u3 Vs, 1j. |V3| = 2. dobujamo na je G rpad Gsg, ca
ciuke 1.63, KOju HUje UHTETpAJIaH.

Cnuka 1.63

(By) d(z) = 4, d(y) = 3. Y oBoMm ciayuajy je, Takohe, V3! = 0, majens, = 2 m
ny+ny = 4. Kaxo ckyn V5 cajpxu TauHO YeTHPH YBOPA CTereHa | 1 2, 3aKJbyuyjeMo
na ckynosu V; (i > 3) caagpike caMo YBOpOBe cTereHa 3. MelyTum, caza je sa 4 7 S3
(mod 3), ma oBa MoryhHoCT oTmaja.

(B3) d(z) = 4, d(y) = 2. Osne je, Takohe, V3! = 0, majeny = 2un; +ny = 4.
Ckyn V5 cagpxu TagyHO Tpu YBOpa cremneHa | wiu 2. YBop  cycenmaH je ca jou 1Ba
YBOpa CTeleHa 3 U3 cKyma V3 KOju Mopajy UMaTH 3ajeJHHUYKOT cycela cTerneHa 2 y
ckymy Vy. Ocramu uBopoBu u3 V; (1 > 3) cy crenena 3. Mehyruwm, cana je so 4 Z S3
(mod 3), ma u oBa MoryhHoCT OTHaja.

(By) d(z) = d(y) = 3. Kaxko cy y 0oBOM ciy4ajy YBOpPOBH U, v, w U t "cUHrT"
YBOPOBH CTENeHa 2 Y CKyIty Vo, a TIpH TOM CKyIT V3 HE CapKu YBOPOBE CTerneHa 4, To
Ha ocHOBY TBphema 1.12 oBa moryhHOCT oTnasa.

(Bs) d(z) = 3, d(y) = 2. Cana cy 4BOpoBH ¢ 1 v "CHHIII" YBOPOBH CTETEHA 2 Y
ckyny V5, ma u oBa MOTYhHOCT OTIHaia AaHAJIOTHO MPETXOTHO].

(Bg) d(x) = d(y) = 2. Osme je |V5'| < 1. Axo je |V3!| = 1, mobujamo ma je G
rpad Sy, ca ciuke 1.64. I'pad Sig jecte uaTerpanan rpad.

63



1.4, UHTEI'PAJTHU 3-XAPMOHMNICKU TPAGOBU

Cnuka 1.64

Axo je V3t = () Tama je ny = 1 uny + ny = 2. 3axsbydyjemo na ckynosu V; (i > 3)
cajip’ke caMo YBOpoBe cTerieHa 3. MelyTum, cana je so4 # S3 (mod 3), ma u oBa
MoryhHoCT oTmasna.

uxr U a b ec d

Cnuxka 1.65

59 Osnaumumo ca x usop u3 Vs, Koju je moMohy /1Be rpaHe MOBE3aH ca YBOPOBHMA
m3 Vi, acau, v, a, b, c, dusopose u3 V5 xoju cy moMmohy jenHe rpaHe MOBE3aHU ca
yBopoBuMa u3 V; (cnuka 1.65).

Kako crenen d(x) uBopa = mMoxe 6utu jemHak 4, 3 wim 2, umamo cienehe Tpu
MoryhHocTu:

(A) d(x) = 4. Vimajyhu y Buny crenene usoposa a, b, ¢, d u Bogehu pauyHa o
CUMETPUYHUM CITydajeBUMa, pa3lIuKyjeMo ciefeha Tpu mojaciyJdaja:

(A1) YUBoposu a, b, ¢, d cy, pecrieKTUBHO, cTenena 4, 1, 4, 1.

Canaje V3 = () (jep He mocToju YBOp cTemeHa 4 cyceniaH ca UBOPOBMMA CTeneHa 4,
4,2,2umu 4, 3, 3, 2) u pu ToM ckyn V3 capxku camo uBopoBe cTenieHa 3. Kopucrehn
apryMeHTallljy aHaJIoTHy oHOj y ciydajy 4° (mozaciyudaj (By)), 3ak/byuyjeMo 1a cKyIl
V3 He campixu "cHMHTT" YBOpPOBE CTeMeHa 3 cyceqHe ca YBOpoM cTerneHa 4 u3 Vs, Tj. 1ma
je |V3}| = 4. Mo6ujamo na je G rpad Gsg, ca ciuke 1.66, 3a koju je Ao > 2 (Jlema
1.12), ma oBa moryhHOCT oTraja.

(As) UBoposu a, b, ¢, d ¢y, peclIeKTHBHO, cTeleHa 4, 1, 3, 2.

Osne je Takohe V3! = () (Ha ocHoBY TBphema 1.10 U uMEeHHUIE A He MOCTOjH
YBOP CTerneHa 4 cycelaH ca uBopoBuMa creneHa 4, 4, 2, 2 wim 4, 3, 3, 2) u ckyn V3
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Cnuka 1.66

caJpXu camMo 4BOpoBe crerneHa 3. Jlakne, ny = 3 u ny + ne = 6 (jegnaxoct (1.7)).
Ckyn V5 caapku TaUHO YeTUPH YBOpa cTereHa | uimu 2, a ckyn V; TauHO 1BA YBOpa
crenena 1 uim 2. AKO Cy TO JIBa YBOpa CTereHa 1, Ui jeTaH YBop cTereHa | u jemaH
cTemeHa 2, Tajia je sp4 # s3 (mod 3), ma oBe MoryhHOCTH OTHaaajy. 3ak/byduyjeMo
Ja cKym Vj calpu TauHO J(Ba 4BOpa crerneHa 2. 300r tora y ckymy V3 He mocToju
4BOp CycelaH ca jBa uBopa crenena 4 uz Vs, ma je |V3¥| > 5. Boxmehu pauyna o
Tephewy 1.9, 3axmydyjemo na je |V3¥| = 5. Kako je s3 = 15, cnenm na ckyn V
caJIpXK¥ TAYHO je/TaH YBOP CTeTeHa 3 ¥ TAYHO JIBa YBOpa cTereHa 2. 3a cBaku Mmoryhu
pacriopesi TpaHa Koje YBopoBe u3 V3 crajajy ca uBopoBuma u3 Vo U V) (jeman TakaB
pacrmope MpuKasaH je Ha ¢y 1.67) mo6ujaMo 1a je Heku o Smith-oBux rpagosa
(cnuka 1.6) unaykoBanu noarpad rpada G g, mro je Hemoryhe.

Cnuxka 1.67

(A3) UBoposu a, b, ¢, d ¢y, peclIeKTUBHO, CTeleHa 3, 2, 3, 2.

Kopucrehn aprymenTanujy kao y IpeTXo/iHa IBa MOJICTy4Yaja 3aKJbydyjeMo J1a je
‘/}34 = (. Tagajeny = 2 ny + ny = 4, ma ckynosu V; (i > 3) cagpike caMo YBOPOBE
crenieHa 3. Melhytum, oBzie je s24 # S3 (mod 3), mTo je Hemoryhe.

(B) d(x) = 3. Ha ocnoBy Tsphema 1.12 6ap jeman ox uBoposa a, b, ¢, d je
crerieHa 4, ma pasnukyjemo cieneha nsa mojacimyyaja:
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Cnuxka 1.68

(B1) UBoposu a, b, ¢, d cy, pecrieKTUBHO, cTeneHa 4, 1, 4, 1.

Kaxo He mocToju uBop creneHa 4 cycemaH ca yBopoBuma crenena 4, 4, 2, 2 v
4,3,3,2,70je V3 = () u mpu ToM ckym V3 MOXke caJIpKaTH caMo YBOPOBE CTeNeHa 3.
Haxme, ny = 3uny + ne = 6. Y ckyny V5 mmocroje TauHo 4 yBopa crerneHa | wim 2,
Ia 3aKJby4yjeMo Jia y CKymy V; mocToje jolil JiBa uBopa crerneHa 1 unu 2. Y ciyydajy 1a
cy oba uBopa crerena | mim 06a yBopa crerneHa 2 1o0ujamo 1a je s 4 # s3 (mod 3),
mTo je Hemoryhe. Ako ckyn V) campku jeaH 4Bop cTerneHa | u jeaH YBOp CTereHa
2 nobujamo, umajyhu y Buay Tepheme 1.11, n1Ba rpada Gg u G, ca cmuke 1.68, Ko
KOJUX je Ay > 2, 1a ¥ oBa MOTYAHOCT OTIaja.

Cnuxka 1.69
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(By) UBoposw a, b, ¢, d cy, pecrieKTUBHO, cTerneHa 4, 1, 3, 2.

Kaxo He mocToju uBODp cTerneHa 4 cycenaH ca YBopoBuMa crenena 4, 4, 2, 2 unm 4,
3,3,2,T0 je ‘/}34 = (). daxne ny = 2uny + ny = 4. Cxyn V5 cagpku TAYHO YETUPU
yBOpa crerneHa 1 wiu 2, a ckymoBu V; (¢ > 3) caapike caMO YBOPOBE CTeIeHa 3.

Nmajyhn y Buay xapmoungyrocT rpada G u Tephemwe 1.9, mobujamo na je 3 <
V3| < 4. Axo je |V} = 3, tana je G jenan on rpadoBa Gee u Ges (cuka 1.69), a
axo je |V3’| = 4, Tana je G jenan ox rpadoa Gy u G5 (ciuka 1.69). 3a cBa yetupu
rpada je A2 > 2, ma oBa moryhHOCT oTraja.

(B) d(x) = 2. Cana pasnukyjeMo cremeha Tpu moaciydaja:

(B1) UBoposu a, b, ¢, d ¢y, peclieKTUBHO, cTerneHa 4, 1, 4, 1.

Kopucrehu aprymMenTaimjy kao y mpeTXoIHOM CIIydajy 3akibydyjeMo na je Vi =
(). Camajeny = 3umn;+ny = 6. Ilomro y ckyny V5 IOCTOjH jeiaH UBOP CTeleHa 2 1

JIBA UBOpA CTeTeHa 1, 3akJbyuyjeMo Ja y cKymy V MOoCcToje TAYHO TP YBOPA CTereHa
1 wmm 2 (jep ckyn Vi cagpku camo YBOpPOBE CTereHa 3).

Axo ckym V), campxku Tpu 4yBOpa cTereHa |, UM TpW YBOpa CTereHa 2, WIH
JIBa YBOpA CTENeHa | W jeaH 4BOp CTemeHa 2, Tana je Soq # S3 (mod 3), ma ose
MoryhHOCTH OTrHaaajy.

Cnuxka 1.70
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PasmoTtpumo jour moryhHOCT ga ckym Vi caapku jeaaH 4Bop cTereHa | u aBa
yBopa creneHa 2. Mimajyhu y Buny TBpheme 1.9 u [Tocmenuity 1.3, 3akbydyjemo 1a
je 5 < |V < 6. Axo je |V3}| = 5, Tama je G jeman ox rpadopa Ges — Geo (criuka
1.70). Ako je |V3}| = 6, tana je G jenan ox rpadosa Gro — Gry (cuka 1.71). 3a cBe
rpadose je Ay > 2, ma ¥ 0Ba MOrYhHOCT OTHasa.

Cnuka 1.71

(B2) UBoposu a, b, ¢, d cy, peclieKTUBHO, cTeneHa 4, 1, 3, 2.

Usop d creneHa 2 u3 ckyma Vs cycenaH je ca YBOpoM cTereHa 3 u3 ckyma Vi, a oBaj
yBop je (ITocnemuma 1.2) cyceman ca uBopoMm a cremneHa 4 u3 Vs. Jlasbe, 4BOp a Mopa
OWTH CyCeJlaH ca jOIll [Ba YBOpA CTEMEHa 3 U3 CKyma V3 KOjU MPHU TOM MOpajy Outu
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CYCeITHH ca 3ajeIHNYKUM YBopoM crereHa 2 u3 V. Onasne nobujamo rpad Grs C G
(cmuka 1.72), 3a xoju je Ao > 2, mTo je HeMoryhe, ma oBa MoryhHOCT oTHaja.

Cnuka 1.72

(B3) UBoposu a, b, ¢, d cy, peclieKTUBHO, CTemeHa 3, 2, 3, 2.

Ogaj moacny4aj je Hemoryh Ha ocHOBY TBphema 1.12, jep ckym V5 canpku "cuHrm"
YBOPOBE CTeTeHa 2, a He caJIpiKU YBOp CTereHa 4.

6% Osnaunmo penoM, kao Ha cimuuy 1.73, ca a, b, ¢, d, e, f, g, h uBopose u3 Vs
KOju cy moMohy jefHe rpaHe CIIOjeHH ca YBOpoBHMa cTemneHa 3 u3 V;. Ha ocHOBY
CTEreHa MOMEHYTHUX YBOPOBA paslIuKyjemMo cienehe mojcinyyajese:

a b cde fgh

Cnuxka 1.73

(A) Usoposu a, b, ¢, d, e, f, g, h cy, pecniekTiBHO, cTenena 4, 1,4, 1,4, 1, 4, 1.

Cana je V3 = () (jep He IOCTOjU 4BOP CTeMeHa 4 Cyce/laH ca YBOPOBHMA CTEIeHa
4,4,2,2um 4, 3, 3, 2) u mpu TOM CKyIT V3 capKu caMo 4BopoBe crereHa 3. Ocum
TOra, MOXKe ce TIOKa3aTH (aHAJIOTHO JoKa3y y ciayuajy 4° (moacnydaj B)) ma ckym Vs
He caapku "CUHIT" YBOPOBE CTEMeHa 3 Cyce/lHe ca YBOpoM cTerneHa 4 u3 Vs, Tj. 1a je
|V3| = 6. Onasze cnenu na je G jeman on rpadosa Si1, Grg wmn Gy (cnvka 1.74),
0] KOjux je camo rpad S1; uHTErpanan rpad.
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Cnuka 1.74

(B) UsopoBu a, b, ¢, d, e, f, g, h cy, pecriekTuBHO, cTenena 4, 1,4, 1,4, 1, 3, 2.

Cnuxka 1.75

Osne je Takohe V3! = () u mpu Tom ckynm V3 Moke caapikKaTH jeJMHO YBOPOBE
creneHa 3. Jlakne, ny = 4 uny + ny = 8 (mpema (1.7)). Kako ckyn V5 cagpxku TauHo
4YeTUpU 4YBOpa cremeHa | wnum 2, crmemm na ckym Vy caapku Takohe Ta4HO 4YeTHpH
yBopa creneHa | wim 2. AHanmnm3oM Moryhux ciydajeBa MOXKE C€ YTBPAUTH J1a CKYT
V4 campku TaUHO JIBA UBOpA CTETMEHA 2 M TAUHO JIBA YBOpa cTereHa 1 (jep je y octamum
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Cily4ajeBuMa je So 4 Z S3 (mod 3), mro je Hemoryhe). 360r Tora y ckymy V3 mocroje
TAYHO JIBA YBOPA CTeeHa 3 CycelHa ca 10 JIBa uBopa cTerneHa 4 u3 Vo, ma je [V3| > 7.
Wmajyhu y suny Tepheme 1.9, 3akbyuyjemo na je |V3'| = 7. Kaxko je s3 = 21, cnemm
na ckyn Vj cajpKu Ta4HO jelaH YBOp CTEMeHa 3, TAa4HO JBa YBOpA CTENEHA 2 U
TAa4HO JIBa YyBOpa cTerneHa 1. 3a cBaku Moryhu pacrmope rpaHa Koje Y4BOpoBe u3 Vs
crnajajy ca uBopoBuMa u3 Vo UV (jeman TakaB pacropen mpuKasaH je Ha cauiu 1.75)
no0MjaMo JTa je HeKM oJ Smith-oBux rpadosa (cnuka 1.6) MHIYKOBAHU MOArpad
rpada G, mWTO je HeMoryhe.

(B) Usoposu a, b, ¢, d, e, f, g, h cy, peciekTiBHO, cTenena 4, 1, 4, 1, 3, 2, 3, 2.

OBzie je, Ka0 M y TPeTXOIHOM ciy4ajy, Vit = () u mpu Tom ckym V3 Moske capkaTh
jenuHO yBOpOBe cTemneHa 3. Kako je ny = 3, Mopa 6utu ny + ny = 6, oakie criemu
Ja y cKymy Vj mocToje joIn aBa yBopa creneHa 1 wimu 2. Ha ocHOBY oBora MMamo
cnenehe Tpu moryhHoctu:

(B1) Heka ckym V, cagpku 1Ba uBopa creneHa 1. Tana je soq # s3 (mod 3),
mTo je Hemoryhe.

(B2) Hexka ckym Vj caapxu jemaH 4BOp cTeleHa | M jedaH 4BOp cTemeHa 2.
O3Ha4YMMO ca T ¥ Y YBOPOBE CTereHa 3 U3 V3 KOjU Cy CYCE/IHU ca YBOPOM CTereHa 2
n3 Vj.

Cnuxka 1.76

Tana rpad G cagpxu xao moarpad rpad Hy, wmu rpad Hs ca cnuke 1.76. Bap
jemaH oIl YBOpOBa T U Yy Mopa OWUTH cyceaH ca YBOpoBUMa cremeHa 3 u3 Vs (y
CYIPOTHOM MOCTOju KOMITOHeHTa rpada G p Koja caapku 6ap 1Ba YBOpa CTEMEHa 3,
mTo je Hemoryhe Ha ocHoBy Ilocnenuie 1.3). V3umajyhu y 063up U YnmbeHHILY 14
ckyn V3 He caxpiku "CHHTI Tpojke" Be3aHe 3a YBOPOBE cTerneHa 3 u3 Vo, 3aK/byuyjeMo
najeb < |V3| <6.

Axo tpad G campxu rpad Hs xao moarpad, taga rpad G campxu rpad Grg
(cmuka 1.77) kao uHaykoBanu noarpad. Kaxo je \o(Grg) > 2 (Jlema 1.12), oBa
MoryhHOCT oTHaaa.
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Cnuxka 1.77

Heka cana rpad G cagpxku rpad H; kao moarpad. Tana je G jeman ox rpadosa
Grg - Ggg (crmuke 1.78 m 1.79). Kaxo oBu rpadoBH HUCY HHTETpajHH, OBa MOTYhHOCT
oTmaja.

Cnuxka 1.78
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Cnuxka 1.79

(Bs) Heka ckym V canpku i1Ba uBopa crenena 2. Tana je s34 # S3 (mod 3) ma
1 OBa MOTYhHOCT OoTrmaja.

(T') Ysoposu a, b, ¢, d, e, f, g, h cy, pecniekTuBHO, crenena 4, 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2.

Crnuxka 1.80

Osze je | V3| < 1. Ako je |V3!| = 1, tana je osaj uBop cTenena 4 cyceiaH ca TpH
yBopa crerneHa 3 u3 V5 u join jeqHum uBopoM crereHa 3 u3 Vy. Kako je ny = 3, 10 je
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Ha OCHOBY jeHakocTH (1.7), nq +ny = 6, ma ckyn V3 cagpxu (ciuka 1.80) qBa uBopa
cTerneHa 2 1 joIll caMo YBOpOBe cTerneHa 3. MehyTtum, Tana je so4 # s3 (mod 3), mro
je Hemoryhe.

Cnuka 1.81

Hexka je name V3' = (). Tama ckyn V3 caapiku camo 4BopoBe cTemneHa 3, a rpad G
caapxu moarpad H (cnmuka 1.81). Ckyn Vs He caapiku "CUHTJ TpojKe" , a U3 YBOpOBA
ckyna V5 Boau Ka uBopoBuMa ckyna Va ykynuo 12 rpana. Crnenu na je 4 < [V} < 6.

Axo je |V3| = 4, tama je G jeman on rpadosa Ggg — Goo (crimka 1.82).

Cnuka 1.82

Axo je |V3| = 5, Tama ckyn Vj canpu jenaH 3aBplIHu 4Bop cTeneHa 3 u rpadp G
je jenan oxx rpadoBa Gog — Gp1 (cuka 1.83).
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Cnuxka 1.83

Axo je |V3}| = 6, Tana ckyn Vj caapsku 1Ba 3aBpIIHA 4Bopa cTeneHa 3 u rpad G
je jeman ox rpadoBa Gipe ¥ G1o3 (cuka 1.84).

Kako momenyTu rpadoBu HUCY MHTETpAITHH, OBaj CITy4daj je Takohe Hemoryh.

(JT) Hexka cy uBoposw a, b, ¢, d, e, f, g, h peciekTuBHO cTenena 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3,
2.

IMpema Tephewy 1.12 oBaj ciyuaj je Hemoryh, jep ckym V5 campxu "cuHra"
YBOPOBE CTENeHa 2, a He CaJp)Ki YBODP CTereHa 4.
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Cnuka 1.84

OBuM je y motnyHocTH ucniutaH u Ilomacmyyaj 4.3.

Ha ocHOBY npeTXxoHOT pa3MaTpama 3aK/byuyjeMo J1a BaXKU:

Teopema 1.10. ([35]) Hocwmoju wauno 10 nepeZyrapnux ouiiapiuivnux 3-xapmo-
nujckux unigespannux epagosa. To cy 2pagosu Gs u Gg (cauxa 1.85) u paghosu
Sy — S11 (cruka 1.86).

Gs : 3,2, 1%2,0% —12,-2, 3 Gy @ 3,2,1%2,0%, —12, -2, -3

Cnuxka 1.85
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1.4, UHTEI'PAJTHU 3-XAPMOHMNICKU TPAGOBU

7
=

Syt 03,2,13,0%, 13, -2, -3 S5 : 3,22 13 0%, —13,—22, -3

S
>

Se 1 3,2%13,0%, 13,22, -3 S, : 3,22 1%.0% —13, —22 -3

Se @ 3,13,0%,—13, -3

Z
<

Sg @ 3,22,13,0%, -1, —22, -3

S

S+ 3,221% 0% —1° 2% -3 Sy : 3,2%,1°,0°,—1°, 2%, -3

Cnuka 1.86
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I'1aBa 2

O rpadoBuma ca MAaKCUMAJTHUM
HHIEKCOM

2.1 VYBoxa

V 0BOM IIOINaBJby, K40 U Y MPETXOAHOM, MocMaTpahieMo KOHauHe, HEOpPHjeH-
trcaHe rpadose, 0e3 neT/bu U BUIIECTPYKUX rpaHa. Heka je G = (V, E) rpad ca
n uBoposa, u A(G) werosa (0, 1)—maTpuna cycencrsa. ITomro je matpuna A(G)
CHMETPHUYHA, H-€HE COTICTBEHE BPEIHOCTH Cy peajHu OPOjeBU U HEKA Cy OHE JaTe y
HepactyheM mopetky Ai(G) > A(G) > -+ > A\, (G). KapakTepuCTUUHM IOJIHU-
HoM ¢(G, \) rpada G je y ctBapu det(A — A(G)). Hajseha corcrBena BpemxHocT
p = M(G) nHasuBa ce cnextpannu pagujyc rpada G, uam kpahe mnuekc rpada
G. Axo je rpad G noseszan marpunia A(G) je upenyunbunna. ITosuato je (mpema
Perron-Frobenius-oBoj Teopuju HeHeraTUBHUX MaTpHLa) 1a je Taga A1 (G) concrena
BPEIHOCT BUIIECTPYKOCTU 1 ¥ J1a IOCTOjU jeIMHCTBEHHU TIO3UTUBHU jEUHUYIHH COII-
CTBEHH BEKTOD MPUAPYKEH COMCTBEHO] BpeaHOocTH A1 (G). OBaj BekTOp hemo 3BaTH
Perron-oB Bektop rpada G.

[IpoyyaBame UHIEKca TpadoBa MPenCcTaBba BeOMa BaXXHY U HHTEPECAHTHY TEMY
y OKBUPY CIIEKTpaJIHE TeopHje rpadoBa. 3Hauaj oBe anred0apcke MHBAPHUjaHTE YOUEH
j€ jour Ha camMoOM TOYETKY pa3Boja CHeKTpaiHe Teopuje rpadosa. Haume, y yH-
namentanHom pany [14], Collatz u Sinogowitz mpoywasanu cy nmopenak rpadosa
peMa ’bUXOBOM UHJIEKCY (A1 —TI0peIaK) U YTBPAWIH 1a Mel)y ctabmuma ca n 4BOpoBa,
3Be3na K, ,—1 ©Ma MakcuMaiaH unaekc (v/n — 1), a nyt P, iMa MUHUMAaJIaH UHIIEKC
(2 cos 77). OBaj pesynTat cy KopuinhemeM pasnuInTHX TEXHUKA KACHHje JTOKa3au
Lovéas u Pelikdn ( [32]) 1 Wang ( [46]). Hakon oBora mojassbyje ce JOCTa pajosa y
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2.1. YBOJ

KOjUMa ce TIpoydaBa A -mopenak rpadosa (ca GUkcupaHuM OpojeM YBOPOBA) YHYTAD
pa3MUYUTUX Kilaca rpadopa.

Osnaunmo ca H(n,n + t) ckyn cBux moBe3aHux rpadoBa ca 1 YBOpoBa u n + t
rpana. 3an > 1ut > 0 Heka je ca G,y o3HaueH rpad u3z H(n,n + t) koju uma

obnmuk kao Ha ciaui| 2.1 , rae je p makcumanHo moryhe ( ¢+ 1 = p; > +4q

0<g<p-2).

Cnuka 2.1

HcnmtuBame cBUX TTOBe3aHUX T'padoBa ca HajBUIIE 7 YBOPOBA Cyrepucalo je Jaa
je G+ jemHCTBEHH rpad ca MAKCHMAITHUM HHIEKCOM y Kiacu H(n,n + t). Cumuh
( [41, 42]) je moka3ao ja je OBO TAYHO 3a YHHMIMKIMYHE M OUIUKINUYHE Tpadose
(cnyuajeBu t = 0 u t = 1, peciektuno). Brualdi m Solheid ([8]) mokasamu cy
HezaBucHO o Cumuha na je rpad G, jenuHCTBEeHH rpad ca MAKCHMaTTHUM HHIIEKCOM
y k1acu H(n,n +t),3at = 0,1,2. MeljyTum, OHM Cy HAIITM KOHTpAIIpuMepe KOju
OBO OMNOBpraBajy y ciaydajy kazaa je t = 3,4,5. Youumo y TOM by 3Be31y /1 ,,—1
(n > 3) uuju cy yBOpOoBU O3HAueHu ca 1,2, ...,n, a yBop 1 je ueHTpasHu yBOp. 3a
1 <t < n— 3, Heka je ca H,,; o3naueH rpad nobujen ox rpada K ,_; crajamem
uyBopa 2 ca usoposuma 3, 4, . .., t+3. Brualdiu Solheid ( [8]) cy usHenu xunoresy na
jesat # 21 n TOBOJbHO BeNMUKO, H,, ; jeMMHCTBeHH rpad) ca MaKCUMAITHIUM MH/IEKCOM
y knacu H(n,n + t). OBy xunote3sy nokasanu cy L{Betkosuh u Rowlinson ( [18]).

[Topen HaBeeHNX paIoBa MOCIEABUX TOIUHA TI0JaBHO Ce BETUKH OpOj pajoBa y
KOjUMa je Ipo0JIeM MaKCUMAJTHOT UHAEKCA PelllaBaH y PA3TMUUTHM KllacaMa rpadoBa.
ITocebHO he OuTH McTakHyTa jeHA Kitaca rpadoBa koja he y oBom mornaBiby OUTH
JleTaJbHUjE MpOoyUyaBaHa.

Osnauumo ca H(n,n + t, k) ckyn cBUX moBe3aHuX IpadoBa ca n YBOpoBa, n + t
rpana u k uBoposa ctereHa 1. Ouurnento je H(n,n+t, k) C H(n,n+t). lpobrem
MaKCUMAJIHOT MHJEKCA y OBOj kiacu pemmu ¢y Wu, Xiao u Hong ([45]) 3a
t =—1, Guo ([27])3at = 0u Guo, [Terposuhi u I'yrman ([27, 36]) 3a ¢ = 1. OBa
perema cy mpukasaHa Ha ciounu 2.2. I'padoBu ca MakCUMaJIHUM WHJIEKCOM Y OBUM
KJTacaMa gooujeru cy ox rpadosa Ky, K5 ann K5 - K3, pecieKTUBHO, TaKO IITO j€
3a YBOp HajBeher cTereHa 3aKadyeHo k MyTeBa CKOPO jeTHAKHX AyXKuHa. 3a k myTeBa
P, P,,..., P, xaxeMo J1a cy CKOpO jeqHAKHX AyXHHa ako OpojeBu li,la, ..., 1
3a10BosbaBajy yenos |l; — [j| <13al <i<j<k.
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2.2. HEOIMXOJHE JIEME

k k k
Cnuka 2.2

V tpehem onerbky oBOr moriaBiba Ouhe maTo pemieme mpodiieMa MakKCUMATHOT
uHzekca y knacu H(n,n + 2, k) (t = 2).

WNnaue, 3Hauaj pemema mpodaeMa MaKCUMAITHOT WHACKCA y OBUM Kjacama je
m3mehy octajor u'y Tome mto rpadoBH KOjHU ce T00Hjajy Kao peliemha MpeacTaBbajy
HajHeperyaapHuje TpadoBe Y MOMEHYTUM Kitacama (TIpH 4eMy je 3a Mepy Hepery-
NApHOCTH y3eTO § = p — d, TJe p O3HAYaBA MHJEKC, 4 d CpelEbY BPEIHOCT CTeNeHa
ugoposa rpada). I[Moacerumo ce na cy jomr Collatz u Sinogowitz ([14]) mocrasuam
mpoOJleM MpoHallacka HajHeperyJapHUjux rpadosa ca 3agaTuM OpojeM YBOPOBA.
Onu cy, kopumhemeM CBOjUX TaOiuIa criekTapa rpadoBa ca HajBHILIE 5 YBOPOBA,
nokasanu na Mehy rpadosuma ca n(n < 5) uBopoBa HajHeperypalHHju je Tpad
K ,—1. Mebhytum, npobiem nmpoHajgacka HajHEpeTyIapHUjuX rpadoBa ca 3a1aTHM
OpojeM YBOPOBA Y OIIITEM CIIydajy HHU]E PEIIICH.

OcuM mmoMeHyTe Kiace TpadoBa, Y UeTBPTOM OJIeJbKY OBOT ITOTJIaBJba MpooOiieM
MaKCHUMAJIHOT MHeKca Ouhie pelieH y Kiacw Kakryca ca n uBopoBa. 3a rpad G
Ka)XXeMO J1a je KaKTyC aKo OWJIO KOje JBE HEeroBe KOHTYpe WMajy HajBHIIE jeiaH
3ajemHruky uyBop. Kiacy xaktyca HapounTo je mpoyuaBao 3. PamocaBpeBuh (Ha
npumep, [38]).

Ha xpajy yBoHOT J1e71a HATTOMEHUMO jOIII 1A j€ U3 OBE 00J1aCTH MOCEOHO 3HaUajaH
pan [19] y koMe je nat mpermen 6pojHUX pedepeHIn U3 OBe OOIACTH.

2.2 Heonxoane jeme

Osnaunmo ca C,, u P, KOHTypy U IIyT ca 7. YBOPOBA, PECIIEKTUBHO. O3HAUUMO
name ca G — x, omHocHo G — zy, rpad nobujeH ox rpada G ynamaBameM YBopa
x € V(G), onnocHo rpane vy € E(G), us rpada G. AHanorHo Tome, Heka je ca
G + xy o3nauen rpad gobujen ox rpada G nonasamem rpane vy ¢ E(G), npu uemy
z,y € V(G).
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2.2. HEOIMXOJHE JIEME

Y oBOM oz1esbKy he 6uTH HaBeieHO BHIIe JieMa (0J1 KOJUX Cy HeKe 1aTe ca TJOKa30M)
KOje Cy HaM HEOIXOJIHE Y 1aJbeM pay.

Jdema 2.1. ([17]) Hexa cy \y > Ay > -+ > \, coiicitieene épegrocitiu 2pagha G,
afly > fo = -+ = [y, COUCHIBEHE BPEgHOCTIU He2080 UHgYKosanos ogepaga H.
Taga sasice Hejeguakocitiu:

Memgs S <N (i=1,...,m) .
CrenyjanHo, 3a m = n — 1, BAKH A\ > i1 > Ao > g > =+ > fip_1 > Ay. OcuM
Tora, ako je rpad GG moBe3aH, Taaa je Ay > [i1.
Jdema 2.2. ([17]) Axo ¢y G, G, . .., Gy komilonenitie 2pagpa G, waga je
(G, A) = ¢(G1, A) - d(Ga, A) -+ - B(Gy, A) -
Hagemhemo nasbe Heke pesynrate (npeysere u3 [39]) koju he 6utu o Kopuctu
MIPH U3pavyHaABaKky KAPAKTEPUCTUUHUX MOIMHOMA rpadoBa.

Jema 2.3. ([39]) Hexa je v ueop 2pagpa G u C(v) ckyii ceux konitiypa y pagpy G
koje cagpace v. Taga je

2.1) GG N) = MG —v,)) = Y (G—u—vA) -

(u,v)EE(QG)

2 (G =V(2),7),
ZeC(v)

2ge je G — V(Z) 2pag gobujen og 2paga G ygamasarsem ueoposa koju aipuilagajy
KOHTAypu /.

CnenmjaaHo, aKo je v YBOp cTeneHa | ¥ uBop w cycemaH 4yBopy v, hopmyna (2.1)
rmocraje

(2.2) (G A) = Ao(G —v,\) — (G —v—u,\) .

Hanomena 1. Axo je A > A\ (G — v), wiaga ce uz (2.1) jegnocimiasro gobuja

(2.3) B(G,N) — Ad(G —v,)) < 0.

Jema 2.4. ([39]) Hexa cy G u H xopencku 2paghosu ca kopenuma v u S, peciiek-
wueno. Taga je kapaxitiepucimivunu orunom 2paga G - H (kog koéa cy kopenu v u s
ugeHmugpuKosanu) jegnax

¢(G - H, )‘) = ¢<G - )‘)Cb(H? )‘) + ¢(Ga )‘)QS(H -5, )‘) -
AG(G — 1 \G(H — 5, ) .
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2.2. HEOIMXOJHE JIEME

Axo je H pasarmumyhu moarpad rpada G mucahemo H < (G; ciennjaiHo, ako je
H npasu pazanumyhu noarpad ox G mucahemo H < G.

On 3Hauaja he HaM OuUTH U crenehe Be TeMe.
Jema 2.5. ([20]) Hexa je G itosesan 2pagh. Axoje H < G, magaje \\(H) < A\ (G).

Jema 2.6. ([31, 20]) Axo je H pasaiursyhu iiogepag epaga G, waga je

O(G,N) < @d(H,\) 3aceaxo X > \(G).
Aro je M(H) < M(G) (ognocno, axo je 2pagp G wosezan u H mweos ipasu

pasaiuryhu iogepag) waga je

O(G,N) < ¢(H,\) 3aceaxo X > M\ (G).

Joxas. Heka je {1,2,...,n} ckyn uBoposa rpada G u A(G) merosa matpuia
cycenctBa. Jlokazahemo Hajmpe mpBO TBphewme MHIYKIIMjOM 110 OpOjy YBOpOBA 7.

TBpheme je ounraeHO Ta4HO 3a N = 1, ma 3aTO MPeTnocTaBUMO fa je n > 1 u na
TBpherme BaKu 3a cBe TpadoBe ca Mame OJ] 1 YBOPOBA.

Iudpepenmparmem nerepmunante ¢(G, \) = det(A — A(G)), jemHOCTaBHO Ce
nobuja ma je

¢'(G,\) = Z¢<G — 4.\

Kako ananorna ¢popmyia Baxu u 3a ¢’ (H, \), nobujamo na je
$(HN) = ¢(G,N) =) (¢(H =4, A) — o(G =4, ))).
j=1
Kako je3a cBako j, rpad H —j pazamumyhu moarpad rpada G —j, To 10 UHAYKTHBHO]
MIPETITIOCTABITY Ba)KU /14 j&

O(G —74,\) <¢(H —j,\) 3acBako A > A\ (G — 7).

IMomro je 3a cBako j, A\1(G) > M (G — j), cnenu 1a je

(2.4) &' (H,\)—¢'(G,\) >0 3acsako A > \(G).
Kako je M (G) > M(H) u ¢(H,\) > 0 3a cBako A > A\ (H), dynxuuja ¢(H, \) —

¢(G, \) je HeHeraTuBHa y Tauku A = A\ (G), omakie, mpema (2.4), cienu na je oBa
byHKIMja HeHeraTUBHA 3a CBAKO A > A1 (G), unMe je Ioka3aHo mpBo TBpheme.
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2.2. HEOIMXOJHE JIEME

3a moka3 Apyror TBphema T0BOJBHO je YOUMTH JIa je y cayuajy Kaaa je A (G) >
M (H), dyukumja ¢o(H, \) — ¢(G, \) mosurtusHa y Tauku A = A (G), ma je makie
MO3UTUBHA 3a cBako A > A (G). O

V cnenehe nBe neme 6uhe ycTaHOBJ/bE€HA HEKA ITpaBUITA KOja YKa3yjy Ha Be3y usmely
CTPYKTYpe Tpacda U BeroBoT HHIIEKCA.

Jema 2.7. ([20, 31]) Heka je v usop y neimipusujannom iosezarom 2pady G u nexa
je ca G(k,l) (k > 1 > 1) osnauen 2pagh gobujen og 2pagha G axo witio cy 3a 46op v
saxauenu iyimesu gyxcune k ul (ciuxa 2.3). Tagaje A\ (G(k,1)) > \(G(k+1,1—1)).

1

v

Cnuxka 2.3

Hoxka3. Ha ocHoBy (2.2) Baxu
Kamgajel > 2, kaou

H(Gk+1,1—1),A) = Ad(G(k,1 — 1),N) — ¢(G(k — 1,1 — 1), 7).

Onasne ciemu na 3a k > [ > 1 Baxu

(G, 1)) —d(Glh+1,1—1),)) = d(Gk —1+1,1),\) — p(G(k —1+2,0), \) .

Cau4uHo, BaXU:;

K40 U
O(Gk—=141,1),\) = Xo(G(k =14+ 1,0),\) — ¢(H, N) ,
rae je H rpadp G(k — 1+ 1,0) — v. Taxne, Baxu:
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2.2. HEOIMXOJHE JIEME

o(G(k,1),\) —d(Gk+ 1,1 —1),\) = o(G(k —1,0),\) — ¢(H, \) .

IMomro je H npasu pazanumyhu moarpad rpada G(k—I, 0), mpema Jlemu 2.6, umaMo:

o(G(k, 1), \) —o(G(k+1,1—1),\) <0 3acBako A > M\ (G(k—1,0)) .

Kako je G(k — [, 0) nmpasu unnykosanu nmoarpad rpada G(k + 1,1 — 1), Baxu 1a
jeM(G(k—1,0)) < M(G(k+1,1—-1)). Hakne, pyuxuuja ¢(G(k, 1), \) je HeraTusHa
y Tauku A\ (G(k + 1,1 — 1)), onaxine cneau tBpheme neme. O

Jema 2.8. ([41]) Hexa je G iiosezan kopencku 2pag) ca 6ap gea ueopa u KopeHom
r. Axo 2pagosu A u B umajy obnux kao na cnuyu 2.4, waga je p(A,\) > ¢(B, \) 3a
A > M (G —r). Caeyujanno, sasxcu ga je \i(A) < A\ (B).

n n+1

Cnuka 2.4

Hoxa3. Hexka je G xopeHcku rpad ca kopeHOM 7. O3HauuMo ca t U s YBOPOBE
rpadpa H = K ;41 creneHa n+ 1 u 1, pecnektuBHo. I'pad A (B), ca cnuke 2.4, Moxe
ce 1o6utu momohy rpadosa G u H, Tako mTo ce uaeHTU(UKYjy YBOPOBU " U S (I U
t). Umajyhu oBo y Buy, Ha ocHOBY Jleme 2.4, nobujamo

¢(A7 >‘) - ¢(Bv >‘) = (¢(G7 )‘) - A¢(G - A))(Qb(H - 57)‘) - (b(H —t, A)) :

Ha ocuoy (2.3), 3a A > A\ (G — r), Baxu ¢(G,\) — A\p(G — r,; \) < 0. Ocum
TOra, KakKo je

S(H —s,A) —dp(H—t, ) =N =)A=\ = pA\" 1 <0 3a)\>0,

3aKkJbydyjeMo ma 3a A > A\ (G — 1), Baxu ¢(A, \) > ¢(B, ). Onmasze cneau 1a je
AM(A) < \(B). O

Kako je matpuna cycencrsa A(H) mponsBoJbHOT HeopHjeHTHcaHOT rpada H
peallHa CUMeTpUYHA MaTpHIla, Baxu cienehe TBpheme.

84



2.2. HEOIMXOJHE JIEME

Jlema 2.9. ([45]) Hexa je H ipoussoman 2pagh ca n ueoposa u x jequnudHu 6eKimiop
us R™. Ako je \\(H) = 27 A(H )z, maga je A(H)x = A\ (H)z.

Crnenehy nemy, koja he 6utu Bullle myTa MpUMemeHa y JI0Ka3y INIaBHUX pe3ysiTaTa
OBOT MOTJaBjba, gokazanu cy Wu, Xiao u Hong u oHa mpeacraBiba CTPOKHU]Y
BEP3Hjy CIIMUHE JieMe aate y paay [41].

Cnuka 2.5

Jlema 2.10. ([45]) Hexa je G iioseszan 2pagh u \i(G) ungexc 2pagpa G. Heka cy u, v
dpouszsomshu yeoposu 2pagha G u nexa je d(v) citietien ugopa v. Hexa cy vi,vs,...,0s €
Ng(v) \ Ng(u) (1 < s < d(v)) u nexa je v = (x1,7a,...,2,)T Perron-oe eexitiop
epapa G, dpu uemy je koopgunaitia x; upugpyicena ueopy v; (1 < i < n). Osznauumo
ca G* 2pagh gooujen og 2papa G ygamasarwem Zpana vv; U gogasarem Spamda uv;
(1 <i <) (cmuxa 2.5). Axo je x, > x,, Waga je \(G*) > M\ (G).

Joxka3. Y muby mokasa TpakeHe HejeTHAKOCTH YOUUMO Hajipe Ja je
2 (A(G) — AG))x =2 wi(wy —2,) 2 0.
=1

OnaBne nob6ujaMo
(2.5) M (GY) = |Tnl‘ax1 yTA(GH)y > 2T A(GH)x > 2T A(G)x = M(G) .
yll=

IMokaxumo a mopa 6ut A\ (G*) > A\ (G). Ako 6u 6umno A\ (G*) = A\ (G), Tana
y (2.5) Baxe jeqHAKOCTH, OJIaKjIe T00ujamo

M(G) = 2T A(G")x

Ha ocnoBy Jleme 2.9, cama ciemu A(G*)x = A\ (G*)z. Onasae je nabe

(2.6) MGy = (A(G)z)y = D o

v;ENgx (v)
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2.3. TPUIUKINYHU 'PA®OBU CA K YBOPOBA CTEITEHA 1

Ocum Tora, kako je A(G)z = A\ (G)x, Baxn

(2.7) MGz, = (AG)a)y = Y zi= > x—l—Zx

v €ENG(v) v;ENg= (v)

Kakojez = (1,79, ...,7,)" Perron-os Bektop rpada G, tojez; >0 (1 <i <
n). dakne, Baxu y ;_, x; > 0. Cana, Ha ocHOBY jenHakoctu (2.6) u (2.7), nobujamo
M (G*)z, < M (G)zy. Omasne je A1 (G*) < A (G), mto je Hemoryhe Ha ocHOBY (2.5).
Maxie, Mmopa 6utn A (G*) > A\(G). O

[Tpe Hero mto GOPMYIUIIEMO MTOCIEABY JIEMY Y OBOM OJIeJbKY HaBemheMo Heke
HEOIXOIHe AePUHUIIH]E.

Heka je G mosesan rpad u Heka je uv € E(G) mpousBoibHa rpana rpada G.
Osnaunmo ca G, , rpad 1ooujeH ox rpada G MOTIOAETTIOM IpaHe Uy, Tj. TOAaBAEM
HOBOT YBOpa w M rpaHa wu, wv y rpady G —uv. Hoffman u Smith cy yBenu mojam
yHyTpalmer myta y rpadgy G kao meTmwy vov; ... Vs (s > 1) TakBy J1a Cy YBOPOBHU
Vo, V1, - - ., Us MehycoOHO pasmuuntu, d(vg) > 2, d(vs) > 2 u d(v;) = 2, 3a cBako
0 < i < s. Kaxemo 11a je s Qy)KHHa OBOT YHYTpAIlIber MyTa. 3a YHYTpPAIlmbU IMyT
Ka)keMo J1a je 3aTBOPEH aKo je vy = vs. OHU ¢y nokasanu cieaehn pesynrar.

Jdema 2.11. ([29]) Hexka je uv @poussomna 2pana y iosezanom 2pagy G ca n
ugoposa.

1° Axo 2pana wv ne Apuiiaga nexom ynympawrvem dyiy y epagy G u G # C,,
wmaga je M (Guw) > M (G).

20 Axo zpana wv fpuiiaga nexom ynympawreem ayiy y epagy G, u G # W, 2ge
Je Wy, epagh apurazan na cuyu 2.6, waga je A (Gyn) < Ai(G).

Wy

Cnuka 2.6

2.3 Tpunuxkaunuau rpadosu ca k ysopoBa crenena 1

V oBoMm ojiesbky he OuTH 1aTo pereme mpodaeMa MaKCUMAITHOT WHJIEKCa Y KITach
H(n,n + 2, k) moBe3aHUX TPUIMKIMYHUX rpadoBa ca TAYHO k YBOPOBA CTeleHa 1.

Osnaunmo ca G (i = 1, ..., 5) TpunmkinuyHae rpadoBe MpUKa3aHe Ha cTUnu 2.7.
Hexka je G (n, k) rpa¢ ca n uBoposa no6ujen o rpada G (i = 1,...,5), Tako mro je
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2.3. TPULIUKIINYHU TPA®OBU CA K YBOPOBA CTETIEHA 1

34 UBOP U MAKCHUMAJIHOT CTETIEHA 3aKa4YeHO k TMyTeBa CKOPO jeHAKMX IykuHa. Tama
Gi(n, k) € H(n,n+ 2, k).

S KHAA

(¢

v
Gi G3
4 5
Crnuxka 2.7
Jema 2.12. ([37))
(a) n>k+7 = M(Gi(n,k)) > M\ (Gi(n, k) A
Al(GT(n> k)) > Al(G;(n7k))a
(6) n>k+5 = M(Gi(n, k) > M (Gs(n, k) A
M(Gi(n, k) > Ai(G5(n, k));
(6) n=k+6ANE<3 = MN(Gink)) > (Gi(n,k));
n=k+6Ak>4 = \N(Gi(n,k)) > M\ (G5(n,k)).

Joxka3s.

(a) JloxkakxuMo HajIpe UMILTUKAIIA]Y

n>k+ 7= M(GHn k) > M(Gi(n, k).

OsHaunMo ca v uBop crenena k + 6 rpada G;(n, k). Takohe hemo ca v o3HaUMTH
uBop crerneHa k + 5 rpada Gi(n, k). O3naunmo asbe ca | MakcuManiad 6poj YBopoBa
MPOU3BOJLHOT TIyTa 3aKa4yeHOr 3a 4Bop v y rpady Gi(n,k), a ca m MUHUMaIaH
Opoj YBOPOBA MPOU3BOJLHOI IyTa 3aKa4eHOT 3a uBop v y rpady G7(n, k). Tana je
m=1—1.

Heka je G rpad ananoran rpady Gi(n, k) y KoMe CBU MyTEBU 3aKAUEHH 32 YUBOP
v canpxe [ uBoposa. Taxohe, Heka je H rpad ananoran rpady Gi(n, k) y kome cBu
IyTEBU 3aKAYEHU 3a YBOP U CAIPIKE 1M UBOPOBA.

Ouurnesnno je cana H unnykosanu noarpad rpada G (n, k), nok je rpad Gi(n, k)
uHaykoBanu nmoarpad rpada G. 36or tora, mpema Jlemu 2.1, Baxu

M(H) < M(Gi(n, k),
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2.3. TPULIUKIINYHU TPA®OBU CA K YBOPOBA CTETIEHA 1

TP YeMy jeTHAKOCT BaXH d4KO U caMo ako je n = km + 7. Taxolhe, Baxu

Y TIPU TOM jETHAKOCT BaXXH aKO U caMo ako je n = ki + 6.

Jlakre, ma 6ucMo jokaszanu HejeqHakocT A\ (GE(n, k)) < A1 (G5(n, k)) moBosbHO
je mokasatu 1a je A (G) < A\(H).

ITpumenom Jleme 2.3 Ha uBop v rpada G modbuhemo

O(G,A) = Xo(P, N (A5 —8A% — 62 + 9\ + 8)p(P, \) —
k(A =302 +2)6(P_1, M)

AHaJOTHUM MOCTYIIKOM J1001jaMO

S(H,A) = (A = 1)*0(Pu, )TN = TA = 6)d (P, A) —
k(X = 1)¢ (P, N)]-

OszHaunMo ca r HajBehy concTBeny BpeaHocT rpada G. Tana je r > 3. (Hamme,
HEMOCPEAHUM U3pAauyyHABAKEM MOXKE CE MPOBEPHUTH Ja je y ciydajy n = 7, k = 1,
unaekc rpada G Behu ox 3, omakie cneau aa je uaaekc rpada G Behu ox 3 3a cBe
BpexHocTy n u k) Ha ocHOBY mpeTxo1HO Jo0ujeHoTr u3pasa 3a ¢(G, \) youasamo 1a
T 3a]T0BOJbABA jeTHAUMHY

(2.8) (r° —8r®* —6r* + 9r + 8)o(P, 1) — k(r* — 3r* +2)¢(P_1,7) = 0.
Jluneapna gudepeniHa jennaunHa (2.8) pena 1 uma perieme

k:(r4 —3r2 +2)
75 — 83 —6r2 +9r + 8

eb(Pz,r)=< )l (1=0,1,2,...).

Cana HejeTHaKOCT

(k(r* — 3r? +2))m-1

OHT) = KO = 1P0Po ) (5o ga = 6r o 5

(r3—=Tr—6)(r*=3r*+2)— (r* = 1)(r® =83 —6r2 +9r +8)) < 0
BaXXU aKO M CAMO aKO je
QUry=((r* =Tr—6)(r* =3r* +2) — (r* = 1)(r° = 8r* — 61> + 9r + 8)) < 0,
(uspasu rt — 3r> +2ur® — 83 — 6r% + 97 + 8 cy nozuTUBHM 32 T > 3),
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2.3. TPUIUKINYHU 'PA®OBU CA K YBOPOBA CTEITEHA 1

Tj. aKO ¥ CAMO aKo je

Q(r)=—r>+6r° +4r> —5r —4 < 0.

Kako jennaunna Q)(x) = 0 ©Ma TayHO J1Ba TIO3UTHBHA KOpeHa T = luxy € (2,3)
U KaKo je lirf Q(x) = —o0, 3axsbyuyjemo aa je Q(r) < 0.
Jlakne, Baxu na je ¢(H,r) < 0, omakne cnemu A\ (G) < A (H).

JloKa)XUMO cajia UMIUTUKAITH]Y

n>k+7=MGi(n k) > (Gi(n,k)) .

O3HaYMMO, Kao y MPETXOTHOM CITy4ajy, ca v uBop creneHa k + 6 rpada Gi(n, k).
Taxohe hemo ca v o3Hauutu uBOp crenena k + 4 rpada Gj(n,k). AHaIOrHO
MPETXOJIHOM CIIy4ajy, O3HAuMMO ca [ MakcuMmanaH Opoj YBOpOBa MPOU3BOJLHOT
nyTa 3aKaueHor 3a 4Bop v y rpady Gj(n, k), a ca m MunuMmanan 6poj usoposa
IIPOM3BOJLHOr IIyTa 3aKadyeHor 3a 4Bop v y rpady Gi(n, k). V oBom ciyuajy je
[—2<m<I[-1.

Heka je G rpad anamoran rpady Gj(n,k) y KoMe cy CBU IyTEBU 3aKayeHH 3a
uyBop v ayxuHe [. Takole, Heka je H rpa¢ ananoran rpady G7(n, k) y Kome cy cBu
MyTE€BU 3aKAYEHU 33 YBOP U JAYKHUHE M.

[Mowrro je cama H unpykosanu noxarpad rpada Gi(n, k), a rpadp Gj(n, k) un-
nykosauu moarpad rpada G, To npema Jlemu 2.1, umamo

M (H) < M(Gi(n, k),
MIPU YeMy jeTHAKOCT BaXKH aKoO U caMo ako je n = km + 7, Kao | J1a je
M(Gi(n, k) < M(G)

U IIPH TOM jeTHAKOCT BaXkH aKO U caMo ako je n = kl + 5.

Jlakie, na 6ucmo jokaszanu Hejennakoct A;(Gj(n, k)) < A\ (G5(n, k)), noBosbHO
je mokaszatu na je A (G) < A (H).

IIpumenowm Jleme 2.3 Ha uBop v rpada G nobuhemo
A(G,A) = N (P, \) (N = TA = 6)6(P, A) = k(N = 3)p(Pr-1, V)],
AHaIOTHO T0OHjaMo
S(H,N) = (N =1)°0(Po, )X = TA = 6)§(Pru, A) —
k(A = 1)(Po1, V)]
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2.3. TPUIUKINYHU 'PA®OBU CA K YBOPOBA CTEITEHA 1

Osnaunmo ca r HajBehy corctBeny Bpennoct rpada G. Tagajer > 3. (Hemocpen-
HUM H3padyyHaBambeM MOJXKE ce IMPOBEPUTH Ja je y ciydajy n = 6, £ = 1 HajBeha
corcTBeHa BpeaHocT rpada G Beha ox 3, omakie cienu na je uHaekc rpada G Behn
ox 3 3a cBe BpeaHoctu 1 U k.) Ha ocHoBY mpeTxoaHo po0ujenor uspasa 3a ¢(G, \)
yo4yaBamo J1a 7" 33JI0BOJbaBa jeTHAUMHY

(2.9) (r® = Tr = 6)p(P,7) — k(r* = 3)p(Pi_1,7) = 0.

Jluneapna nudepeHHa jenrHaynHa (2.9) pena 1 uma pereme

o(P,r) = (rf(i—;f)ﬁy (1=0,1,2,...).

Cana Bakul HejeTHAKOCT

k(r* — 3)

BUH. 1) = =2 = 120 Por ) (55 5

-1
)" <o,
jep cy m3pasu r2 — 3 ur® — 7r — 6 nosuTHBHM 32 T > 3.
Jakne, Baxu ¢(H,r) < 0, onakne 3akpyuyjemo 1a je A\ (G) < A (H).
IMpeocTane HejeHAKOCTH MOTY Ce J0Ka3aTH MOTIYHO aHaNIorHO. O

Teopema 2.1. ([37]) Hexa 2pagp G apuiiaga knacu H(n,n + 2, k), k > 1. Taga je
n > k + 4 u dpu iwom sadice ciegehe nejeguakociu:

(a) Axoje n > k+ 7, waga je \(G) < M(G5i(n, k)), dpu uemy jegnaxociu saicu
ako u camo axo je G = Gi(n, k);

(6) Axoje n =k +6uk > 4, magaje \\(G) < M\ (Gi(n, k)), apu uemy jegnarxociu
saxcu axo u camo arxo je G = Gi(n, k);

(8) Akoje n=k+6uk <3, uwmn =k-+>5, wagaje \(G) < M\ (Gi(n,k)) udpu
oM jegnarkocii saxcu axo u camo ako je G = Gi(n, k),

(2) Axo je n = k + 4, waga je A\ (G) < M\ (G5(n, k)), dpu uemy jegnaxociu sazicu
ako u camo axo je G = G3(n, k).

Hoxa3. Hajmamwu Tpunukiuunu rpad 0e3 uBoposa crerneHa 1 je rpad Ky, ma je
Opoj YBOPOBA MPOU3BOJHHOT TPUIMKINYHOT Tpada ca k (> 1) uBoposa crenena 1
JemHaK HajMame k + 4.

Heka je G € H(n,n + 2, k) rpad ca MakcuManuuM uHuekcoMm y H(n,n + 2, k).
O3HA4YUMO CKyIT YUBOPOBa 0BaKo uzabpanor rpada G ca {v1, vs, ..., v, }, a Perron-os
BekTop rpada G ca x = (21, Zo, ..., x,)T, IpH ueMy je KOOpPAMHATA T; IPUAPYKEHA
yBopy v; (1 <@ < n).
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2.3. TPUIUKINYHU 'PA®OBU CA K YBOPOBA CTEITEHA 1

Jokaszahemo Hajripe na mpousBosbHe 1Be KoHTYpe (), n C, rpada G numajy 6ap
jenaH 3ajemHUYKH yBop. [IpeTmocTaBumMo cynmpoTHo. Taxa mocroju myT vy, Vg, . . ., Uy
koju moBe3yje koutype C, u C; (v1 € V(C,), vy € V(C,), | > 2). He ymamyjyhu
OTIIITOCT MOXEMO MPETIOCTABUTH J1a je 1 > ;. O3HAYMMO €A V)41 U Vj42 YBOPOBE U3
C, cycenne uBopy v;. Tama 6ap jenaH o YBOPOBA Uy U V42 HUJE CYCE YBOPA U1, HITP.
yBop V41 (y cynpotHoMm rpad G HUje TPUIMKINYHY Tpad, IITO j¢ KOHTPAIUKIIN]a).
Hexka je

G* =G —{vv1} + {1}

Tana, G* € H(n,n+ 2, k). Ha ocHoBy Jleme 2.10, cana Baxu 1a je A (G*) > A\ (G),
KOHTPaIUKIIH]a.

Hasmpe hemo pasnukoBatu ciieneha qBa cirydaja:
Cnyuaj 1. bumo xoje n1Be KoHType Ipada G UMajy Ta4HO je/TaH 3ajeTHUYKH YBOP.

Cnyuaj 2. Iloctoje nBe koHType y rpady (G Koje MMajy BHIIE OJ jeTHOT 3a-
JETHUYKOT YBOPA.

Y npBoM cnyuajy cBe KOHType rpada G uMajy Ta4HO je/TaH 3ajeTHHYKH YBOD, Tj.
cse Tpu KoHType C), C, u C, rpada G popMupajy cBexam kora hemo o3HauuTH ca
G? (cnuxka 2.9).

VY npyrom cnyuajy mocroju pasanumyhu nmoarpad Hy rpada G xoju caapku TpH
nyta P,P, n P; o1 KOjux je HajBuiie jenad ayxuHe 1 (cnuka 2.8).

Py
Py

U1 (%)
Py

Hy

Cnuka 2.8

O3HauyMMoO ca v M vy 3ajeMHUYKe YBOpoBe mmyTeBa P, u P;. UBopoBu v; u
vy ¢y cTerieHa 3 y rpady Hy 10k cy octanu uBopoBu y Hj cremena 2. Ocum Tora,
nocrojahe, wiu yeTBpTH NyT P4 KOjU MOBE3yje

(2.1) nBa uBOpa crerneHa 2 u3 Hy xKoja He mpumamajy uctom nmyry F; (1 = 1, 2, 3);
(2.2) jeman yBOp cTereHa 3  jeaH yBop cTemneHa 2 u3 Hy;
(2.3) nBa uBOpa cTeneHa 3 u3z Hy,

WJTU TIAK TIOCTOjU

(2.4) xoHTYpa KOja UMa TAyHO jeJlaH 3aje[IHMYKH YBOP Ca pazanmumbyhum moj-
rpadom Hy. (OBaj 3ajeqnudku 4Bop je creneHa 3y Hy.)

Jlaxie, y Ipyrom ciyuajy cee Kontype rpada G dpopmupajy rpad G (moacmyuaj
2.1), G (moacnyuaj 2.2), GY (noxpcnyuaj 2.3) unu G? (noncnyyaj 2.4) (cmuka 2.9).
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Cnuxka 2.9

Vouasamo ja cy rpadosu GY pynkuuje oxrosapajyhux napamerapa, 1j. GY =
GY (p,q,r), Gy = G3(I,m,p,q,7,5), G§ = G3(I,m,p,q,r), G} = G} (l,m,p,q)
u GY = G2 (I,m,p,q). OBM mapamMeTpH MpeCTaBbajy UK IyKUHE oxrosapajyhux
MyTeBa WM MaK QyXHHe oArosapajyhux xontypa y rpadosuma GY (i = 1,...,5).
Takobe, ca cnmuke 2.7 youaBamo ma 3a rpadose G (i = 1,...,5) Baxu: G =
GY(3,3,3) m |GV > |Gi| =7, Gy = GY(1,1,1,1,1,1) u |GY] > |G3| = 4,
G5 =G3(2,1,1,2,1) u |G3| > |G5| =5, Gf = G§(2,2,2,1) n |G]| = |G}| =5,
Gt =G2(2,2,1,3)u |G| > |G:| = 6.

Ha 0CHOBY IIPETXO/IHO M3II0KEHOT 3aKJbydyjeMo aa rpad G cagpku Kao UHIYKO-
Banu noarpad jenan ox rpagosa GY — GY. Osnaunmo ca H;(n,n+2,k) C H(n,n+
2, k) ckyn cBUX TpMIMKIMUHUX rpadosa koju cagpxke rpad GY (1 = 1,...,5) kao
uHaykoBanu moarpad. Tanaje H;(n,n+2,k)NH;(n,n+2,k) =0(,j=1,...,5;
i# Hunputom G € U_ H;(n,n+2,k)zan > k+7,G e U_H(n,n+2k)s3a
n=k+6,Ge U _Hinn+2,k)zan=k+5uG € Ha(n,n+2,k)3an=k+4.

[IpetnoctaBumo na rpad G mpumnajia, Ha mpumep, ckymy Hs(n,n+ 2, k). Tana je
n > k+ 6. O3Haunmo ca v, 9Bop cTeneHa 5 u3 G u mokaxumo na ce rpad G cacroju
on rpada G? u jenHor ctabna 3aKa4eHoT 3a YBOp v;. IIpeTImocTaBUMO CYIIPOTHO, Tj.
na noctoju usop v; rpada G (v; # v;) 3a Koju je 3akadeHo Heko crabmo 7.

AKo je 1 > x;, 03HAYUMO ca 21, . . ., Zs (5§ > 1) uBopoBe u3 1’ cyceqHe ca YBOPOM
v; U y3MHUMO J12 j€

G"=G —{viz1,...,vzst + {viz1, ..., 0126}

Ananusupajmo nasbe cnyuaj 1 < ;. Heka je N(vy) = {wy,wa, ..., w} (t > 5)
(cmuka 2.9). Ako uBop v; mpunana koutypu C,, y3MuMO 112 je

G =G — {vjws, ..., vyw} + {vws, ..., vw}.
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Axo je v; YBOp cTeneHa 2 u3 Gg, HITp. TIpUMaaa myTy AyXKUHE [, Heka je Taja
*
G* = G — {viwy, viwa, vyws, . .., V1w } + {viwr, viws, vws . . ., VW)
AKko je mak v; uBop cTenena 3 u3 G y3Mumo 1a je Tajaa

*
G = G — {viwy, viwa, viws, . . ., V1w } + {viw, viws, V;Wwe . . ., VW

V cBuM niomeHyTUM ciyuajesuMa Baxku 1a G* € Hs(n,n+2, k). Ha ocHoBy Jleme
2.10 no6ujamo na je A1 (G*) > A\ (G), mro je KoHTpaauKIHja. Jlakie, 3aKIbydyjeMo
na rpad G caJpKu TauHO jeqHO cTabIo 3aKadeHo 3a yBop vy rpada GY.

JToKa)UMO J1ajbe J1a 3a cTeneH d(v) mpousBoJbHOT uBOpa v ctabna 1" Baxu d(v) <
2, 1j. naje G'y cteapu rpad GY ca k myTeBa 3akaueHux 3a 4Bop v;. [IpeTnocTaBuMo
CYIIPOTHO, Tj. Jia IIOCTOj! YBOp v; cTabma T takas na je d(v;) > 2. Heka je N(v;) =
{z1,...,2s}, N(v1) = {wq,...,w}. Tamajes > 3ut > 6. [IpermocraBuMo ja je
21 KOpeH v; ctabsa 7' wnu je mak momohy HEKOT IyTa MOBe3aH ca KOPEHOM v; cTabia
T, 3aTiM 1a W1 ¥ Wy ipumnanajy Koutypu C,, Kao ¥ 1a je W = v; WK je We TIOBE3aH
HEKUM TIyTeM ca v;. AKO je x1 > x; y3MUMO J1a je

*
G" =G —{vizg, ..., vz} + {v123, ..., 125} .
Axo je 1 < z;, HEKA je

*
G'=G —A{vws,...,vyws,viwry, ..., 01w}

+ {viwg, . .., viws, vaws, . .. VW)

V o6a cnyuaja Baxu na G* € Hs(n,n + 2, k), ma Ha ocHoBy Jleme 2.10 no6ujamo na
je A1 (G*) > A\ (G), kouTpaguKIHja.

Ocum Tora, moka3ahemMo jour a cy oBUX k MyTeBa 3aKaueHUX 3a YBOP VU1 CKOPO
jemHakux aykuHa. O3Haummo oBux k myrteBa ca P, ..., F,. [okxazahemo ma je
i —1;] <13al<i<j<k. IlpermocraBumo Jia moctoje aBa myta P, u P, 3a koje
jely —lo > 2. Hexa je unip. P, = viuqus ... uy,, P, = vjwiws ... w;, ¥ y3MUMO 14
je

G"'=G — {ull,lull} + {wbull} .

Tana G* € Hs(n,n + 2, k), ma Ha ocHoBy Jleme 2.7 no6ujamo na je A (G*) > A (G),
KOHTpaIUKITH]a.

Ha ocnoBy nepunummje rpada G Baxu na je [,m,p > 1, npu yemy je HajBuIIe
jenaH o oBuX OpojeBa jeqHak 1. JJokaXMMO Ja je TAYHO jelaH O]l IbHX jeIHaK 1 oK
Cy IpeocTaja JBa jenHaka 2. IlpeTmocraBUMO, CyIIpOTHO TOMe, 11a je [ > 3. Heka je
P, = vivy...v;41 ¥ HEKA j€ ViU . . . Uy, (M > 1) myT 3akaden 3a uBop v; Tpada GL.
Ouurnenno Baxu aa je G # C,,, G # W, 010y ... U4 1 j€ jeaaH yHyTPALLbU IIyT, JT0K
V1UT - . . Uy, HUAJE YHYTPAIILU MTYyT. Y3MHUMO 14 je

G* = G — {vous, v304 } + {vovyg, U U3} .
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Taga G* € Hs(n,n + 2,k), ma npema Jlemn 2.11 cremn na je A\ (G*) > \(G),
KOHTpajuKIja. Jlakie, Baxu aa je [ < 2. AHAJOrHO ce MOXe JOKa3aTH Jia je
m < 2, p < 2, 1a je Ta4HO jenaH ox Opojesa [, m, p jenHak 1 u ma koHTypa C, uma
nyxuny 3. Hakne, G2 = G u G = Gi(n, k).

CIUYHO Kao y IPETXOIHOM JIOKa3y MOXKe ce IoKa3aTh 1a ako G € Hy(n,n+2, k)
tamajen > k+7u G = Gi(n,k), ako G € Ha(n,n + 2,k) tamajen > k+4mn
G = Gi(n,k),ako je G € Hs(n,n + 2,k) tanajen > k+5u G = Gi(n, k) u ako
G € Hy(n,n+2,k)tamajen > k+5uG = Gj(n, k).

Ha ocuoBy Jleme 2.12 3akibyuyjemo naje G = Gi(n, k)3an > k+7,G = Gi(n, k)
san = k+6uk > 4,G = Gi(n,k)3an = k+6uk < 3,unmun = k+5uG = Gi(n, k)
3an =k + 4. OBuM je y TOTIYHOCTH JJOKa3aHO TBphemwe Teopeme. [

t+1

Cnuka 2.10

Ha xpajy HaBenumo crnenehy xunoresy.

Xunoresa 1. I'pag ipuxazan na cauyu 2. 10 je jequrucitisenu pagh ca Maxcumannum
ungexcom y kaacu H(n,n +t, k) (t > 0).

2.4 Kakrycu

Y oBOM oj1eJbKy pemnheMo mpo6iieM MaKCHMAITHOT WHEKCA Y KIIACH KaKTyca ca
n yBopoBa. 3a rpad G KaxeMo Ja je KaKTyc ako OWIIO Koje JIBe HeroBe KOHTYpe
MMajy HajBUIIE jefaH 3ajeHUYKH UYBOp. AKO CBe KOHType Ipada G MMajy TayHO
JeIaH 3ajeITHIYKHA YBOP KaXKeMO J1a OHEe GopMUpajy CBeKaHb.

OsnHaunmo ca C'(n) CKyIl CBUX MOBE3aHMX KaKTyca ca 1 uBopoBa. Y kiacu C(n)
onpemuheMo rpadoBe ca MAKCUMAITHUM WHIEKCOM, KOPUCTehn MpUTOM Heke O JieMa
HABE/JICHUX Y OJIEJbKY 2.2.

Heka je G cBexam ca n YBOpoBa U k KOHTYypa JIy>KUHE 3 Mpe/ICTaBIbeH Ha CITUIH
2.11(a). CnenmjamHo, ako je k = [”T_l] nobuheMo cBexam ca . YBOpOBa M k KOHTypa
npeAcTaBibeH Ha ciuiu 2.11(0).
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Cnuka 2.11

Teopema 2.2. ([7]) Hexa je G 2pagh uz knace C(n). Taga je
AM(G) < M(Gy),

2ge je Gy, 2pag iipegcitiasmen na cnuyu 2.11(6) (k = ["T_l] ), pu uemy jegHaKoCi 6axcu
axo u camo axo je G = Gy,

Jokas. Hexka je G € C(n) rpad ca makcumanuum unaekcom y kimacu C(n).

OsHauumo ckyn yBoposa rpada G ca V(G) = {vy, va,...,v,}, a Perron-os BekTop
rpada G cax = (z1, 2o, ...,7,)", Ipu yeMy koopMHATa 7; ofroBapa uBopy v; (1 <
i <n).

Jlokaxxumo Hajipe aa je rpad G cBexam. Y TOM by Hckopuctruhemo creneha
JBa TBphema.

Tephewe 1. buno koje gee konitiype epaga G umajy 3ajequuuxu 4gop.

Joxka3. IlpermoctaBUMO CcynpoTHO, Tj. Ja mocrtoje ase kourype C, u C, 6e3
3ajeJHIYKUX YBOpoBa. Taza MocToju myT v; Vs - - - Uy KOjU MoBesyje koHtype C), u
Cy, nyxuse k — 1 > 1, mpu yemy uBop v; npunaga KoHTypu Cj,, a YBOp vy, IpUIaaa
koHTypu C,. He ymamyjyhu ommTocT, MOXeMO NMpPETIOCTABUTH J1a je€ i > Tj.
O3HauMMO ca V41 M Uy Cycele 4BOpa v, Koju mpumnanajy xoutypu C,. Tana
HUjeaH OJf YBOPOBA V41 U Vky2 HUJE CYCEIaH ca YBOPOM v; (Y CympOTHOM, rpad
(G HMje KaKTyC, jep MOCTOje JIBE KOHTYPE KOje MMajy BHIIE OJ jeIHOT 3ajeTHUUYKOT
yBopa). Heka je

G* = G — {vpUs1, UkUkso} + {01041, V1Uk42}-

Tama G* € C(n) (jep je 6u0 KOjU O YBOPOBA Vg, . . ., Up_1 IOMEHYTOI IyTa He-
CyCellaH ca CBaKMM 0J1 YBopoBa ca koHType C,, —y cynpotHoMm G HUje KaKTyc), a Ha
ocuoBy Jleme 2.10 Baxu na je A\ (G*) > A\ (G), kourpagukimja.Ol

Jaxie, 610 Koje IBe KOHTYpe MOpajy UMATH 3ajeTHUYKU YBOP.

Tephemwe 2. IIpoussomne wipu kounitiype cpapa G umajy mauno jegan 3ajeqgHuyKu
4eop.
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Hokas. Y cynpotHoM ciyuajy rpad G HHUje KaKTyc, jep MOCTOje IBE KOHTYpE y
rpady G Koje UMajy BHIIIE OJT jeTHOT 3ajeTHUYKOT YBopa. [
Ha ocuoBy TBphema 1 u 2 cienu na cBe koHType rpada G umajy TauHo jegaH

3ajeIHUYKU YBOP, Tj. hopMupajy cBexam. O3HAUYMMO ca v 3ajeTHUYKH YBOP CBHUX
KOHTYpa M3 TIOMEHYTOT CBEXKFha.

Tephemwe 3. IIpouszsomno citiabno T’ 3axkaueno 3a 4eop v u3 Heke 0g KOHIYpa cpaga
G cagporcu camo usopose nHa pacimiojaryy jegamn og Kopena v.

Jloka3s. Y mpoTuBHOM, NocToju ctadno 1’ (ca kopeHoM v; € () nuBop u3 1" ynje
je pacrojame ox kopeHa v; Behe of jenan. Heka je v; € 1" uBop Koju je Hajyaa/beHU)U
ox kopeHa v;. Taza je d(v;,vj) > 2 ¥ IOCTOJU MYT v . . . Uj_Uj_1V; KOjU MOBE3yje
4BOPOBE U; M Vj, Kyxune > 2. Cana, y3umajyhu na je uBop v;_, KopeH r rpada A ca
ciuke 2.4 v npuMeryjyhn Ha mera Jlemy 2.8, mo6uhemo rpad G* € C(n), Takas na
je M (G*) > M\ (G), konTpaguknuja. O

Tephewe 4. Kopen iipouszsomnoz ciiabna 1T y cpagy G moowce buitiu camo 3a-
JegHUUKU 480D V1 C8UX KOHIypa ceediciba G.

Jlokas. VY mpoTuBHOM, noctoju crabno 1’ ca kopeHom v; (v; # v1), U HEKa Ha
npumep, v; € C,. Heka ce momenyTo crabno 1’ cactoju o1 4BOpOBA Y1, Y2, - - -, Yk
(Ha pactojamy | o1 KOpeHa v;) M HeKa ¢y Wy, Wo, ..., w; € N(v1)\V(C,). Axo je
1 > X;, y3MHUMO J1a je

G'=G - {Uiyla ViY2, - - - 7viyk} + {Ulyh V1Y2, - - - 7U1?Jk}-

Axo je r1 < x;, y3MHMO J1a je

G* =G — {viwy, vyws, ..., vyw} + {v;wr, viws, ..., v;w}.

Tana, y o6a cnyuaja Baxu nga G* € C(n), onakne Ha ocHoBy Jleme 2.10, crenv na je
A1 (G*) > A\ (G), mro je Hemoryhe. O

Hakie, rpad G npencraBba CBEKak, U MPU TOM je 3a 3ajeJHHUUKH YBOP CBHUX
KOHTYpa CBEXXHha 3aKa4eH M3BECTaH Opoj rpaHa.

Ha kpajy, nokasyjemo cnenehe:

Tephemwe 5. Cse konitiype cpagpa G cy gyoicune 3.

Joka3. IIpeTIocTaBuMO CyNpoTHO, Tj. Ja MocToju koHtypa C), mxyxune p > 4.
Heka je C), = 109001 1wy, wa, ..., w; € N(v1)\V(C,). Axo je x1 > o,
y3MHUMO [12 j&

G* = G — {U2U3} + {’U1U3};

Axo je T1 < T, y3MHUMO 14 je

G* =G — {vivy, viwy, ..., vw} + {vevy, vowy, . .., vaw; }.
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Tana, y 06a ciyuaja, Baxu qa G* € C(n), onakie Ha ocHoBy Jleme 2.10 go6ujamo
na je A (G*) > A\ (G), xourpaauknuja. O

Cana, Ha ocHoBy TBphema 1-5, rooujamo 1a je G = Gy, ipu uemy je G cBeXam
ca m yBOpoBa U k KOHTypa ayxuHe 3 (cmuka 2.10(a)).

YouaBamo na je Gp = Ky ,,—1 1

G0<G1<~~<G[nT_1].

ITpema Jlemu 2.6 cajia Baxu

)\1(G0) < )\1(G1) <0 K )‘I(G[anl])

Haxe, rpap Gy, (k = [”T_l]) ca cruke 2.11(0), mpencraBrba rpad ca MAaKCUMaTHUM
uHjekcoM y knmacu C'(n) cBUX MMOBE3aHUX KaKTyca ca 1 yBoposa. [

IMocenuna.([7]) I'pad Gy, npukasan Ha cmuy 2.11(a), mpencrasiba rpad ca
MaKCUMaJTHIM MHIEKCOM Yy CKYITy CBUX ITOBE3aHUX KAKTyca ca 1 YBOPOBA U k KOHTypa
(1 <k <[%52]).
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Jloparak

buorpadmuja

bojana BoposuhanuH je pohena 9. anmpwa 1973. rogune y Kparyjesity. OcHOBHY
mkony "CranucnaB CpemueBnh" y KparyjeBiy u IlpBy kparyjeBauky THMHa3Hjy
3aBpIIniIa je Kao Hocwnall nurutoMe "Byk Kapanmh".

[TpuponaHo-maTematnuku ¢akynreT y KparyjeBny, cTymujcka rpyra MaTema-
THKa, yrmucana je 1992. roaune, a 3aBpumia 1996. roguHe ca MpOCEYHOM OIICHOM
9,58.

[TocnemumimoMcke MarucTapcke CTyIdje Ha TPYIH MaTeMATHKa, CMep TUCKpETHA
MaTteMaTHKa, Ha IIpupomHo-mMaTeMaTnukoM (akynrety y KparyjeBiy ymucana je
1996. rTomuHe M cBe NpeaMeTe MpeABuljeHe ITAHOM U MPOTrpaMOM IOJIOKHUNIA ca
npoceuyHoM orieHoMm 10. Marucrapcky te3y moj HacinoBoM "Heke kapaktepuzaije
rpadoBa momohy npyre HajBehe comcTBene BpenHoctu" ombpanuna je 14.12.2000.
TOJTUHE.

V 3Bame aCHCTeHTAa MPUNPAaBHUKA Y HCTUTYTY 32 MaTeMaTUKY U HHPOPMATUKY
[MpupomHo-MaTeMaTuukor hakyntera y Kparyjeriry, 3a yxxy HaydHy obiact Anrebpa
U JJoTHKa, u3abpana je 1997. rogune, a y 3Bame acucrenta 2001. roaune.

V nocapammeMm pany y MuctutyTy 3a Matematuky u uHbopmatuky [TpupomaHo-
MaTemaTHukor ¢gakynrera y Kparyjesuy, om 1997. roaune 1o naHac, Ipkaia je Bexxoe
u3 npeamera: JluckpeTHa MateMaTuka, MatemaTtuuka aHanuza 1, Jludepeniujaane
jenHaunHe, TeopHuja ¢GyHKIIM]ja KOMIUIEKCHE TTpOMeHJbUBe, AnreOpa, MatemaTuka 1
(3a crynente ¢pusuke) u Matematuka 1 ( 3a ctynente MammHCKOT GakyaTeTa).

Bbojana boposuhanuH akTUBHO ce OaBM HAYUYHO-UCTPAKUBAYKUM PAJIOM U3 00JIACTH
CreKTpaHe Teopuje rpadosa. Y nepuoay ox2002. go 2006. roguHe Ouia je ya9eCHUK
npojekTa moj HazuBoM "Teopuja rpadoBa U MaTEMAaTHUKO MPOTpaMUpaIbe ca MpH-
MeHaMa y XeMHjU U TpaHCopTy" (PMHAHCUPAHOT O] cTpaHe MUHUCTApCTBA 32 HAYKY
U 3aIITUTY XUBOTHE cpeauHe PenyOnuke CpOuje. TpeHyTHO je aHra)xoBa Ha HaA
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npojekTy mox Ha3uBoM "Teopuja rpadoBa U MaTEMATUYKO TTPOTPAMUPATLE Ca TIPH-
MeHaMa y XeMHUJU U TeXHUYKUM Haykama'" Koju puHaHcupa MUHHUCTAPCTBO 32 HAYKY
1 3aIITUTY )KUBOTHE cpeauHe Pemyomuke Cpouje.
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