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Predgovor

Jo{ pre nekoliko decenija, prikaz grafa preko matrice susedstva sugerisao
je mogu}nost primene rezultata linearne algebre, posebno dobro razvijene
teorije matrica, u teoriji grafova. Tako je do{lo do nastanka spektralne
teorije grafova, u kojoj se osobine grafa izu~avaju pomo}u sopstvenih vred-
nosti, sopstvenih vektora i, u novije vreme, sopstvenih potprostora matrice
susedstva grafa. Me|utim, ovo ne zna~i da se spektralna teorija grafova mo`e
u potpunosti svesti na teoriju matrica, ve} ona ima svoje specifi~ne karak-
teristike i metode, koji potpuno opravdavaju ~iwenicu da ona mo`e biti pos-
matrana kao posebna matemati~ka teorija. Najzna~ajniji rezultati spektralne
teorije grafova sumirani su u monografijama [16, 17, 20].

Oblast istra`ivawa u okviru ove doktorske disertacije predstavqa razma-
trawe razli~itih spektralnih karakterizacija nekih klasa grafova. Ovakvi
problemi su veoma aktuelni u okviru spektralne teorije grafova, o ~emu
svedo~iveomavelikibroj publikovanihradova, od kojih }enekibitipomenuti
u daqem tekstu.

U okviru disertacije bi}e objediwena dva razli~ita pravca istra`ivawa:
prou~avawe harmonijskih grafova i karakterizacija grafova sa maksimalnim
indeksom u nekim klasama grafova. Ova istra`ivawa predstavqaju, zapravo,
rezultate objediwene u celinu, dobijene tokom vi{egodi{weg rada pod men-
torstvom profesora M. Petrovi}a.

Disertacija sadr`i dva poglavqa koja su podeqena na izvestan broj ode-
qaka.

U prvom poglavqu detaqno su prou~avani harmonijski grafovi. Pojam
harmonijskog grafa prvi put je uveden u radu [15], a pravi podstrek za wihovo
istra`ivawe predstavqao je rad [26], o kome }e biti re~i u odeqku 1.2. Nakog
toga su ovi grafovi detaqno prou~avani u radovima [5, 6], koji su deo ove
disertacije.

Ovo poglavqe je podeqeno na ~etiri odeqka.
U odeqku 1.1 data je definicija harmonijskih grafova i dokazane su osnovne

osobine ovih grafova. Ovaj odeqak baziran je na radovima [5] i [6].
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PREDGOVOR

Odeqak 1.2 posve}en je harmonijskim stablima i izra|en je na bazi radova
[26] i [5]. Formulacije nekih teorema i pojedini dokazi iz ovih radova su
donekle izmeweni, u svetlu dobijenih rezultata.

U odeqku 1.3 okarakterisani su harmonijski grafovi sa malim brojem kon-
tura. Ovaj odeqak podeqen je na ~etiri pododeqka i zasnovan je uglavnom na
rezultatima radova [5] i [6]. Najpre su izlo`ene neke osobine harmonijskih
grafova koji sadr`e konture (pododeqak 1.3.1), a zatim je u pododeqku 1.3.2
dokazano da postoji kona~no mnogo harmonijskih grafova sa ciklomati~kim
brojem c (c ≥ 3). Posebno su razmatrani unicikli~ni, bicikli~ni i tri-
cikli~ni grafovi u odeqku 1.3.3, kao i tetracikli~ni grafovi u odeqku 1.3.4.

U odeqku 1.4 data je karakterizacija 3-harmonijskih grafova sa celobro-
jnim spektrom. Ovaj odeqak sadr`i rezultate iz rada [35], koji su ovde zna~ajno
pro{ireni.

Drugo poglavqe disertacije odnosi se na grafove sa maksimalnim indeksom
u nekim klasama grafova. Ovo poglavqe sadr`i ~etiri odeqka.

Odeqak 2.1 je uvodni odeqak. U wemu su date osnovne definicije, kratak
pregled rezultata koji se odnose na indeks grafa i izvr{eno je postavqawe
problema.

U odeqku 2.2 dat je pregled teorema neophodnih za re{avawe postavqenog
problema. Izvestan broj teorema drugih autora izlo`en je sa dokazom, u ciqu
celovitosti prikaza.

U odeqku 2.3, na osnovu rezultata rada [37], odre|eni su grafovi sa mak-
simalnim indeksom u klasi tricikli~nih povezanih grafova sa fiksiranim
brojem ~vorova stepena 1.

U odeqku 2.4, na bazi rada [7], odre|eni su grafovi sa maksimalnim indek-
som u klasi kaktusa sa n ~vorova.

Najva`niji doprinos autora u ovoj disertaciji predstavqaju slede}i rezul-
tati:

• Karakterizacija harmonijskih grafova i harmonijskih grafova sa malim
brojem kontura (odeqak 1.1 i odeqak 1.3, prema rezultatima radova [5] i [6]).

•Karakterizacija tricikli~nih povezanih harmonijskih grafova (Teoreme
1.4 i 1.5, prema rezultatima rada [5]).

• Karakterizacija tetracikli~nih povezanih harmonijskih grafova (Teo-
reme 1.6 i 1.7, prema rezultatima rada [6]).

•Odre|ivawe svih povezanih 3-harmonijskih integralnih grafova (odeqak
1.4, prema rezultatima rada [35], koji su u disertaciji zna~ajno pro{ireni).

• Karakterizacija grafova sa maksimalnim indeksom u klasi povezanih
tricikli~nih grafova sa n ~vorova i k vise}ih ~vorova (odeqak 2.3, prema
rezultatima rada [37]).
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PREDGOVOR

• Odre|ivawe grafova sa maksimalnim indeksom u klasi kaktusa sa n
~vorova (odeqak 2.4, prema rezultatima rada [7]).

∗ ∗ ∗

Ovom prilikom posebno `elim da se zahvalim svom mentoru, profesoru
Miroslavu Petrovi}u, na pomo}i i podr{ci koja je prisutna od po~etka na{e
saradwe, a koja je u mom radu bila od izuzetnog zna~aja. Tako|e, zahvalnost
dugujem i akademiku Ivanu Gutmanu, jer mi je saradwa s wim, u okviru semina-
ra Matemati~ke metode u hemiji, bila od velike pomo}i. Na kraju, zahvalila
bih se na pomo}i, razumevawu i strpqewu svojim kolegama, prijateqima i
porodici.

Kragujevac, novembar 2007. Bojana Borovi}anin
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Glava 1

Harmonijski grafovi

1.1 Definicija i osnovne osobine

Neka je G = (V (G), E(G)) graf sa n = |V (G)| ~vorova i m = |E(G)| grana,
~iji su ~vorovi v1, v2, . . . , vn. Neka su sa d(vi), i = 1, 2, . . . , n, ozna~eni stepeni
~vorova grafa G, a sa d(G) vektor-kolona (d(v1), d(v2), . . . , d(vn))T .

Za graf G ka`emo da je harmonijski graf ako postoji realan broj λ takav da
jednakost

(1.1) λ d(vi) =
∑

vj∈N(vi)

d(vj)

va`i za svako i = 1, 2, . . . , n, pri ~emu je sa N(vi) ozna~en skup suseda ~vora vi.
Lako se zakqu~uje da je sistem jednakosti (1.1) ekvivalentan sa

(1.2) A(G)d(G) = λd(G),

tj. graf G je harmonijski graf ako i samo ako je d(G) jedan od wegovih sop-
stvenih vektora.

Graf G za koji va`e jednakosti (1.1) ili (1.2), za neko λ ∈ R, zove se λ-
harmonijski graf. O~igledno, λ je sopstvena vrednost grafa G kojoj odgovara
sopstveni vektor d(G).
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1.1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE

Iz jednakosti (1.1) sledi da λ mora biti pozitivan racionalan broj. Kako
nijedan pravi razlomak nije sopstvena vrednost nekog grafa, zakqu~ujemo da
λ mora biti prirodan broj. Fajtlowicz je u [24] uveo pojam dualnog stepena
~vora kao sredwu vrednost stepenawegovih suseda. Imaju}i ovo u vidu, mo`emo
jednakosti (1.1) napisati u obliku

(1.3) 1

d(vi)

∑

vj∈N(vi)

d(vj) = λ,

odakle sledi da je harmonijski graf regularan u odnosu na dualne stepene svojih
~vorova, tj. dualni stepeni svih ~vorova λ-harmonijskog grafa su jednaki λ.

Uo~imo sada neka svojstva harmonijskih grafova. ^vor stepena k zva}e-
mo k-~vor. Specijalno, ~vorovi stepena 0 i 1 nazivaju se izolovani i vise}i
~vorovi, respektivno. Ozna~imo jo{ sa nk broj k-~vorova. Tada o~igledno
va`i:

(1.4)
∑

k≥0

nk = n,

(1.5)
∑

k≥0

knk = 2m

Sumirajmo sada jednakosti (1.1) za sve vrednosti i = 1, 2, . . . , n. Uo~avamo
da se na desnoj strani dobijene jednakosti svaki sabirak d(vj) pojavquje d(vj)
puta, odakle sledi da je

(1.6)
∑

v∈V (G)

d(v)(d(v)− λ) = 0 ,

tj.

(1.7)
∑

k≥0

k(k − λ)nk = 0.

Jednakosti (1.6), odnosno (1.7), predstavqaju potrebne, ali ne i dovoqne
uslove koje harmonijski graf mora ispuwavati.

Slede}e elementarne osobine harmonijskih grafova neposredno slede iz
jednakosti (1.1).
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1.1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE

Lema 1.1. [5]

(a) Neka jeG′ graf dobijen od grafaG dodavawem proizvoqnog broja izolovanih
~vorova. Tada je grafG′ harmonijski ako i samo ako je grafG harmonijski.

(b) Ako je G graf bez izolovanih ~vorova, tada je graf G λ-harmonijski ako i
samo ako su sve wegove komponente λ-harmonijski grafovi.

(v) Svaki regularan graf je λ-harmonijski, gde je λ stepen grafa.

Za harmonijske grafove va`e i slede}e osobine koje neposredno proizilaze
iz jednakosti (1.2) i dobro poznatih spektralnih svojstava grafova ( [17]).

Lema 1.2. [5] Neka je G povezan λ-harmonijski graf. Tada va`i:

(a) λ je najve}a sopstvena vrednost grafa G vi{estrukosti 1;

(b) Ako je m > 0 tada je λ ≥ 1;

(v) λ = 1 ako i samo ako je G = K2.

U slede}im lemama nave{}emo jo{ neke interesantne osobine harmonijskih
grafova koje }e nam biti od zna~aja u daqem radu.

Lema 1.3. [5]

(a) U λ-harmonijskom grafu svaki vise}i ~vor je susedan sa ~vorom stepena λ.

(b) Ako λ-harmonijski graf nije regularan, tada on sadr`i ~vor stepena ve}eg
od λ.

(v) U harmonijskom neregularnom grafu sa n ~vorova (n > 2) nijedan vise}i
~vor nije susedan sa nekim ~vorom najve}eg stepena.

Dokaz.

(a) Neposredno sledi iz jednakosti (1.1).

(b) Sledi neposredno iz (1.6).

(v) Pretpostavimo da postoje vise}i ~vorovi susedni sa ~vorom v najve}eg
stepena. Tada je na osnovu (a) ispuweno d(v) = λ, ali na osnovu (b) sledi
da je d(v) ≥ λ + 1, kontradikcija. 2

Lema 1.4. [5]Ako je x ~vor u λ-harmonijskom grafuG, tada je d(x) ≤ λ2−λ+1.
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1.1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE

Dokaz. Ozna~imo sa yi, i = 1, 2, . . . , d(x), ~vorove susedne ~voru x, a sa
zij, j = 1, 2, . . . , d(yi) − 1, ~vorove susedne sa ~vorom yi, razli~ite od ~vora x.
Tada, na osnovu (1.1) imamo:

λd(yi) = d(x) +

d(yi)−1∑
j=1

d(zij) ≥ d(x) + d(yi) − 1 ,

odakle je d(yi) ≥ (d(x)− 1)/(λ− 1). S druge strane je:

λd(x) =

d(x)∑
i=1

d(yi) ≥ d(x)(d(x)− 1)/(λ− 1),

iz ~ega sledi da je d(x) ≤ λ2 − λ + 1. 2

Lema 1.5. [6, 26] Neka je G λ-harmonijski graf i neka je v ~vor grafa G za
koji va`i da je d(v) ≥ λ2 − 3λ + 5. Tada jednakost d(u) = λ va`i za svaki ~vor
u susedan ~voru v.

Dokaz. Neka v ∈ V (G), d(v) > λ2 − 3λ + 4 i neka su u, u2, . . . , ud(v) ~vorovi
iz G susedni ~voru v. Pretpostavimo najpre da je d(u) = λ − 1. Tada je, zbog
(1.1), ispuweno:

λd(u) = λ(λ− 1) = d(v) + d(x1) + · · ·+ d(xλ−2)

gde su v, x1, . . . , xd(u)−1 susedi ~vora u.
Odavde je:

d(x1) + · · ·+ d(xλ−2) = λ2 − λ− d(v)
< λ2 − λ− (λ2 − 3λ + 4)
= 2(λ− 2)

Odavde sledi da mora postojati bar jedno i (i = 1, 2, . . . , λ − 2), za koje je
d(xi) = 1, {to je nemogu}e na osnovu Leme 1.3(a).

Dakle, ne mo`e biti d(u) = λ− 1.
Razmotrimo sada slu~aj d(u) = λ− t, za neko t ≥ 2. Tada iz (1.1) dobijamo:

λd(u) = λ(λ− t) = d(v) + d(x1) + · · ·+ d(xλ−t−1) > λ2 − 3λ + 4 + λ− t− 1

tj.

λ(λ− t) > λ2 − 2λ + 3− t

8



1.2. HARMONIJSKA STABLA

tj.

(1.8) λ(t− 2) < t− 3.

Sada ponovo dobijamo kontradikciju: za t = 2 nejednakost (1.8) postaje 0 < −1.
Za t > 2 iz nejednakosti (1.8) dobijamo λ < (t− 3)/(t− 2) < 1, {to je nemogu}e
s obzirom da je λ ≥ 1.

Dakle, ne mo`e biti ni d(u) < λ− 1.
Odavde sledi da za d(v) > λ2−3λ+4 i (u, v) ∈ E(G) mora da va`i d(u) ≥ λ.
Ako je, me|utim, stepen proizvoqnog suseda ~vora v ve}i ili jednak λ, tada

iz

λd(v) = d(u) + d(u2) + · · ·+ d(ud(v))

sledi da mora biti d(u) = d(u2) = · · · = d(ud(v)) = λ. Ovim je dokazano tvr|ewe
leme. 2

Na osnovu Leme 1.1 zakqu~ujemo da je dovoqno ograni~iti na{a daqa raz-
matrawa na povezane neregularne grafove. Grünewald je u svom radu [26], o
~emu }e biti re~i u narednom odeqku, dokazao da takvi grafovi postoje i da
mogu imati netrivijalnu strukturu.

1.2 Harmonijska stabla

Za λ ≥ 1 ozna~imo sa Tλ stablo konstruisano na slede}i na~in: Stablo
Tλ sadr`i ukupno λ3 − λ2 + λ + 1 ~vorova, od kojih je jedan (λ2 − λ + 1)-~vor,
λ2 − λ + 1 ~vorova su λ-~vorovi, a preostalih (λ − 1)(λ2 − λ + 1) ~vorova su
vise}i ~vorovi, odnosno, u ovom stablu je svaki λ-~vor povezan sa λ−1 vise}ih
~vorova i sa (λ2 − λ + 1)-~vorom. Tada va`i slede}a teorema.

Teorema 1.1. [26] Za svako λ ≥ 1 postoji jedinstveno λ-harmonijsko stablo,
izomorfno sa Tλ.

Dokaz. O~igledno, Tλ je λ-harmonijsko stablo. Za λ = 1, T1 = K2 je
jedinstveno 1-harmonijsko stablo na osnovu Leme 1.2(v). Pretpostavimo, sada,
da je λ ≥ 2 i da je T proizvoqno λ-harmonijsko stablo. Neka je P = v0 · · · vl

put maksimalne du`ine u stablu T . Tada je l ≥ 3, jer je u suprotnom slu~aju
stablo T izomorfno zvezdi, koja nije λ-harmonijski graf za λ ≥ 2. ^vorovi
stepena 1 u stablu T nazivaju se listovi. Na osnovu uvedenih pretpostavki
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1.2. HARMONIJSKA STABLA

sledi da ~vor v0 mora biti list (tj. stepena 1), svaki sused ~vora v1, osim v2,
mora biti list, i svaki sused ~vora v2, osim v3, mora biti list ili sused nekog
lista. Po{to je ~vor v1 sused lista, va`i da je d(v1) = λ. Daqe, va`i da je
λ d(v1) = λ − 1 + d(v2), odakle je d(v2) = λ2 − λ + 1 > λ, a odavde sledi da
su svi susedi ~vora v2, osim v3, susedi listova, pa su zbog toga stepena λ. Kako
je stablo T λ-harmonijsko, ~vor v3 mora tako|e biti stepena λ, jer va`i da je
λ d(v2) = λ (d(v2)− 1) + d(v3).

Dakle, ~vor v2 je (λ2−λ+1)-~vor, a svi wegovi susedi su λ-~vorovi. Neka je
u sused ~vora v2. Tada je

∑
w∈N(u) d(w) = λ2, {to zajedno sa d(v2) = λ2 − λ + 1

implicira da su svih preostalih λ − 1 ~vorova susednih ~voru u listovi.
Odavde sledi da je T ∼= Tλ. 2

U radu [26] dokazan je i slede}i rezultat koji se odnosi na harmonijska
stabla.

Lema 1.6. [26] Tλ je jedini povezan λ-harmonijski graf koji sadr`i ~vor v
stepena d(v) = λ2 − λ + 1.

Dokaz. Neka je G povezan λ-harmonijski graf koji sadr`i ~vor v stepena
λ2 − λ + 1. Na osnovu Leme 1.5, svaki sused u ~vora v je stepena λ. Ozna~imo
susede proizvoqnog ~vora u, razli~ite od v, sa zi (i = 1, . . . , λ− 1). Tada je

λ2 = λd(u) = (λ2 − λ + 1) +
λ−1∑
i=1

d(zi) ,

odakle dobijamo
∑λ−1

i=1 d(zi) = λ− 1 , tj. d(zi) = 1 (i = 1, . . . , λ− 1).
Dakle, graf G je izomorfan stablu Tλ, ~ime je lema dokazana. 2

Na osnovu Lema 1.4 i 1.6 sada zakqu~ujemo da va`i:

Posledica 1.1. Neka je ∆ = ∆(G) maksimalni stepen ~vorova harmonijskog
grafa G. Tada je ∆(G) = λ2 − λ + 1 za G = Tλ, a ∆(G) ≤ λ2 − λ za G 6= Tλ.

Posledica 1.2. [26] Stablo T2 je jedini povezan neregularan 2-harmonijski
graf.

Dokaz. Ako povezan 2-harmonijski graf nije regularan tada on sadr`i ~vor
maksimalnog stepena 3, odakle, prema Lemi 1.6, sledi da je G = T2. 2

Lema 1.7. [5]Neka jeG povezan λ-harmonijski graf koji sadr`i ~vor x za koji
je zaka~eno ta~no λ− 1 vise}ih ~vorova. Tada je graf G izomorfan stablu Tλ.

Dokaz. Na osnovu Leme 1.3(a) sledi da je d(x) = λ. Kako je za ~vor x
zaka~eno ukupno λ − 1 vise}ih ~vorova, zakqu~ujemo da ~vor x ima jo{ ta~no
jednog suseda, npr. y. Ako na ~vor x primenimo jednakosti (1.1) dobijamo
slede}e:
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1.3. HARMONIJSKI GRAFOVI SAMALIM BROJEM
KONTURA

λ · λ = (λ− 1) · 1 + d(y) ,

tj. d(y) = λ2 − λ + 1. Dakle, graf G sadr`i ~vor stepena λ2 − λ + 1, odakle,
prema Lemi 1.6, sledi da je graf G izomorfan stablu Tλ. 2

Imaju}i u vidu Lemu 1.2 i Posledicu 1.2, nadaqe }emo pretpostaviti da je
λ ≥ 3.

1.3 Harmonijski grafovi sa malim brojem
kontura

Posmatrajmo ponovo graf G = (V (G), E(G)), |V (G)| = n, |E(G)| = m,
~iji su ~vorovi ozna~eni sa v1, v2, . . . , vn. Ako graf G ima p komponenti po-
vezanosti, tada se broj c = m − n + p zove ciklomati~ki broj grafa G, a
za graf G sa ciklomati~kim brojem c ka`e se da je c-cikli~ni graf. Speci-
jalno, za c = 1, 2, 3, 4 govorimo o unicikli~nim, bicikli~nim, tricikli~nim
i tetracikli~nim grafovima, respektivno. Ako je graf G povezan (p = 1) i
c = 0, tada je G stablo.

Pre nego {to pre|emo na odre|ivawe broja c-cikli~nih harmonijskih gra-
fova, dokaza}emo jo{ neke osobine harmonijskih grafova koje }e nam biti od
koristi u daqem radu.

1.3.1 Neke osobine harmonijskih grafova koji sadr`e konture

Lema 1.8. [5] Neka je G povezan harmonijski graf koji sadr`i bar jednu
konturu. Pretpostavimo da u grafuG postoji grana e, takva da grafG−e ima
dve komponente G1 i G2, i pri tom komponenta G1 ne sadr`i nijednu konturu.
Tada komponenta G1 sadr`i ta~no jedan ~vor.

Dokaz. Neka je w ~vor iz G1 susedan sa granom e. Treba pokazati da je ~vor
w jedini ~vor iz komponente G1.

Pretpostavimo suprotno, tj. da komponenta G1 sadr`i jo{ ~vorova osim
~vora w. Kako graf G1 ne sadr`i konture, neki od ovih ~vorova mora biti
vise}i ~vor. Neka je u vise}i ~vor koji je na najve}em rastojawu od ~vora w.
Neka je ~vor u susedan sa ~vorom x ( nije bitno da li se ovaj ~vor x poklapa
ili ne sa ~vorom w). Tada je d(x) = λ. Me|u susedima ~vora x postoji jedan
koji pripada putu koji povezuje ~vor w sa ~vorom u, pa je stepen ovog ~vora
ve}i od 1. Preostalih λ − 2 suseda ~vora x moraju biti vise}i ~vorovi, jer
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u suprotnom u nije ~vor na najve}em rastojawu od ~vora w. Dakle, za ~vor x
zaka~eno je ta~no λ − 1 vise}ih ~vorova, pa na osnovu Leme 1.7, zakqu~ujemo
da graf G mora biti izomorfan sa harmonijskim stablom Tλ. Me|utim, ovo je
nemogu}e, jer graf G po pretpostavci sadr`i bar jednu konturu.

Dakle, komponenta G1 ne mo`e sadr`ati vi{e od jednog ~vora. 2

Lema 1.9. [5] Za λ-harmonijska stabla va`i da je n1 = (λ − 1)nλ, dok je za
preostale povezane λ-harmonijske grafove ispuweno n1 ≤ (λ− 2)nλ.

Dokaz. Prvo tvr|ewe sledi neposredno na osnovu osobina λ-harmonijskih
stabala. Doka`imo drugo tvr|ewe.

Na osnovu Leme 1.3 (a), svaki vise}i ~vor susedan je sa λ-~vorom. Ako je
n1 > (λ− 2)nλ, tada postoji bar jedan λ-~vor za koji je zaka~eno λ− 1 vise}ih
~vorova. Sada, na osnovu Leme 1.7, odgovaraju}i λ-harmonijski graf mora
biti Tλ. Dakle, u povezanom λ-harmonijskom grafu koji sadr`i konture ne
mo`e biti n1 > (λ− 2)nλ, odakle sledi tvr|ewe leme. 2

Lema 1.10. [5] Neka je G 6= Tλ povezan c-cikli~an λ-harmonijski graf (λ ≥ 3).
Tada je c ≥ 1

2
(λ2 − 2λ + 2).

Dokaz. Neka v ∈ V (G). Ozna~imo sa n1(v) broj vise}ih ~vorova susednih
~voru v, a sa ∆ maksimalan stepen ~vorova grafa G. Za svaki povezan graf G
(ne obavezno harmonijski) va`i:

m =
1

2

∑

v∈V (G)

d(v) =
1

2

( ∑
v∈V (G)
d(v)≥2

d(v) +
∑

v∈V (G)
d(v)≥2

n1(v)

)
,

n =
∑

v∈V (G)

1 =
∑

v∈V (G)
d(v)≥2

1 +
∑

v∈V (G)
d(v)≥2

n1(v) .

Kako je c = m− n + 1, dobijamo da za proizvoqan povezan graf G va`i:

c =
1

2

(
2 +

∑
v∈V (G)
d(v)≥2

[d(v) − 2 − n1(v)]

)
.

Po{to za svaki povezan λ-harmonijski graf G va`i da su svi ~vorovi
stepena 1 susedni sa ~vorovima stepena λ , to na osnovu prethodog dobijamo
slede}u formulu:

(1.9) c =
1

2

(
2 +

∑
v∈V (G)
d(v)=λ

[λ − 2 − n1(v)] +
∑

v∈V (G)
λ6=d(v)≥2

[d(v) − 2]

)
.
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Ako jeG 6= Tλ tada je prema Lemi 1.7, svaki sabirak na desnoj strani posledweg
izraza nenegativan, odakle dobijamo dowu granicu za ciklomati~ki broj, ako
izvr{imo sumirawe po bilo kom podskupu ~vorova stepena ve}eg ili jednakog
2.

Neka je c > 0. Posmatrajmo c-cikli~an λ-harmonijski graf G. Neka je u
~vor grafa G maksimalnog stepena ∆. Tada je ∆ ≤ 2c, po{to bi u suprot-
nom slu~aju graf G − e (gde je e proizvoqna grana incidentna sa u) sadr`ao
acikli~ne komponente, {to je na osnovu Leme 1.3(v) i Leme 1.8 nemogu}e. Mak-
simalan mogu}i stepen ~vora u jednak je 2c u slu~aju kada je ~vor u susedan sa
po dve grane iz svake od c (nezavisnih) kontura grafa G.

Dakle, kako je ∆ ≤ 2c, Lema 1.10 va`i kada je ∆ ≥ λ2 − 2λ + 2.
Doka`imo da tvr|ewe leme va`i i u slu~aju kada je ∆ < λ2− 2λ + 2. Neka je

a = d(λ2−2λ+2)/∆e, tj. a je najmawi ceo broj koji nije mawi od (λ2−2λ+2)/∆.
Tada je a− 1 < (λ2 − 2λ + 2)/∆ ≤ a, tj. (a− 1)∆ < λ2 − 2λ + 2 ≤ a∆. Kako je
λ ≤ ∆ < λ2 − 2λ + 2, va`i da je 2 ≤ a ≤ λ− 1.

Neka je u ∈ V (G) ~vor grafa G za koji je d(u) = ∆. Neka je b maksimalan
broj, takav da postoji sused v ~vora u sa osobinom da je n1(v) = b (slika 1.1).

Slika 1.1

Slu~aj 1: b ≤ λ− a− 1.
Neka je sa N(u) ozna~en skup svih suseda ~vora u. Neka su w1, . . . , wk susedi
~vora u za koje je d(wi) 6= λ za svako 1 ≤ i ≤ k. Tada je

c ≥ 1

2

(
2 + ∆ − 2 +

∑
v∈N(u)
d(v)=λ

[λ− 2− n1(v)] +
k∑

i=1

[d(wi)− 2]

)
.

Imaju}i u vidu da je n1(v) ≤ b ⇒ (λ − 2 − n1(v)) ≥ λ − 2 − b ≥ λ − 2 −
(λ − a − 1) = a − 1, kao i da iz uslova harmoni~nosti grafa G sledi da je∑k

i=1 d(wi) = kλ, daqe dobijamo da je
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c ≥ 1

2

(
∆ +

∑
v∈N(u)
d(v)=λ

(a− 1) + k(λ− 2)

)

=
1

2

(
∆ + (∆− k)(a− 1) + k(λ− 2)

)

=
1

2

(
a∆ + k(λ− a− 1)

)

≥ 1

2
a∆ ≥ 1

2
(λ2 − 2λ + 2).

Slu~aj 2: b ≥ λ− a.
Neka je v sused ~vora u za koji je n1(v) = b. Kako je v susedan sa najmawe λ−a ≥ 1
vise}ih ~vorova, va`i da je d(v) = λ. Neka su y1, . . . .yλ susedi ~vora v i pri tom
je d(ya+i) = 1 za 1 ≤ i ≤ λ−a. Odavde je λ2 = λ−a+

∑a
i=1 d(yi). Pretpostavimo

da postoji j ∈ {1, . . . , a} takvo da je d(yj) = λ. Tada je λ2−λ+a =
∑a

i=1 d(yi) ≤
λ + (a− 1)∆ < λ + λ2 − 2λ + 2 = λ2 − λ + 2, a to je u kontradikciji sa a ≥ 2.
Zbog toga je d(yi) 6= λ za 1 ≤ i ≤ a, gde je a ≤ λ− 1, {to povla~i da je

c ≥ 1

2

(
2 +

a∑
i=1

[d(yi)− 2]

)

=
1

2
(2 + λ2 − λ + a − 2a) ≥ 1

2
(λ2 − 2λ + 2). 2

Napomena 2. Za λ = 2k, granica data u Lemi 1.10 dosti`e se kod grafa koji
sadr`i ~vor u stepena λ2 − 2λ + 2 = ∆ ~iji su susedi ~vorovi v1, . . . , v∆, koji
su me|usobno povezani granama v2i−1v2i, za 1 ≤ i ≤ ∆/2, i pri tom je svaki ~vor
vi , 1 ≤ i ≤ ∆, susedan sa ta~no λ− 2 vise}ih ~vorova.

1.3.2 Broj c-cikli~nih harmonijskih grafova, c ≥ 3

Teorema 1.2. [5] Za svako c, c ≥ 3, postoji kona~no mnogo povezanih c-
cikli~nih harmonijskih grafova.

Dokaz. Prema Lemi 1.10, za fiksiranu vrednost broja c, parametar λ je
ograni~en. Tada je, premaLemi1.4,nk = 0 za k dovoqnoveliko. Kombinovawem
izraza (1.4) i (1.5), i imaju}i u vidu da je posmatrani grafpovezan (m = n+c−1),
dolazimo do izraza

(1.10)
∑

k

(k − 2)nk = 2c − 2,
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tj.
−n1 + (λ− 2)nλ +

∑

k 6=1,2,λ

(k − 2)nk = 2c − 2 > 0.

Prema Lemi 1.9, izraz −n1 + (λ − 2)nλ je nenegativan. Zbog toga, ako je c
fiksirano, za sve vrednosti broja k, k 6= 1, 2, λ, brojevi nk su ograni~eni.

Ako izraz (1.7) napi{emo u obliku:

∑

k<λ

k(λ− k)nk =
∑

k>λ

k(k − λ)nk

i ako imamo u vidu da je suma na desnoj strani ovog izraza ograni~ena, za-
kqu~ujemo da sun1 in2 ograni~eni. Odavde, kako je−n1 + (λ−2)nλ ograni~eno,
sledi da je i nλ ograni~eno. Dakle, veli~ine nk su ograni~ene za svako k.

Na osnovu ovoga zakqu~ujemo da za bilo koju fiksiranu vrednost c (c ≥ 3)
ciklomati~kog broja, broj ~vorova u povezanom c-cikli~nom harmonijskom
grafu ne mo`e biti proizvoqno veliki. 2

Slika 1.2

Istaknimo na kraju ovog odeqka da za svaku vrednost broja c, c ≥ 3, pos-
toji bar jedan povezan neregularan c-cikli~an harmonijski graf. Na slici
1.2 prikazana je familija 3-harmonijskih grafova kod kojih je c = 3, 4, 5, . . ..
Polaze}i od konture sa c ~vorova mo`e se dobiti harmonijski c-cikli~ni graf
za bilo koje c, na na~in prikazan na ovoj slici.

1.3.3 Unicikli~ni, bicikli~ni i tricikli~ni grafovi

Teorema 1.3. [5]

(a) Jedini povezani unicikli~ni harmonijski grafovi su konture Cn (n =
3, 4, . . .).

(b) Ne postoje povezani bicikli~ni harmonijski grafovi.
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Dokaz. Na osnovu Leme 1.10, ako je c = 1 ili c = 2, tada je λ ≤ 2. Me|utim,
prema Lemi 1.2(v) i Posledici 1.2, ne postoje povezani bicikli~ni harmoni-
jski grafovi za λ ≤ 2, a konture Cn (n = 3, 4, . . .) su jedini unicikli~ni
2-harmonijski grafovi. 2

Teorema 1.4. [5] Postoje ta~no ~etiri povezana neregularna tricikli~na
harmonijska grafa prikazana na slici 1.3.

Slika 1.3

Dokaz. Na osnovu prethodnih razmatrawa mo`emo pretpostaviti da je
λ ≥ 3. Prema Lemi 1.10, ako je c = 3, tada λ ne prelazi 3, pa treba ispitati
samo slu~aj λ = 3. Imaju}i u vidu Lemu 1.3(b) i ~iwenicu da je ∆ ≤ 2c, gde je
∆ maksimalan stepen ~vorova grafa, zakqu~ujemo da treba posebno ispitati
slede}a tri slu~aja:

Slu~aj 1: λ = 3, ∆ = 6,

Slu~aj 2: λ = 3, ∆ = 5,

Slu~aj 3: λ = 3, ∆ = 4.

Slu~aj 1: PremaLemi 1.9, n3−n1 ≥ 0. Primenom jednakosti (1.10) dobijamo:

−n1 + n3 + 2n4 + 3n5 + 4n6 = 4

odakle je:

(1.11) n1 = n3; n4 = n5 = 0; n6 = 1.

Na osnovu (1.7) je:

−2n1 − 2n2 + 4n4 + 10n5 + 18n6 = 0,

{to zajedno sa (1.11) implicira
n1 + n2 = 9.

Postoji 10 mogu}ih podslu~ajeva za vrednosti n1, n2, n3 i n6 u kojima su zado-
voqeni navedeni uslovi. Oni su navedeni u slede}oj tabeli:
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n1 n2 n3 n6

(i) 0 9 0 1
(ii) 1 8 1 1
(iii) 2 7 2 1
(iv) 3 6 3 1
(v) 4 5 4 1
(vi) 5 4 5 1
(vii) 6 3 6 1
(viii) 7 2 7 1
(ix) 8 1 8 1
(x) 9 0 9 1

Kako je λ = 3, zbir stepena svih {est suseda 6-~vora mora biti jednak 18,
odakle sledi da su svi ovi susedi 3-~vorovi. U podslu~ajevima (i) − (vi) je
n3 < 6 pa su oni nemogu}i.

Svaki ~vor susedan sa 6-~vorom ima jo{ dva suseda, ~iji zbir stepena mora
biti 3. Odavde, svaki ~vor susedan sa 6-~vorom susedan je i sa 2-~vorom. Ovo je
mogu}e jedino ako je n2 ≥ 3, {to elimini{e podslu~ajeve (viii)− (x).

Preostaje jo{ podslu~aj (vii). Sada se neposredno utvr|uje da graf G1,
prikazan na slici 1.3, sadr`i ~vorove ~iji stepeni zadovoqavaju uslove (vii),
kao i da je to jedinstveni 3-harmonijski graf sa ovom osobinom.

Slu~aj 2: Jednakosti (1.10) i (1.7) sada postaju:

−n1 + n3 + 2n4 + 3n5 = 4

i

−2n1 − 2n2 + 4n4 + 10n5 = 0,

{to zajedno sa nejednako{}u n3 − n1 ≥ 0 implicira

n1 + n2 = 5; n3 = n1 + 1; n4 = 0; n5 = 1.

Ovi uslovi su zadovoqeni u slede}im podslu~ajevima:

n1 n2 n3 n5

(i) 0 5 1 1
(ii) 1 4 2 1
(iii) 2 3 3 1
(iv) 3 2 4 1
(v) 4 1 5 1
(vi) 5 0 6 1
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Po{to 5-~vor mora imati pet suseda stepena 3, podslu~ajevi (i) − (iv), u
kojima je n3 < 5, su nemogu}i.

Svaki ~vor susedan sa 5-~vorom ima jo{ dva suseda ~iji je zbir stepena
jednak 4. Ovo su ili dva ~vora stepena 2, ili jedan 3-~vor i jedan vise}i ~vor.
Me|utim, u podslu~aju (v) je n1 = 4, n2 = 1, pa i ovaj podslu~aj otpada.

Preostaje jo{ podslu~aj (vi). Sada dobijamo grafG2 sa slike 1.3, koji zado-
voqava uslove ovog podslu~aja, i to je jedini graf (sa ta~no{}u do izomor-
fizma) koji zadovoqava ove uslove.

Slu~aj 3: Sada iz (1.10) dobijamo:

−n1 + n3 + 2n4 = 4

i pri tom je n4 ≥ 1. Odavde je n4 = 1 ili n4 = 2.
Podslu~aj 3.1 n4 = 1.

Jednakosti (1.10) i (1.7) postaju:

n3 − n1 = 2, n1 + n2 = 2

i imamo slede}e tri mogu}nosti:

n1 n2 n3 n4

(i) 0 2 2 1
(ii) 1 1 3 1
(iii) 2 0 4 1

koje sve otpadaju. Naime, (i) i (ii) opadaju, jer su u kontradikciji sa uslovom
da 4-~vor mora imati ~etiri suseda koji su svi 3-~vorovi. Svaki sused 4-~vora
ima jo{ dva suseda, od kojih je jedan 3-~vor, a drugi 2-~vor, odakle sledi da
otpada i mogu}nost (iii).

Podslu~aj 3.2 n4 = 2.
Jednakosti (1.10) i (1.7) postaju:

n3 = n1, n1 + n2 = 4 ,

pa su mogu}e slede}e kombinacije brojeva n1, n2, n3 i n4:
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n1 n2 n3 n4

(i) 0 4 0 2
(ii) 1 3 1 2
(iii) 2 2 2 2
(iv) 3 1 3 2
(v) 4 0 4 2

Ako ova dva 4-~vora nisu susedna, tada svi wihovi susedi moraju biti 3-
~vorovi, odakle je n3 ≥ 4, pa otpadaju mogu}nosti (i) − (iv). Kombinacija (v)
je mogu}a, odakle dobijamo jedinstveni harmonijski graf G3 predstavqen na
slici 1.3.

Ako su dva ~vora stepena 4 me|usobno susedna, tada svaki od wih ima jo{
tri suseda, ~iji je zbir stepena 8. Jedina mogu}a particija broja 8 je 2+3+3,
odakle je n3 ≥ 2, pa su nemogu}i slu~ajevi (i) i (ii). 2-~vor susedan sa 4-~vorom
mora biti susedan sa jo{ jednim 2-~vorom, odakle je n2 ≥ 2, pa su nemogu}i i
slu~ajevi (iv) i (v). Preostaje jo{ mogu}nost (iii), odakle dobijamo graf G4, sa
slike 1.3. Na ovaj na~in su iscrpqeni sve mogu}nosti, ~ime je zavr{en dokaz
teoreme. 2

Dabismokomletiralilistupovezanih, tricikli~nih harmonijskih grafova,
dokaza}emo slede}u teoremu.

Teorema 1.5. Graf K4 je jedini regularan povezan tricikli~ni graf.

Dokaz. Neka je r stepen tra`enog regularnog grafa. Na osnovu prethodnih
razmatrawa mo`emo pretpostaviti da je r ≥ 3. Prema Lemi 1.10, ako je c = 3,
tada r ne prelazi 3, pa treba ispitati samo slu~aj r = 3. Iz jednakosti (1.10)
dobijamo n = n3 = 4, pa je graf K4 jedini regularan povezan tricikli~ni
graf. 2

1.3.4 Tetracikli~ni grafovi

Teorema 1.6. [6] Postoji ta~no 18 neregularnih povezanih tetracikli~nih
harmonijskih grafova, prikazanih na slici 1.4.

Dokaz. Na osnovu Leme 1.2 i Posledice 1.2 zakqu~ujemo da ne postoje
povezani tetracikli~ni 1-harmonijskii 2-harmonijski grafovi. Pretpostavimo,
sada, da je λ ≥ 3. Na osnovu Leme 1.10 zakqu~ujemo da λ ne mo`e biti ve}e od
3. Dakle, ne postoje povezani tetracikli~ni λ-harmonijski grafovi za λ > 3.
Potrebno je jo{ ispitati slu~aj λ = 3. Za maksimalni stepen ~vorova ∆
proizvoqnog povezanog tetracikli~nog 3-harmonijskog grafa va`i ∆ ≤ 6
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Slika 1.4

(Posledica 1.1). Zbog toga je potrebno, uzimaju}i u obzir Lemu 1.3(b), ispitati
slede}a tri slu~aja:
Slu~aj 1: λ = 3, ∆ = 6

Slu~aj 2: λ = 3, ∆ = 5

Slu~aj 3: λ = 3, ∆ = 4.
Slu~aj 1. Na osnovu Leme 1.9, sledi da je n3−n1 ≥ 0. Sada iz relacije (1.10),

za c = 4, dobijamo:

−n1 + n3 + 2n4 + 3n5 + 4n6 = 6

odakle je

2n4 + 3n5 + 4n6 − 6 = n1 − n3 ≤ 0 .
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pa zakqu~ujemo da je

(1.12) n4 ≤ 1; n5 = 0; n6 = 1.

Na osnovu (1.7) sledi

−2n1 − 2n2 + 4n4 + 10n5 + 18n6 = 0

{to zajedno sa (1.12), implicira

n1 + n2 = 9 + 2n4.

Na osnovu Leme 1.5, 6-~vor mo`e biti susedan samo sa ~vorovima stepena 3.
Dva suseda bilo kog 3-~vora, susednog sa 6-~vorom, moraju biti 2-~vor i 1-~vor
(tj. vise}i ~vor). Zbog toga je n1 ≥ 6 i n2 ≥ 3. Daqe razlikujemo slede}a dva
podslu~aja.

Podslu~aj 1.1.

(1.13) n4 = 0; n5 = 0; n6 = 1; n3 = n1 + 2; n1 + n2 = 9.

Sada je n1 = 6, n2 = 3, n3 = 8, n4 = 0, n5 = 0, n6 = 1. Svaki od tri 2-~vora
mora biti susedan sa dva 3-~vora (koji pak moraju biti susedni sa 6-~vorom), pa
na ovaj na~in preostaju dva 3-~vora. Zbog toga ne mo`e postojati 3-harmonijski
graf koji zadovoqava uslove (1.13).

Podslu~aj 1.2.

(1.14) n4 = 1; n5 = 0; n6 = 1; n3 = n1; n1 + n2 = 11.

4-~vor i 6-~vor mogu biti susedni samo sa 3-~vorovima, odakle sledi n3 ≥ 10.
Kako je sada n2 ≥ 3, va`i n1 = n3 ≥ 10 i n1 + n2 ≥ 13, {to je u kontradikciji
sa posledwom jednako{}u u (1.14). Zbog toga ne mo`e postojati 3-harmonijski
graf koji zadovoqava uslove (1.14).

Slu~aj 2. Relacije (1.7) i (1.10) sada postaju

−2n1 − 2n2 + 4n4 + 10n5 = 0
−n1 + n3 + 2n4 + 3n5 = 6 ,

{to zajedno sa relacijom n3 − n1 ≥ 0, implicira n4 = 0, n5 = 2 ili n4 =
1, n5 = 1 ili n4 = 0, n5 = 1. Zbog toga razlikujemo slede}a tri podslu~aja.
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Podslu~aj 2.1.

(1.15) n4 = 0; n5 = 2; n3 = n1; n1 + n2 = 10.

Na osnovu Leme 1.5, svaki 5-~vor je susedan samo sa 3-~vorovima. zbog toga
je n3 ≥ 10 i n1 ≥ 10, i imaju}i u vidu posledwu jednakost u (1.15), dobijamo
n1 = 10, n2 = 0, n3 = 10, n4 = 0, n5 = 2. Ozna~imo ova dva 5-~vora sa u
i v. Ozna~imo 3-~vorove susedne ~vorovima u i v sa x1, . . . , x5 i y1, . . . , y5,
respektivno. Tri suseda bilo kog 3-~vora su 5-~vor, 3-~vor i 1-~vor. Graf
indukovan pomo}u 3-~vorova je 5K2, i postoje ili jedna ili tri ili pet grana
koje povezuju ~vorove skupova {x1, . . . , x5} i {y1, . . . , y5}. Na osnovu ovoga,
grafovi G1, G2 i G3, prikazani na slici 1.4, su jedini 3-harmonijski grafovi
u ovom slu~aju.

Podslu~aj 2.2.

(1.16) n4 = 1; n5 = 1; n3 = n1 + 1; n1 + n2 = 7.

U ovom slu~aju su, prema Lemi 1.5, 5-~vor i 4-~vor susedni samo sa 3-~voro-
vima. Osim toga, nijedan 3-~vor ne mo`e biti istovremeno susedan sa 5-~vorom
i 4-~vorom. Zbog toga je n3 ≥ 9, {to implicira n1 = n3 − 1 ≥ 8 i n1 + n2 ≥ 8.
Ovo je suprotno posledwoj jednakosti u (1.16), odakle sledi da ne postoji 3-
harmonijski graf koji zadovoqava uslove (1.16).

Podslu~aj 2.3.

(1.17) n4 = 0; n5 = 1; n3 = n1 + 3; n1 + n2 = 5.

Ako postoji 3-harmonijski graf koji zadovoqava uslove (1.17), tada wegovi
~vorovi imaju slede}e osobine:
(i) 5-~vor je susedan samo sa 3-~vorovima (Lema 1.5), odakle sledi n3 ≥ 5 i
n1 = n3 − 3 ≥ 2.
(ii) 1-~vorovi mogi biti susedni samo sa onim 3-~vorovima koji su susedni sa
5-~vorom.
(iii) Svaki 2-~vor je susedan sa dva 3-~vora. Osim toga va`i n2 6= 1, jer u
suprotnom bi 3-~vor, susedan sa 2-~vorom, bio susedan ili sa jo{ jednim 2-
~vorom ili sa 4-~vorom, {to je u oba slu~aja nemogu}e.
(iv) Ta~no n1 3-~vorova, koji su susedni sa 5-~vorom, susedni su sa jednim 3-
~vorom i jednim 1-~vorom. Svaki od preostalih 5− n1 3-~vorova, susednih sa
5-~vorom, susedan je sa parom 2-~vorova.

Imaju}i u vidu prethodno razmatrawe, sledi da parametri n1, n2, n3, n4, n5

mogu imati slede}e vrednosti:
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n1 n2 n3 n4 n5

(a) 2 3 5 0 1
(b) 3 2 6 0 1
(v) 5 0 8 0 1

(a) Na osnovu osobina (i)-(iv), zakqu~ujemo da je graf G4 (slika 1.4) jedini
3-harmonijski graf koji zadovoqava uslove (a).

(b) Jedini 3-~vor koji nije susedan sa 5-~vorom, susedan je sa druga tri 3-
~vora, odakle sledi da je graf G5, sa slike 1.4, jedini 3-harmonijski graf koji
zadovoqava uslove (b).

(v) Svaki od 3-~vorova, koji je nesusedan sa 5-~vorom, susedan je samo sa
3-~vorovima. Graf indukovan ovim ~vorovima je K3 ili P3. Zbog toga su
grafovi G6 i G7 (slika 1.4) jedini 3-harmonijski grafovi koji zadovoqavaju
uslove (v).

Slu~aj 3. Jednakosti (1.10) i (1.7) sada postaju:

−n1 + n3 + 2n4 = 6 , n1 + n2 = 2n4 .

Po{to je n3 − n1 ≥ 0, sledi da n4 mo`e imati vrednosti 1, 2 ili 3. Sada
razlikujemo slede}a tri podslu~aja:

Podslu~aj 3.1.

(1.18) n4 = 1; n3 = n1 + 4; n1 + n2 = 2.

U ovom slu~aju je n1 = 0. Zaista, ako bi bilo n1 > 0 tada bi 3-~vor, susedan
sa 1-~vorom, bio tako|e susedan sa dva 4-~vora, {to je nemogu}e. Zbog toga je
n1 = 0, n2 = 2, n3 = 4, n4 = 1. 4-~vor mora biti susedan sa ~etiri 3-~vora.
Svaki 3-~vor je susedan sa 2-~vorom, 3-~vorom i 4-~vorom. Odavde zakqu~ujemo
da su grafovi G8 i G9 (slika 1.4) jedini sa tra`enim osobinama.

Podslu~aj 3.2.

(1.19) n4 = 2; n3 = n1 + 2; n1 + n2 = 4.

^vorovi 3-harmonijskih grafova koji zadovoqavaju uslove (1.19) imaju sle-
de}e osobine:
(i) Svaki 1-~vor susedan je sa 3-~vorom.
(ii) n1 3-~vorova susedno je sa jednim 1-~vorom i dva 4-~vora. Preostala dva
3-~vora susedna su sa po jednim 2-~vorom, 3-~vorom i 4-~vorom.
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(iii) Ta~no jedan 2-~vor je susedan sa dva 3-~vora. Svi ostali 2-~vorovi susedni
su sa po jednim 2-~vorom i 4-~vorom. Zbog toga je broj 2-~vorova neparan.
(iv) Svaki 4-~vor susedan je sa parnim brojem ~vorova neparnog stepena (tj. sa
parnim brojem 3-~vorova).

Na osnovu prethodnog, sledi da parametri n1, n2, n3, n4 mogu imati slede}e
vrednosti:

n1 n2 n3 n4

(a) 3 1 5 2
(b) 1 3 3 2

GrafoviG10 iG11, prikazani na slici 1.4, su jedini 3-harmonijski grafovi
koji zadovoqavaju uslove (a) i (b), respektivno.

Podslu~aj 3.3.

(1.20) n4 = 3; n3 = n1; n1 + n2 = 6.

Sada ~vorovi imaju slede}e osobine:
(i) Svaki 1-~vor je susedan sa 3-~vorom.
(ii) Svaki 3-~vor je susedan sa jednim 1-~vorom i dva 4-~vora.
(iii)Svaki 2-~vor je susedan sa 4-~vorom i 2-~vorom. Zbog toga je broj 2-~vorova
paran.
(iv) Svaki 4-~vor susedan je sa parnim brojem ~vorova stepena 3.

Sada parametri n1, n2, n3, n4 mogu imati slede}e vrednosti:

n1 n2 n3 n4

(a) 6 0 6 3
(b) 4 2 4 3
(v) 2 4 2 3
(g) 0 6 0 3

(a) Uzimaju}i u obzir svojstva (ii) i (iv) zakqu~ujemo da su 3- ~vorovi sa
4-~vorovima povezani pomo}u ta~no 12 grana, i da je svaki 4-~vor susedan sa
~etiri 3-~vora. Na ovaj na~in dobijamo graf G12 (slika 1.4).

(b) Uzimaju}i u obzir svojstva (ii) i (iv) zakqu~ujemo da su 3-~vorovi i
4-~vorovi povezani pomo}u ta~no 8 grana. Osim toga, jedan 4-~vor je susedan
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sa ~etiri 3-~vora, dok su preostala dva 4-~vora susedna sa jednim 2-~vorom,
jednim 4-~vorom i dva 3-~vora. Na ovaj na~in dolazimo do grafa G13 (slika
1.4).

(v) Sada, imaju}i u vidu (ii) i (iv), zakqu~ujemo da dva 3-~vora moraju biti
susedna sa istim parom 4-~vorova. Ova dva 4-~vora ne mogu biti susedna, jer u
suprotnom, tre}i 4-~vor bi bio susedan samo sa 2-~vorovima, {to je nemogu}e.
Osim toga, svaki 4-~vor, susedan sa 3-~vorovima, susedan je tako|e sa jednim
2-~vorom i jednim 4-~vorom. Ako uzmemo u obzir i me|usobnu povezanost 2-
~vorova, dolazimodo grafovaG14 iG15 (slika 1.4), koji su jedini 3-harmonijski
grafovi koji zadovoqavaju vrednosti parametara date pod (v).

(g) Svaki 4-~vor je susedan sa po dva 2-~vora i dva 4-~vora. Dakle, 4-
~vorovi moraju biti me|usobno susedni. Na osnovu ovoga, i imaju}i u vidu
(iii), dobijamo da su grafovi G16, G17 i G18, sa slike 1.4, jedini 3-harmonijski
grafovi koji zadovoqavaju vrednosti pod (g).

Na ovaj na~in su ispitani svi mogu}i slu~ajevi, ~ime je zavr{en dokaz
teoreme. 2

Listupovezanih tetracikli~nih harmonijskih grafova kompletira slede}a
teorema.

Teorema 1.7. [6] Postoje ta~no 2 regularna povezana tetracikli~na grafa,
prikazana na slici 1.5.

Slika 1.5

Dokaz. Na osnovu prethodnih razmatrawa zakqu~ujemo da je λ = 3. Iz
jednakosti (1.10) dobijamo n = n3 = 6. Poznato je ( [21]) da postoje ta~no dva
kubna grafa sa 6 ~vorova, i to su grafovi G19 i G20, sa slike 1.5.

Sada mo`emo sumirati rezultate prou~avawa harmonijskih grafova sa
malim brojem kontura. Dakle, dobijene su slede}e vrednosti za broj povezanih
c-cikli~nih regularnih i neregularnih harmonijskih grafova:
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c regularni c-cikli~ni neregularni c-cikli~ni Napomena
0 1 beskona~no po jedan za svako λ ≥ 1
1 beskona~no 0 po jedan za svako n ≥ 3; λ = 2
2 0 0
3 1 4 svi sa λ = 3
4 2 18 svi sa λ = 3
≥ 5 kona~no kona~no

1.4 Integralni 3-harmonijski grafovi

U ovom odeqku bi}e prou~avani povezani 3-harmonijski grafovi ~ije su
sve sopstvene vrednosti celi brojevi. Problem odre|ivawa svih grafova sa
celobrojnim spektrom (tj. integralnih grafova) inicirali su F. Harary i A.
Schwenk jo{ 1974. godine u radu [28]. Ispostavilo se da je ovaj problem veoma
te{ko re{iti u op{tem slu~aju, pa je on re{avan za neke klase grafova. U ovom
odeqku }e biti dato re{ewe ovog problema u klasi povezanih 3-harmonijskih
grafova.

Najpre }e biti izlo`eni neki rezultati (bez dokaza) koji se odnose na
spektar grafova, a koji }e biti kori{}eni u ciqu odre|ivawa pomenutih
grafova.

Lema 1.11. [44] Neka je G graf ~iji je indeks λ1. Tada je λ1 ≤ 2 (λ1 < 2) ako i
samo ako je svaka komponenta grafa G podgraf (pravi podgraf) nekog od grafova
sa slike 1.6, ~iji je indeks jednak 2.

Slika 1.6

Grafovi prikazani na slici 1.6 poznati su kao Smith-ovi grafovi.

Lema 1.12. [38]Neka grafG ima oblik kao na slici 1.7, gde je x artikulacioni
~vor, dok su G1 i G2 komponente grafa G − x. Ako je λ1(G1) > 2 i λ1(G2) ≥ 2,
tada je λ2(G) > 2.
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Slika 1.7

Ina~e, problem integralnih grafova re{en je u klasi regularnih kubnih
grafova. Naime, 1976. F.C.Bussemaker i D.Cvetkovi} [9, 22] odredili su sve
povezane kubne integralne grafove. U isto vreme, nezavisno od wih, do istog
rezultata do{ao je i A.Schwenk [40]. Oni su dokazali da postoji ta~no 13
takvih grafova.

Na osnovu ovoga, zakqu~ujemo da je dovoqno razmatrati samo neregularne
3-harmonijske integralne grafove, jer je u slu~aju regularnih problem re{en.

U ciqu re{avawa ovog problema bi}e kori{}en slede}i rezultat.

Teorema 1.8. [43] Postoji ta~no 13 povezanih neregularnih nebipartitnih
grafova ~iji je maksimalan stepen ~vorova jednak ~etiri. Ta~no tri od wih su
integralni grafovi. Ovi grafovi prikazani su na slici 1.8.

Slika 1.8

Pre|imo na re{avawe pomenutog problema. Neka je G = (V (G), E(G)),
|V (G)| = n, |E(G)| = m, povezan neregularan 3-harmonijski integralan graf
~iji su ~vorovi ozna~eni sa v1, v2, . . . , vn. Neka su sa λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn

ozna~ene sopstvene vrednosti grafa G i neka je ∆ = ∆(G) = max1≤i≤n d(vi).
Ozna~imo sa r proizvoqan ~vor grafa G stepena ∆. Neka su V1, V2, . . . skupovi
~vorova grafa G koji su na rastojawu 1, 2, . . . od ~vora r, respektivno. Neka je
V0 = {r}. Poznato je ([17]) da broj p razli~itih sopstvenih vrednosti grafa
G ograni~ava wegov dijametar D. Naime, va`i da je D ≤ p− 1.

Na osnovu Leme 1.5 neposredno zakqu~ujemo da va`i slede}e tvr|ewe.

Tvr|ewe 1.1. [35] Neka je 5 ≤ ∆ ≤ 7. Tada je svaki ~vor iz skupa V1 stepena
3.
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Daqe }emo posebno prou~avati slu~aj bipartitnih i slu~aj nebipartitnih
grafova.

1.4.1 Nebipartitni grafovi

Teorema 1.9. [35] Postoje ta~no 3 povezana neregularna nebipartitna 3-
harmonijska integralna grafa. To su grafovi S1, S2 i S3, sa slike 1.8.

Dokaz. Neka je G povezan neregularan nebipartitan 3-harmonijski inte-
gralan graf. Kako je indeksλ1 grafaG sada jednak 3, i pri tom−3pripada spek-
tru grafaG ako i samo ako je grafG bipartitan, zakqu~ujemo da spektar grafa
G le`i u intervalu [−2, 3]. Tako|e, va`i da je −2 sopstvena vrednost grafa
G, jer u suprotnom bi graf G bio kompletan, a time i regularan graf. Dakle,
za graf G va`i λ1 = 3, λ2 ≤ 2 i λn = −2. Prema Interlacing teoremi (Lema
2.1) , ako je G′ pravi indukovani podgraf grafa G, va`i λ1(G

′) < λ1(G) = 3,
λ2(G

′) ≤ λ2(G) ≤ 2 i λn′(G
′) ≥ λn(G) = −2 (λn′ je najmawa sopstvena vrednost

grafa G′, a λn je najmawa sopstvena vrednost grafa G).
Tada, na osnovu Leme 1.3 (b) i Leme 1.4, va`i 4 ≤ ∆ ≤ 7. Kada je 6 ≤ ∆ ≤ 7,

podgraf grafaG, indukovan skupom ~vorova V1, je graf bez grana (u suprotnom,
graf G nije harmonijski graf). Odavde sledi da graf G sadr`i kao pravi
indukovani podgraf graf H3 sa slike 1.9, za koji je λ6(H3) = −2, 236 < −2,
{to je kontradikcija.

Slika 1.9

Ako je ∆ = 5, tada je podgraf grafa G, indukovan skupom V1, jedan od
grafova 2K2 ∪K1, K2 ∪ 3K1 i 5K1 (u suprotnom, G nije harmonijski graf) pa
graf G sadr`i, kao pravi indukovani podgraf, jedan od grafova H1, H2 i H3

sa slike 1.9. Kako je λ6(H2) = −2, 086 < −2, λ6(H3) = −2, 236 < −2, graf G
mo`e sadr`ati, kao pravi indukovani podgraf, jedino graf H1. Po{to broj
razli~itih sopstvenih vrednosti grafaG ne mo`e biti ve}i od 6, to dijametar
D grafa G ne mo`e biti ve}i od 5. Me|utim, sada se jednostavno uo~ava da ne
postoje 3-harmonijski grafovi sa dijametrom D ≤ 5, koji sadr`e graf H1 kao
pravi indukovani podgraf, pa zakqu~ujemo da tako|e ne mo`e biti ni ∆ = 5.

Preostaje jo{ jedino mogu}nost ∆ = 4. Na osnovu Teoreme 1.8, u skupu
svih povezanih neregularnih nebipartitnih grafova sa ∆ = 4, postoji ta~no
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13 integralnih grafova, od kojih su ta~no tri 3-harmonijski grafovi. To su
grafovi S1, S2 i S3, prikazani na slici 1.8. 2

1.4.2 Bipartitni grafovi

Neka je T skup svih povezanih neregularnih bipartitnih 3-harmonijskih
integralnih grafova. Po{to je spektar bipartitnih grafova simetri~an,
pored nekih spektralnih svojstava pomenutih u prethodnom odeqku o nebi-
partitnim grafovima, sada va`i i da −3 pripada spektru, odakle sledi da je
gorwa granica za dijametar D ovih grafova jednaka 6 (a ne 5 kao u prethod-
nom slu~aju). Zakqu~ujemo, na osnovu Interlacing teoreme, da za svaki pravi
indukovani podgraf G′ grafa G va`i: λ1(G

′) < λ1(G) = 3, λ2(G
′) ≤ λ2(G) ≤ 2

i λn′(G
′) > λn(G) = −3.

Kako jeD ≤ 6, broj skupova V1, V2, . . . je ograni~en. Ozna~imo saGA podgraf
grafa G indukovan skupom ~vorova V0 ∪ V1 ∪ V2, a sa GB podgraf grafa G
indukovan preostalim ~vorovima (mo`emo re}i da je GA indukovan pomo}u
prva dva nivoa ~vorova, a GB pomo}u ostalih). Sada va`i slede}e tvr|ewe:

Tvr|ewe 1.2. [35] Ako G ∈ T tada je λ1(GB) < 2.

Dokaz. Dokaza}emo da je λ1(H) < 2 za svaku komponentu H grafa GB.
Razlikujemo slede}a dva slu~aja:

Slu~aj 1. 5 ≤ ∆ ≤ 7. Pretpostavimo da postoji komponenta grafaGB, npr.
H , takva da je λ1(H) ≥ 2. Neka je x ∈ V2 ~vor susedan sa bilo kojim ~vorom uH .
Ovaj ~vor x je artikulacioni ~vor u podgrafu grafa G indukovanom skupom
~vorova V0 ∪ V1 ∪ {x} ∪ V (H). Me|utim, sada na osnovu Leme 1.12 i Interlacing
teoreme, dobijamo da je λ2(G) > 2, kontradikcija.

Slu~aj 2. ∆ = 4. Neka je r bilo koji ~vor grafa G stepena 4. Tada skup V1

sadr`i ~etiri ~vora stepena 4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2 ili 3, 3, 3, 3 (slika 1.10) pa
razlikujemo odgovaraju}a tri podslu~aja, respektivno.

U svakom od ovih podslu~ajeva je indeks grafa GB jednak najvi{e 2, i ako
je H bilo koja komponenta grafa GB ~iji je indeks jednak 2, tada je svaki ~vor
iz V2 susedan sa bar jednim ~vorom iz H (u suprotnom, dobijamo analogno kao
u Slu~aju 1, da je λ2(G) > 2, kontradikcija). Zbog toga, skup V2 ne sadr`i
~vorove stepena 1.

Ako GB ima s(r) komponenti ~iji je indeks jednak 2, tada je s(r) ≤ 1 (u
suprotnom su svi ~vorovi iz skupa V2 stepena ve}eg ili jednakog 3, {to je
nemogu}e).

Neka jeH komponenta grafaGB ~iji je indeks jednak 2. Tada skup V2 sadr`i
~etiri ~vora stepena 2, od kojih je svaki susedan ta~no sa jednim~voromiz skupa
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Slika 1.10

V1 i ta~no sa jednim ~vorom komponente H koji pripada skupu V3. Po{to je G
harmonijski graf, a komponenta H ne sadr`i izolovane ~vorove, zakqu~ujemo
da u podslu~ajevima (A) i (B) postoji ~vor stepena 4 u V4 koji pripada H . I
u podslu~aju (V) postoji ~vor stepena 4 u V4 koji pripada H (jer ne postoje
~vorovi stepena 4 u V2). Na osnovu Leme 1.11 zakqu~ujemo da je H = S1,4 u sva
tri slu~aja.

O~igledno, sada je svaki ~vor izH susedan sa najvi{e jednim ~vorom stepena
2 iz V2. Ozna~imo sa v1, v2, v3, v4 ~vorove iz H koji su susedni sa opisanim
~vorovima stepena 2 iz skupa V2. Tada su ~vorovi v1, v2, v3, v4 stepena 2, 2, 4, 4 u
podslu~aju (A), 2, 3, 3, 4 u podslu~aju (B) i 3, 3, 3, 3 u podslu~aju (V), respektivno
(slika 1.10).

Skup V2 ne sadr`i ~vorove stepena 4 ni u podslu~ajevima (A) i (B) (u suprot-
nom je |V (H)| > 5, {to je nemogu}e). Sledi da skup V2 sadr`i ta~no ~etiri
~vora stepena 2 u sva tri slu~aja.

Ozna~imo sa V 3
2 skup svih ~vorova stepena 3 iz skupa V2. Po{to postoje

ta~no ~etiri grane koje povezuju ove ~vorove sa ~vorovima skupa V1, i ta~no
~etiri grane koje ih povezuju sa ~vorovima v1, v2, v3, v4, zakqu~ujemo da je
3 ≤ |V 3

2 | ≤ 4.
Sada }emo ispitati posebno svaki od podslu~ajeva (A), (B), (V).
Podslu~aj (A). U ovom podslu~aju je |V 3

2 | = 4 (u suprotnom, skup V2 sadr`i
~vor stepena 3, koji je susedan sa ~vorom stepena 1 komponente H , kontradik-
cija). Zakqu~ujemo da je G jedan od grafova G1 i G2 sa slike 1.11, ali oni nisu
integralni grafovi.

Podslu~aj (B). U ovom podslu~aju je |V 3
2 | = 4 (u suprotnom, skup V2 sadr`i

~vor stepena 3, koji je susedan sa ~vorom stepena 2 iz komponente H , {to je
nemogu}e, iliG nije harmonijskiu graf). Zakqu~ujemo da jeG jedan od grafova
G3 i G4 sa slike 1.11, koji nisu integralni, ili graf GB sadr`i komponentu
H1, razli~itu od H , ~iji je indeks ve}i ili jednak 2, {to je tako|e nemogu}e.

Podslu~aj (V). U ovom slu~aju dobijamo da graf GB sadr`i komponentu H1,
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Slika 1.11

razli~itu od H , ~iji je indeks ve}i ili jednak 2, {to je nemogu}e.
Dakle, va`i da je λ1(H) < 2, za svaku komponentu H grafa GB. 2

Posledica 1.3. [35] Svaka komponenta H grafa GB sadr`i najvi{e jedan
~vor stepena 3 i ne sadr`i ~vorove stepena ve}eg od 3.

Dokaz. PremaLemi 1.11, svaka komponentaH grafaGB je pravi indukovani
podgraf nekog od Smith-ovih grafova (slika 1.6), tj. indukovani podgraf
jednog od dva grafa prikazanih na slici 1.12, odakle sledi tvr|ewe. 2

Slika 1.12

Posledica 1.4. [35] GrafGB je acikli~ni graf (tj. graf bez kontura, {uma).

Tvr|ewe 1.3. [35] Neka je 5 ≤ ∆ ≤ 7. Tada je svaki ~vor iz skupa V2 stepena
maweg ili jednakog 3. Tako|e va`i da je svaki ~vor stepena 2 iz V2 susedan sa
ta~no dva ~vora skupa V1.

Dokaz. Ako je ∆ = 7, svi ~vorovi iz skupa V2 su vise}i ~vorovi (tj. 1-
~vorovi). Ako je ∆ = 6, svi ~vorovi iz skupa V2 su stepena 1 ili 2. Ako je
∆ = 5, svi ~vorovi iz skupa V2 su stepena 1, 2 ili 3.

Neka je x ~vor stepena 2 iz V2 i y ∈ V3 ~vor, takav da (x, y) ∈ E(G). Tada
je d(y) = 3 i postoji ~vor z ∈ V4 stepena ve}eg od 3, {to je u kontradikciji sa
Posledicom 1.3. Dakle, ~vor x je susedan sa ta~no dva ~vora iz skupa V1. 2

Tvr|ewe 1.4. [35] Neka je ∆ = 5. Tada:

10 Svaki ~vor stepena 3 iz skupa V3 susedan je sa bar dva ~vora stepena 3 iz
V2.
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20 Skup V3 sadr`i najvi{e jedan ~vor stepena ve}eg od 3.

30 Skup V3 ne sadr`i ~vorove stepena 4.

Dokaz.
10 Na osnovu Tvr|ewa 1.3, svaki ~vor iz V3 mo`e u skupu V2 imati susede

jedino stepena 3. Ako postoji ~vor x ∈ V3 stepena 3, koji je susedan sa ta~no
jednim ~vorom iz V2, tada postoji komponenta H grafa GB koja sadr`i ~vor
stepena ve}eg od 3 ili dva ~vora stepena 3, {to je nemogu}e na osnovuPosledice
1.3.

20 Pretpostavimo suprotno, tj. da skup V3 sadr`i dva ~vora x i y, takva da
je d(x) ≥ 4 i d(y) ≥ 4. Na osnovu Tvr|ewa 1.3, ~vorovi x i y mogu u V2 imati
samo susede stepena 3. Tako|e, svaki ~vor stepena 3 iz V2 mo`e biti susedan sa
ta~no jednim od ~vorova x i y. Kako skup V2 sadr`i najvi{e 5 ~vorova stepena
3 zakqu~ujemo da postoji komponenta H grafa GB koja sadr`i ~vor stepena
ve}eg od 3 ili dva ~vora stepena 3, {to je nemogu}e.

30 Pretpostavimo da skup V3 sadr`i ~vor stepena 4. Taj ~vor je susedan sa
najmawe tri ~vora stepena 3 iz V2, jer u suprotnom slu~aju postoji komponenta
H grafa GB koja sadr`i ~vor stepena ve}eg od 3 ili dva ~vora stepena 3, {to
je nemogu}e. Kako je n4 = 1, n5 = 1, na osnovu jednakosti (1.7) zakqu~ujemo da je
n1 + n2 = 7. Skup V2 sadr`i ta~no pet ~vorova stepena 1 ili 2, skup V3 ta~no
dva ~vora stepena 2, a skup V4 mo`e sadr`ati samo ~vorove stepena 3. Ozna~imo
sa s2,4 broj grana koje povezuju ~vorove iz V2 ∪ V4 sa ~vorovima iz skupa V3, a sa
s3 broj grana koje povezuju ~vorove iz skupa V3 sa ~vorovima iz skupa V2 ∪ V4.
Lako se proverava da je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e. 2

Sada razlikujemo slede}a ~etiri slu~aja:
Slu~aj 1. ∆ = 7. Na osnovu Tvr|ewa 1.1 i 1.3 zakqu~ujemo da je Vi = ∅ (i ≥ 3)

pa je G graf G5 sa slike 1.13. Me|utim, graf G5 nije integralan.
Slu~aj 2. ∆ = 6. Na osnovu Tvr|ewa 1.1 i 1.3, sledi da je Vi = ∅ (i ≥ 3) pa je

G graf G6 sa slike 1.13. Me|utim, graf G6 tako|e nije integralan.

Slika 1.13

Slu~aj 3. ∆ = 5. Ozna~imo sa V 2
2 i V 3

2 skup ~vorova iz V2 stepena 2 i 3,
respektivno. Tada je V 2

2 = ∅ ili 2 ≤ |V 2
2 | ≤ 5, pa razlikujemo slede}a dva

podslu~aja:
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Slika 1.14

Podslu~aj 3.1. V 2
2 = ∅. Na osnovu Tvr|ewa 1.1 i 1.3 imamo pet mogu}nosti

(slika 1.14).
U slu~aju (a) je |V 3

2 | = 2, u slu~ajevima (b) i (v) je |V 3
2 | = 3, u slu~aju (g) je

|V 3
2 | = 4 i u slu~aju (d) je |V 3

2 | = 5.

Slika 1.15

U slu~ajevima (a)-(g) skup V3 ne sadr`i ~vor stepena 5 (u suprotnom, graf
G nije harmonijski ili postoji komponenta H grafa GB koja sadr`i bar dva
~vora stepena 3, {to je nemogu}e). Zakqu~ujemo da je n4 = 0, n5 = 1, i prema
jednakosti (1.7) je n1 + n2 = 5. Uo~avamo da skupovi Vi (i ≥ 3) sadr`e samo
~vorove stepena 3. Ali tada, u svim slu~ajevima (a)-(g), je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa
G nije harmonijski graf.

U slu~aju (d) skup V3 sadr`i ~vor stepena 5 (u suprotnom, graf G nije
harmonijski) pa je G graf G7 sa slike 1.15, koji nije integralan.
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Podslu~aj 3.2. 2 ≤ |V 2
2 | ≤ 5. Na osnovu Tvr|ewa 1.1 i 1.3, zakqu~ujemo da

postoje slede}ih 9 mogu}nosti (slika 1.16).

Slika 1.16

U slu~ajevima (a), (b) i (v) je |V 2
2 | = 2, u slu~ajevima (g) i (d) je |V 2

2 | = 3, u
slu~ajevima (|) i (e) je |V 2

2 | = 4 i u slu~ajevima (`) i (z) je |V 2
2 | = 5.

U slu~ajevima (a), (`) i (z) va`i da je Vi = ∅ (i ≥ 3), pa je G jedan od grafova
G8, G9 iG10, sa slike 1.17, respektivno. GrafoviG8 iG9 su integralni, a graf
G10 nije.

U preostalim slu~ajevima skup V3 ne sadr`i ~vor stepena 5 ( u suprotnom,
postoji komponenta H grafa GB koja sadr`i bar dva ~vora stepena 3, {to
je nemogu}e). Dakle, n4 = 0, n5 = 1 i prema jednakosti (1.7) je n1 + n2 = 5.
Zakqu~ujemo da skupovi Vi (i ≥ 3) sadr`e samo ~vorove stepena 3.

U slu~aju (v), na osnovu Tvr|ewa 1.4,10, je 2 ≤ |V 3
2 | ≤ 3, pa je G jedan od

grafova G11 i G12 (slika1.17) respektivno, koji nisu integralni.
U slu~ajevima (b), (d), (|) i (e) skup V3 sadr`i ~vorove stepena 3 koji su

susedni sa ta~no jednim ~vorom stepena 3 iz V2, {to je na osnovu Tvr|ewa 1.4,10

nemogu}e. U slu~aju (g) je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa G nije harmonijski graf.
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Slika 1.17

Slu~aj 4. ∆ = 4. Za bilo koji ~vor r stepena 4, skup V1 sadr`i ~etiri ~vora
stepena 4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2 ili 3, 3, 3, 3 (slika 1.10). Ozna~imo sa ki broj
~vorova skupa V2 koji su pomo}u ta~no i grana povezani sa ~vorovima skupa V1.

Tvr|ewe 1.5. [35] Va`i:

(1.21)
4∑

i=1

i ki = 8

Tako|e je:

10 k3 + k4 ≤ 1; 20 k2 ≤ 4; 30 k1 ≤ 8.

Dokaz. Jednakost (1.21) je o~igledna (tj. postoji ta~no 8 grana koje povezuju
~vorove skupa V2 sa ~vorovima skupa V1).

10 Ako bi bilo k3 + k4 > 1, graf G ne bi bio harmonijski graf.
Nejednakosti 20 i 30 proizilaze iz (1.21). 2

Sada razlikujemo slede}a tri podslu~aja:

Podslu~aj 4.1 Postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi stepena 4, 4,
2, 2.

Podslu~aj 4.2 Postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi stepena 4, 3,
3, 2 i ne postoji ~vor stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi stepena 4, 4, 2, 2.
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Podslu~aj 4.3 Postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi stepena 3, 3,
3, 3 i ne postoji ~vor stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi stepena 4, 4, 2, 2 ili
stepena 4, 3, 3, 2.

U svakom od ovih podslu~ajeva razmatra}emo slede}e slu~ajeve:

10 k3 + k4 = 1,

20 k1 = 0, k2 = 4,

30 k1 = 2, k2 = 3,

40 k1 = 4, k2 = 2,

50 k1 = 6, k2 = 1,

60 k1 = 8, k2 = 0.

Prenego{tokrenemonarazmatrawe svakog odovihpodslu~ajevanave{}emo
neka svojstva skupova Vi (i ≥ 2), koja slede neposredno na osnovu Posledice
1.3.

Tvr|ewe 1.6. Ako komponenta H grafa GB sadr`i ~vor stepena 3, tada on
pripada skupu V4 i pri tom je on ili zavr{ni ~vor (tj. susedan sa tri ~vora iz
V3) ili je susedan sa dva ~vora stepena 4 iz V3.

Tvr|ewe 1.7. Svaki ~vor stepena 2 iz skupa V4 je zavr{ni ~vor.

Tvr|ewe 1.8. Skup V5 mo`e da sadr`i samo ~vorove stepena 1.

^vor iz Vi (i ≥ 2) zva}emo "singl" ~vor ako je susedan sa ta~no jednim
~vorom iz skupa Vi−1. Za singl ~vorove stepena 2, 3 i 4 koristi}emo nazive
"singl dvojka", "singl trojka" i "singl ~etvorka", respektivno. Sada va`i:

Tvr|ewe 1.9. SkupV3 ne sadr`i singltrojke koje su susedne sa ~vorom stepena
2 ili ~vorom stepena 3 iz skupa V2.

Tvr|ewe 1.10. Svaki ~vor stepena 4 iz skupa V3 mora biti susedan sa ta~no
~etiri ~vora iz V2, ili sa tri ~vora iz V2 ~iji je zbir stepena ve}i od 8, ili sa
dva ~vora iz V2 ~iji je zbir stepena ve}i od 6.

Slede}e tvr|ewe proizilazi na osnovu Posledice 1.4.

Tvr|ewe 1.11. Ne postoji par ~vorova iz skupa V4 koji imaju dva zajedni~ka
suseda u skupu V3.
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Tvr|ewe 1.12. (a) Ako skup V2 sadr`i "singl" ~vor stepena 2 susedan ~voru
stepena 4 iz V1, tada skup V2 sadr`i ~vor stepena 4.

(b) Ako skup V2 sadr`i "singl" ~vor stepena 2 susedan ~voru stepena 3 ili
stepena 2 iz V1, tada skup V2 sadr`i ~vor stepena 4 koji nije susedan sa dva
~vora stepena 4 iz V1.

Dokaz. (a) Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji "singl" ~vor stepena 2
u skupuV2 susedan ~voru stepena 4 izV1, i pri tom skupV2 ne sadr`i~vor stepena
4. Da bi za ovaj ~vor stepena 2 bio ispuwen uslov harmoni~nosti, on mora biti
susedan ~voru x stepena 2 iz skupa V3. Tada, zbog uslova harmoni~nosti za ~vor
x, skup V4 sadr`i ~vor stepena 4 susedan ~voru x, {to je na osnovu Posledice
1.3 nemogu}e.

(b) Dokaz je sli~an kao u slu~aju (a), pa }e iz tog razloga biti izostavqen.2

Pre|imo sada na razmatrawe pomenuta tri podslu~aja, i u svakom od wih
razmotrimo posebno svaku od 6 mogu}nosti (10 − 60).

Podslu~aj 4.1Neka u grafuG postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi
stepena 4, 4, 2, 2.

10 Ovaj slu~aj je nemogu}, jer za bar jedan ~vor stepena 2 iz skupa V1 nije
zadovoqen uslov harmoni~nosti.

20 U ovom slu~aju G je graf G13 sa slike 1.19, koji nije integralan.
30 Ozna~imo sa x i y ~vorove iz V2 koji su susedni sa ~vorovima stepena 2

iz V1. ^vorovi x i y su stepena 2. Sada razlikujemo slede}e mogu}nosti (slika
1.18):

Slika 1.18
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(A) Oba ~vora x i y su pomo}u dve grane spojena sa ~vorovima iz V1.
(B) Ta~no jedan ~vor, na primer x, spojen je pomo}u dve grane sa ~vorovima

iz V1.
(V) Oba ~vora x i y su pomo}u jedne grane spojena sa ~vorovima iz V1.
Razmotrimo sada svaku od ovih mogu}nosti.
(A) U ovom slu~aju ~vorovi x i y mogu na dva na~ina biti spojeni sa

~vorovima iz V1: podslu~ajevi (A.1) i (A.2) na slici 1.18. Ozna~imo sa z
tre}i ~vor koji je pomo}u dve grane spojen sa ~vorovima iz V1, a sa v1 i v2 dva
~vora iz V2 koja su pomo}u jedne grane povezana sa ~vorovima iz V1.

(A.1) Stepeni ~vorova z, v1, v2 mogi biti 4, 2, 2 ili 3, 3, 3, respektivno, pa
imamo mogu}nosti (a) i (b) (slika 1.19).

(a) Skup V3 ne sadr`i ~vorove stepena 4 (u suprotnom, G nije harmonijski)
i n4 = 4. Na osnovu (1.7) je n1 + n2 = 8, pa je G graf G14 (slika 1.19), koji nije
integralan.

Slika 1.19

(b) Skup V3 ne sadr`i ~vorove stepena 4 (na osnovu Tvr|ewa 1.10) i n4 = 3.
Na osnovu (1.7) je n1 + n2 = 6. Dakle, skup V3 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena
1, ta~no jedan ~vor stepena 2, a ostali ~vorovi skupa V3 su stepena 3. Ozna~imo
sa s2,4 broj grana koje povezuju ~vorove iz V2 ∪ V4 sa ~vorovima iz skupa V3, a sa
s3 broj grana koje povezuju ~vorove iz skupa V3 sa ~vorovima iz skupa V2 ∪ V4.
Lako se proverava da je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e. Dakle, ovaj slu~aj
je nemogu}.

(A.2) Stepeni ~vorova z, v1, v2 sada su 4, 2, 2, respektivno. Skup V3 ne sadr`i
~vorove stepena 4 i n4 = 4. Na osnovu jednakosti (1.7) je n1 + n2 = 8, pa je G
graf S4 (slika 1.20). Ovaj graf jeste integralan.
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Slika 1.20

(B) Preostala dva ~vora koja imaju osobinu da su pomo}u dve grane povezana
sa ~vorovima iz V1 su stepena 3, dok je drugi ~vor koji je pomo}u jedne grane
spojen sa ~vorovima iz V1 stepena 2 (slika 1.18). Me|utim, sada skup V2 sadr`i
"singl" ~vorove stepena 2, a ne sadr`i ~vorove stepena 4, {to je prema Tvr|ewu
1.12 nemogu}e.

(V) Bar jedan od ~vorova koji su pomo}u dve grane spojeni sa ~vorovima iz
V1 je stepena 2, {to je nemogu}e.

40 Ozna~imo ponovo sa x i y ~vorove iz V2 koji su susedni sa ~vorovima
stepena 2 iz V1. ^vorovi x i y su stepena 2. Sada razlikujemo slede}e tri
mogu}nosti:

Slika 1.21

(A) Oba ~vora x i y su pomo}u dve grane spojena sa ~vorovima iz V1.
(B) Ta~no jedan ~vor, na primer x, spojen je pomo}u dve grane sa ~vorovima

iz V1.
(V) Oba ~vora x i y su pomo}u jedne grane spojena sa ~vorovima iz V1.
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Ove mogu}nosti prikazane su na slici 1.21. Razmotrimo sada svaku od wih.
(A) Sada mogu da nastupe dva slu~aja (A.1) i (A.2) (slika 1.21), zavisno od

toga da li su ~vorovi x i y susedni sa razli~itim ili sa istim ~vorovima
stepena 4 iz V1. Ozna~imo sa u1, u2, u3, u4 ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne
grane spojeni sa ~vorovima iz V1.

(A.1) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 mogu biti 4, 2, 4, 2 ili 4, 2, 3, 3 ili 3, 3,
4, 2 ili 3, 3, 3, 3, respektivno, pa zbog simetri~nosti razlikujemo slede}a tri
podslu~aja:

Slika 1.22

(a) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 jednaki su 4, 2, 4, 2, respektivno (slike
1.22 i 1.23). Imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.10, zakqu~ujemo da je |V 4

3 | ≤ 1, gde je V 4
3

podskup skupa V3 koji sadr`i samo ~vorove stepena 4.
Ako je |V 4

3 | = 1, na osnovu Tvr|ewa 1.7, dobijamo da je G15 ⊆ G ili G16 ⊆ G
(slika 1.22). Kako je λ2(G15) > 2 i λ2(G16) > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost
otpada.

Slika 1.23

Razmotrimo sada slu~aj V 4
3 = ∅. U skupu V3 postoje dva ~vora stepena 2,

susedna sa ~vorovima u2 i u4. Svaki od pomenutih ~vorova susedan je i sa jednim
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od ~vorova stepena 4 iz V2 i pri tom oni moraju biti susedni sa razli~itim
~vorovima stepena 4 iz V2. Ovde se mogu razlikovati dva podslu~aja (slika
1.23). U prvom podslu~aju dobijamo da graf G sadr`i graf H (slika 1.23) kao
indukovani podgraf. Kako je λ2(H) > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost otpada.

U drugompodslu~aju skupV3 sadr`i jo{ samo ~vorove stepena 3, i to najmawe
dva, a najvi{e ~etiri takva ~vora. Kako je n4 = 5, na osnovu jednakosti (1.7),
zakqu~ujemo da je n1 + n2 = 10 i u skupu V4 postoje jo{ dva ~vora stepena 1 ili
2. U stvari, to moraju biti ~vorovi stepena 1, po{to je u suprotnom slu~aju
s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e. Zbog toga skup V3 sadr`i ta~no dva ~vora
stepena 3 i dobijamo graf G17 (slika 1.23), koji nije integralan.

Slika 1.24

(b) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 jednaki su 4, 2, 3, 3, respektivno (slika
1.24). Sada u V3 postoji ~vor stepena 2 susedan sa ~vorovima u1 i u2. Imaju}i
u vidu Tvr|ewe 1.10, zakqu~ujemo da mora biti |V 4

3 | ≤ 1.
Neka je najpre |V 4

3 | = 1. Na osnovu Tvr|ewa 1.9 i 1.10 sledi da je pomenuti
~vor stepena 4 iz V3 susedan sa oba ~vora stepena 3 i sa ~vorom stepena 4 iz V2 (u
tom slu~aju dobijamo graf G18 (slika 1.24), za koji je λ2 > 2, {to je nemogu}e).

Razmotrimo sada slu~aj V 4
3 = ∅. Sada, na osnovu Tvr|ewa 1.9, zakqu~ujemo

da je 2 ≤ |V 3
3 | ≤ 3, pa dobijamo grafove G19 i G20 (slika 1.24), respektivno.

Kako je λ2(G19) > 2 i λ2(G20) > 2, ova mogu}nost otpada.
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(v) Svi ~vorovi u1, u2, u3, u4 su stepena 3. Na osnovu Tvr|ewa 1.10 sledi da
je |V 4

3 | ≤ 1.
Neka je najpre |V 4

3 | = 1. Imaju}i u vidu Tvr|ewa 1.9 i 1.10 zakqu~ujemo
da je ~vor stepena 4 iz V3 susedan sa sva ~etiri ~vora stepena 3 iz V2, odakle
dobijamo da je G graf S5 sa slike 1.25. Graf S5 je integralan graf.

Slika 1.25

Neka je daqe V 4
3 = ∅. Sada je, na osnovu Tvr|ewa 1.9, |V 3

3 | = 2. Kako je
n4 = 3 to je, prema (1.7), n1 + n2 = 6 i |V 2

3 | = 2. Skup V4 sadr`i samo ~vorove
stepena 3 i s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e.

(A.2) Sada su, prema slici 1.21, ~vorovi u1 i u2 stepena 4 i 2, respektivno,
dok ~vorovi u3 i u4 mogu biti stepena 4, 2 ili 3, 3, respektivno, pa razlikujemo
slede}a dva podslu~aja (slike 1.26 i 1.27):

Slika 1.26

(a) Neka su ~vorovi u3 i u4 stepena 4 i 2, respektivno. Na osnovu Tvr|ewa
1.10, u skupu V3 mo`e postojati najvi{e jedan ~vor stepena 4.

Ako postoji ~vor stepena 4 u V3, on je susedan sa oba ~vora stepena 4 iz V2

(Tvr|ewe 1.10) i n4 = 6. Prema (1.7) sledi da je n1 + n2 = 12, a skup V3 sadr`i
ta~no ~etiri ~vora stepena 2. Skup V4 sadr`i ta~no dva ~vora stepena 2 i graf
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Slika 1.27

G je jedan od grafova G21, G22 ili G23 sa slike 1.26. Kako je za sva tri grafa
λ2 > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost otpada.

Ako je V 4
3 = ∅, tada skup V3 sadr`i ta~no dva zavr{na ~vora stepena 2 i

najmawe dva, a najvi{e ~etiri ~vora stepena 3. U ovom slu~aju je n4 = 5, pa je
n1 +n2 = 10 (jednakost (1.7)). Zbog toga skup V4 sadr`i ta~no dva ~vora stepena
1 ili 2. Ti ~vorovi moraju biti stepena 1, jer u suprotnom slu~aju je s2,4 6≡ s3

(mod 3), kontradikcija. Sledi da je |V 3
3 | = 2 iG je grafG24 sa slike 1.27. Kako

je λ2(G24) > 2, ova mogu}nost otpada.

Slika 1.28
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(b) Neka su ~vorovi u3 i u4 stepena 3 (slika 1.28). Na osnovu Tvr|ewa 1.10
zakqu~ujemo da skup V3 sadr`i najvi{e jedan ~vor stepena 4.

Ako skup V3 sadr`i ~vor stepena 4, taj ~vor je susedan sa ~vorom stepena 4
iz V2 i sa oba ~vora stepena 3 iz V2 (Tvr|ewa 1.9 i 1.10). Tako|e je n4 = 5, pa
je n1 + n2 = 10 (jednakost (1.7)). Skup V3 sadr`i ta~no dva ~vora stepena 1 i
ta~no dva ~vora stepena 2, a skup V4 ta~no jedan ~vor stepena 2. U ovom slu~aju
G je graf G25 sa slike 1.28. Kako je λ2(G25) > 2, ova mogu}nost otpada.

Ako je V 4
3 = ∅, tada je n4 = 4, pa je n1 + n2 = 8 (jednakost (1.7)). Skup V3

sadr`i ta~no dva ~vora stepena 2, a skup V4 ta~no jedan ~vor stepena 2. U ovom
slu~aju je 2 ≤ |V 3

3 | ≤ 3 i dobijamo grafove G26 i G27 (slika 1.28), za koje je
λ2 > 2. Dakle, ova mogu}nost otpada.

(B) Ozna~imo sa z drugi ~vor iz V2 koji je pomo}u dve grane spojen sa
~vorovima iz V1 (slika 1.21). Tada je d(z) = 3 ili d(z) = 4. U oba slu~aja
skup V3 sadr`i ~vor stepena 4 susedan ~voru stepena 2, koji ne ispuwava uslove
Tvr|ewa 1.10. Zbog toga je slu~aj (B) nemogu}.

(V) Ozna~imo sa u i v preostale ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane
spojeni sa ~vorovima iz V1, a sa z i t ~vorove iz V2 koji su pomo}u dve grane
spojeni sa ~vorovima iz V1 (slika 1.21). ^vorovi u i v su stepena 2, a ~vorovi
z i t stepena 3 (u suprotnom, G nije harmonijski graf). Skup V2 sadr`i "singl"
~vor stepena 2 susedan ~voru stepena 4 iz V1, a ne sadr`i ~vorove stepena 4,
{to je na osnovu Tvr|ewa 1.12 nemogu}e.

50 Ozna~imo sa x i y ~vorove iz V2 koji su susedni sa ~vorovima stepena 2
iz V1. Ovi ~vorovi su stepena 2. Razlikujemo slede}e dve mogu}nosti (slika
1.29):

Slika 1.29

(A) Ta~no jedan od ~vorova x i y, na primer x, spojen je pomo}u dve grane sa
~vorovima iz V1.

(B) Oba ~vora x i y spojena su pomo}u jedne grane sa ~vorovima iz V1.
Razmotrimo posebno svaku od navedenih mogu}nosti.

44



1.4. INTEGRALNI 3-HARMONIJSKI GRAFOVI

Slika 1.30

(A) Ozna~imo, kao na slici 1.29, sa u1, u2, u3, u4, u5 ~vorove iz V2 koji su
pomo}u jedne grane spojeni sa ~vorovima stepena 4 iz V1, i pri tom su ~vorovi
u1, u2 spojeni sa jednim, a ~vorovi u3, u4, u5 sa drugim ~vorom stepena 4 i neka
je d(u5) = 2. Na osnovu Tvr|ewa 1.12, u skupu V2 mora postojati bar jedan ~vor
stepena 4, pa mogu da nastupe slede}a tri podslu~aja:

(A.1) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 su 3, 3, 4, 2, respektivno (slika 1.30(a)).
Skup V3 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 4 koji je osim sa ~vorom y i ~vorom
stepena 4 iz V2, susedan i sa oba ~vora stepena 3 iz V2 (Tvr|ewa 1.9 i 1.10). Sada
je n4 = 5, pa je prema (1.7) n1 + n2 = 10 i dobijamo da je G graf G28 sa slike
1.30(a). Kako je λ2(G28) > 2, ova mogu}nost otpada.

(A.2) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 su 4, 2, 3, 3, respektivno (slika 1.30(b)).
Zakqu~uju}i na isti na~in kao u prethodnom slu~aju dobijamo da je G grafG29

(slika 1.30(b)), za koji je λ2 > 2, {to je nemogu}e.
(A.3) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 su 4, 2, 4, 2, respektivno (slika 1.30 (v)

i (g)). Sada u skupu V3 (zbog Tvr|ewa 1.10) postoji ta~no jedan ~vor stepena 4
koji je susedan sa oba ~vora stepena 4 iz V2, odakle dobijamo da graf G sadr`i
kao indukovani podgraf jedan od grafova G30 ili G31 (slika 1.30 (v) i (g)), za
koje je λ2 > 2, {to je nemogu}e.

(B) Ozna~imo, kao na slici 1.29, sa z ~vor iz V2 koji je pomo}u dve grane
spojen sa ~vorovima iz V1. Sada je d(z) = 3 ili d(z) = 4. U oba slu~aja skup V3
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sadr`i ~vor stepena 4 koji ne ispuwava uslove Tvr|ewa 1.10. Zbog toga je ovaj
slu~aj nemogu}.

60 Ozna~imo sa x i y ~vorove iz V2 koji su susedni sa ~vorovima stepena 2
iz V1. Ovi ~vorovi su stepena 2 (slika 1.31). Ozna~imo daqe, kao na slici 1.31,
sa z, u1, u2, odnosno t, u3, u4 ~vorove iz V2 koji su susedni sa prvim, odnosno
drugim ~vorom stepena 4 iz V1.

Slika 1.31

Zbog uslova harmoni~nosti za ~vorove stepena 4 iz V1 mora biti, na primer,
d(z) = d(t) = 2. Na osnovu Tvr|ewa 1.12 sledi da bar jedan od ~vorova
u1, u2, u3, u4 mora biti stepena 4, pa zakqu~ujemo da stepeni ~vorova u1, u2, u3,
u4 mogu biti respektivno 3, 3, 4, 2 ili 4, 2, 3, 3 ili 4, 2, 4, 2. Zbog simetri~nosti
analiziramo slede}e dve mogu}nosti:

Slika 1.32

(A) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 su 3, 3, 4, 2, respektivno. Svaki od
~vorova z, t i u4 susedan je sa po jednim ~vorom stepena 2 iz skupa V3, a od ova
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tri ~vora stepena 2 bar jedan je susedan sa ~vorom stepena 4 iz V4, {to je na
osnovu Posledice 1.3 nemogu}e.

(B) Stepeni ~vorova u1, u2, u3, u4 su 4, 2, 4, 2, respektivno (slika 1.32).
Imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.10, zakqu~ujemo da u skupu V3 postoji ta~no jedan
~vor stepena 4, koji mora biti susedan sa oba ~vora x i y i tako|e sa oba
~vora stepena 4 iz V2. Skup V3 sadr`i tako|e ta~no ~etiri ~vora stepena 2
koji su spojeni granama sa ~vorovima stepena 4 iz V2 na tri razli~ita na~ina.
Dobijamo grafove G32 −G34 sa slike 1.32, za koje je λ2 > 2, {to je nemogu}e.

Ovim je u potpunosti ispitan Podslu~aj 4.1.
Podslu~aj 4.2Neka u grafuG postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi

stepena 4, 3, 3, 2 i pri tom ne postoji ~vor stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi
stepena 4, 4, 2, 2.

10 Ozna~imo sa x ~vor iz V2 koji je spojen granama sa bar tri ~vora iz V1.
Zbog uslova harmoni~nosti ~vor x je susedan sa ta~no tri ~vora skupa V1 i to
stepena 3, 3 i 4 i d(x) = 4. Me|utim, sada u skupu V1 postoji ~vor stepena 4, ~iji
su susedi ~vorovi stepena 4, 4, 2, 2 (slika 1.33), {to je suprotno pretpostavci.

Slika 1.33

20 Sada dobijamo da je G graf G35 (slika 1.34), koji nije integralan graf.

Slika 1.34

30 ^vorovi skupa V2 su zbog uslova harmoni~nosti ta~no odre|enog stepena,
tako da razlikujemo ~etiri podslu~aja prikazana na slici 1.35:

(A) Na osnovu Tvr|ewa 1.10 je V 4
3 = ∅. Dakle, n4 = 2, pa je n1 + n2 = 4

(jednakost (1.7)). Zbog toga skup V3 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 2. Skup V3
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Slika 1.35

sadr`i i ta~no jedan ~vor stepena 3, jer u suprotnom slu~aju skup V3 sadr`i
"singl trojku" susednu ~voru stepena 3 iz V2, {to je na osnovu Tvr|ewa 1.9
nemogu}e (slika 1.36 (a)). Dobijamo da je jedini mogu}i graf u ovom slu~aju
graf G36 (slika 1.36 (a)), koji nije integralan.

Slika 1.36

(B) Na osnovu Tvr|ewa 1.10 je V 4
3 = ∅, pa je n4 = 2 i n1 + n2 = 4 (jed-

nakost (1.7)). Skup V3 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 2 (slika 1.36 (b)) i bar
jednu "singl trojku" vezanu za ~vor stepena 3 iz V2, {to je, prema Tvr|ewu 1.9,
nemogu}e.

Mogu}nosti (V) i (G) otpadaju, jer skup V2 sadr`i "singl dvojke", a ne sadr`i
~vor stepena 4 (Tvr|ewe 1.12).

40 Ovde razlikujemo slede}ih pet podslu~ajeva, prikazanih na slici 1.37:
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Slika 1.37

(A) Ozna~imo sa z ~vor iz V2 koji je pomo}u dve grane povezan sa ~vorovima
stepena 3 iz V1 (slika 1.37). Sada je d(z) = 2 ili d(z) = 3 ili d(z) = 4, pa
imamo slede}e mogu}nosti:

Slika 1.38

(a) d(z) = 2 (slika 1.38(a)). Na osnovu Tvr|ewa 1.10 je |V 4
3 | ≤ 1 i svi ~vorovi

iz V2 koji su pomo}u jedne grane spojeni sa ~vorovima iz V1 su stepena 3.
Ako je |V 4

3 | = 1, tada je ~vor stepena 4 iz V3 susedan sa sva ~etiri ~vora
stepena 3 iz V2 (Tvr|ewa 1.9 i 1.10), i G je graf S6 (slika 1.39) koji jeste
integralan graf.

Slika 1.39
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Ako je V 4
3 = ∅, tada je n4 = 2, odakle je n1 + n2 = 4 (jednakost (1.7)). Zbog

toga skup V3 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 2 (slika 1.40(a)). U skupu V3 ∪ V4

mogu postojati jo{ samo ~vorovi stepena 3. Kako iz ~vorova stepena 3 skupa V2

vodi jo{ ukupno 6 grana ka ~vorovima iz V3, a iz svakog ~vora stepena 3 iz V3

vode bar dve grane ka ~vorovima iz V2 (Tvr|ewe 1.9), to je |V 3
3 | = 2 ili |V 3

3 | = 3.
U prvom slu~aju dobijamo da je G graf S7 (slika 1.40(a)) koji jeste integralan
graf. U drugom slu~aju dobijamo dva grafa G37 i G38 (slika 1.40), za koje je
λ2 > 2 (Lema 1.12), {to je nemogu}e.

Slika 1.40

(b) d(z) = 3 (slika 1.38(b)). Sada u skupu V2 postoji "singl" ~vor stepena 2
susedan ~voru stepena 3 iz V1, a pri tom u skupu V2 ne postoji ~vor stepena 4,
{to je nemogu}e prema Tvr|ewu 1.12(b).

(v) d(z) = 4 (slika 1.38(v)). Prema Tvr|ewu 1.10, sada je |V 4
3 | ≤ 1.

Ako je |V 4
3 | = 1, tada je ~vor stepena 4 iz V3 susedan sa sva tri ~vora skupa

V2 stepena ≥ 3 (Tvr|ewa 1.9 i 1.10). U ovom slu~aju je n4 = 4, pa je n1 + n2 = 8
(jednakost (1.7)). Dobijamo graf S8 (slika 1.41), koji jeste integralan.
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Slika 1.41

Za V 4
3 = ∅, dobijamo n4 = 3 i n1 + n2 = 6 (jednakost (1.7)). Imaju}i u vidu

Tvr|ewe 1.9 zakqu~ujemo da je 2 ≤ |V 3
3 | ≤ 3. Ako je |V 3

3 | = 2, tada je G graf
izomorfan grafu S6 (slika 1.39), koji jeste integralan. Ako je |V 3

3 | = 3, tada je
G graf G39 (slika 1.41), kod koga je λ2 > 2, {to je nemogu}e.

(B) Zbog uslova harmoni~nosti ~vorovi x i y mogu biti stepena 2, 3 ili 1, 4,
respektivno, a ostali ~vorovi su potpuno odre|enog stepena (slika 1.37). Zbog
toga imamo slede}e dve mogu}nosti (slika 1.42):

Slika 1.42

(a) d(x) = 2, d(y) = 3. Ova mogu}nost otpada, jer skup V2 sadr`i "singl"
~vor stepena 2, a ne sadr`i ~vorove stepena 4 (Tvr|ewe 1.12).

(b) d(x) = 1, d(y) = 4. U ovom slu~aju je |V 4
3 | ≤ 1 (Tvr|ewe 1.10).

Ako je |V 4
3 | = 1, tada je n4 = 4 i n1 +n2 = 8. Dobijamo grafG40 (slika 1.43),

za koji je λ2 > 2, {to je nemogu}e.
Ako je V 4

3 = ∅, tada je n4 = 3 i n1 + n2 = 6. Dobijamo da je graf G41 ⊂ G
(slika 1.43). Kako je λ2(G41) > 2, ova mogu}nost otpada.

U slu~ajevima (V), (G) i (D) zbog uslova harmoni~nosti svi ~vorovi su
potpuno odre|enog stepena (slika 1.37). U sva tri slu~aja u skupu V2 postoji
"singl" ~vor stepena 2, a ne postoji ~vor stepena 4, {to je nemogu}e na osnovu
Tvr|ewa 1.12, pa ove mogu}nosti otpadaju.
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Slika 1.43

50 Sada razlikujemo slede}a tri podslu~aja (slika 1.44):

Slika 1.44

(A) Ozna~imo, kao na slici 1.44, sa a, b, c, d ~vorove iz V2 koji su pomo}u
jedne grane spojeni sa ~vorovima stepena 3 iz V1, i pri tom su ~vorovi a i b
susedni sa jednim, a ~vorovi c i d sa drugim ~vorom stepena 3. ^vorovi a, b, c,
d mogu respektivno biti stepena 3, 2, 3, 2 ili 3, 2, 4, 1 ili 4, 1, 3, 2 ili 4, 1, 4,
1, pa zbog simetri~nosti imamo slede}e tri mogu}nosti:

(a) ^vorovi a, b, c, d su stepena 3, 2, 3, 2, respektivno. Ova mogu}nost otpada,
jer skup V2 sadr`i "singl dvojke" b i d, a ne sadr`i ~vorove stepena 4 (Tvr|ewe
1.12).

(b) ^vorovi a, b, c, d su stepena 3, 2, 4, 1, respektivno. Prema Tvr|ewu 1.10
je |V 4

3 | ≤ 1.
Neka je najpre |V 4

3 | = 1. ^vor stepena 4 iz V3 mora biti susedan sa ~vorom
stepena 4 iz V2 i sa bar jednim ~vorom stepena 3 iz V2, ili sa sva tri ~vora
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stepena 3 iz V2 (Tvr|ewe 1.10). U prvom slu~aju je G42 ⊂ G, a u drugom slu~aju
je G43 ⊂ G (slika 1.45). U oba slu~aja je λ2 > 2 (Lema 1.12), {to je nemogu}e.

Slika 1.45

Ako je V 4
3 = ∅ tada je n4 = 3 i n1+n2 = 6 (jednakost (1.7)). Zbog toga u svakom

od skupova V3 i V4 postoji ta~no po jedan ~vor stepena 2 (slika 1.45(*)), a svi
preostali ~vorovi u V3 ∪ V4 su stepena 3. Me|utim, sada je s2,4 6≡ s3 (mod 3),
pa ova mogu}nost otpada.

(v) ^vorovi a, b, c, d su stepena 4, 1, 4, 1, respektivno.

Slika 1.46

Ako je V 4
3 6= ∅, tada skup V 4

3 sadr`i najvi{e dva ~vora stepena 4 (Tvr|ewe
1.10) i va`i da je G44 ⊂ G ili G45 ⊂ G (slika 1.46). Kako je λ2(G44) > 2 i
λ2(G45) > 2, ova mogu}nost otpada.

Ako je V 4
3 = ∅, tada je n4 = 4 i n1 + n2 = 8 (jednakost (1.7)). Kako skup

V1 ∪ V2 ∪ V3 sadr`i ta~no pet ~vorova stepena 1 ili 2 (slika 1.47(*)), sledi da
skup V4 sadr`i ta~no tri ~vora stepena 1 ili 2. GrafG je harmonijski samo ako
skup V4 sadr`i ta~no dva ~vora stepena 1 i jedan ~vor stepena 2 (u suprotnom
slu~aju je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e). Sada dobijamo da je G graf G46

(slika 1.47). Kako je λ2(G46) > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost otpada.
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Slika 1.47

(B) Skup V2 sadr`i "singl" ~vor stepena 2 susedan ~voru stepena 4 iz V1. Na
osnovu Tvr|ewa 1.12 skup V2 sadr`i i ~vor stepena 4. To mo`e biti jedino ~vor
y koji je sa ta~no dve grane povezan sa ~vorovima iz V1. Zbog harmoni~nosti,
svi ~vorovi skupa V2 su potpuno odre|enog stepena (slika 1.48(a)). Iz istih
razloga skup V3 sadr`i ~vor stepena 4, a na osnovu Tvr|ewa 1.10 postoji ta~no
jedan ~vor stepena 4 u V3. Dakle, n4 = 4 i n1 + n2 = 8. Sada dobijamo da je G
graf G47 (slika 1.48(a)), koji nije integralan graf.

Slika 1.48

(V) Zakqu~uju}i na isti na~in kao u (B), dobijamo da je G graf G48 (slika
1.48(b)), koji nije integralan.

60 Ozna~imo sa a, b, c, d ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane spojeni
sa ~vorovima stepena 3 iz V1, i pri tom su ~vorovi a i b susedni sa jednim, a
~vorovi c i d sa drugim ~vorom stepena 3 (slika 1.49). Kako u skupu V2 postoji
"singl" ~vor stepena 2 sledi da bar jedan od ~vorova a, b, c, d mora biti stepena
4 (Tvr|ewe 1.12). Zakqu~ujemo da ~vorovi a, b, c, d mogu respektivno biti
stepena (izuzimaju}i pri tom simetri~ne slu~ajeve):

(A) 4, 1, 3, 2
(B) 4, 1, 4, 1
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Slika 1.49

Razmotrimo posebno ove mogu}nosti.
(A) Ozna~imo sa e i f ~vorove stepena 3 iz V2 koji su susedni sa ~vorom

stepena 4 iz V1 (slika 1.49). Kako u skupu V2 postoji ~vor stepena 2 (susedan sa
~vorom stepena 2 iz V1) to zbog uslova harmoni~nosti za ovaj ~vor, u skupu V3

mora postojati ~vor x stepena 4. Ovo je jedini ~vor stepena 4 iz V3 (Tvr|ewe
1.10). ^vor x, osim sa ~vorom stepena 2 i ~vorom a stepena 4 iz V2, mora
biti (prema Tvr|ewu 1.10) susedan i sa slede}im ~vorovima iz V2 (izuzimaju}i
simetri~ne slu~ajeve):

(A1) c

(A2) e

(A3) c, e

(A4) e, f

Analizirajmo ove slu~ajeve.

Slika 1.50
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(A1)Sada je n4 = 4 i n1 +n2 = 8 (jednakost (1.7)). Prema slici 1.50(*), sledi
da skup V3 ∪ V4 mo`e sadr`ati (osim prikazanih) jo{ samo ~vorove stepena 3.
Me|utim, sada je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa ova mogu}nost otpada.

(A2) U ovom slu~aju dobijamo graf G49 (slika 1.50), za koji je λ2 > 2, pa i
ova mogu}nost otpada.

(A3) U ovom slu~aju G je graf G50 (slika 1.50) koji nije integralan, {to je
nemogu}e.

(A4) Zbog uslova harmoni~nosti za ~vor c stepena 3 iz V2, u skupu V3 postoji
bar jedna "singl trojka" vezana za ~vor c, {to je nemogu}e (Tvr|ewe 1.9), pa i
ova mogu}nost otpada.

(B) Imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.10, zakqu~ujemo da je 1 ≤ |V 4
3 | ≤ 2.

Ako je |V 4
3 | = 1, tada je (prema Tvr|ewu 1.10) ovaj ~vor stepena 4 iz V3 susedan

sa ta~no jednim ~vorom stepena 4 iz V2 i sa jednim ili sa oba ~vora stepena 3
iz V2. U oba slu~aja je n4 = 5 i n1 + n2 = 10 (jednakost (1.7)). Skup V3 sadr`i
ta~no tri ~vora stepena 1 ili 2, a skup V4 ta~no dva ~vora stepena 1 ili 2. Kako
su svi ~vorovi stepena 2 iz V4 zavr{ni ~vorovi (Tvr|ewe 1.7) zakqu~ujemo da
je graf G51 ⊂ G (slika 1.51). Kako je λ2(G51) > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost
otpada.

Slika 1.51

Neka je sada |V 4
3 | = 2.

^vorovi stepena 4 iz V3 spojeni su granama sa ~vorovima skupa V2 na
jedinstven na~in prikazan na slici 1.52(*). Zbog uslova harmoni~nosti je
1 ≤ |V 3

3 | ≤ 2. Ako je |V 3
3 | = 2, tada skup V4 sadr`i ~vor stepena 3 koji ne

zadovoqava uslove Tvr|ewa 1.6, pa je ovaj slu~aj nemogu}. Ako je, pak, |V 3
3 | = 1,

dobijamo da je G graf G52 sa slike 1.52, koji nije integralan.
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Slika 1.52

Ovim je u potpunosti ispitan Podslu~aj 4.2.

Podslu~aj 4.3Neka u grafuG postoji ~vor r stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi
stepena 3, 3, 3, 3 i pri tom ne postoji ~vor stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi
stepena 4, 4, 2, 2 ili ~vorovi stepena 4, 3, 3, 2.
Razmotrimo sada posebno svaki od 6 mogu}ih slu~ajeva (10 − 60).

10 Razlikujemo slede}e dve mogu}nosti:
(a) k4 = 1, k3 = 0

Slika 1.53

U ovom slu~aju dobijamo da je G graf S9 sa slike 1.53, koji jeste integralan
graf.

(b) k4 = 0, k3 = 1

Ozna~imo, kao na slici 1.54, sa x ~vor iz V2 koji je pomo}u tri grane spojen sa
~vorovima iz V1. Tada stepen d(x) ~vora x mo`e biti 3 ili 4.

Neka je najpre d(x) = 3. Tada prema (1.21) va`i da je k1 + 2k2 = 5, odakle
proizilaze tri podslu~aja:

(i) k2 = 0, k1 = 5
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Slika 1.54

(ii) k2 = 1, k1 = 3

(iii) k2 = 2, k1 = 1

Razmotrimo ih pojedina~no.

Slika 1.55

(i) Imaju}i u vidu harmoni~nost grafa G i Tvr|ewe 1.12 zakqu~ujemo da su
~vorovi skupa V2 ta~no odre|enog stepena (slika 1.55 (a)). Dobijamo da je G
graf G53 (slika 1.55) za koji je λ2 > 2 (Lema 1.12), {to je nemogu}e.

(ii) Ozna~imo sa u, v, w ~vorove stepena 3 iz V1 koji su susedni sa ~vorom
x iz V2, a sa t preostali ~vor stepena 3 iz V1 (slika 1.55 (b) i 1.55 (v)). Kako
je k2 = 1, to u V2 postoji ta~no jedan ~vor koji je susedan ili sa dva ~vora
iz skupa {u, v, w} ili sa jednim ~vorom iz ovog skupa i ~vorom t. U prvom
slu~aju dobijamo (imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.12) da je G graf G54 (slika 1.55
(b)). Me|utim, u grafu G54, suprotno Tvr|ewu 1.11 postoji par ~vorova iz
skupa V4 koji imaju dva zajedni~ka suseda u skupu V3, pa ova mogu}nost otpada.
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U drugom slu~aju (slika 1.55 (v)) skup V2 sadr`i "singl" ~vor stepena 2, a ne
sadr`i ~vorove stepena 4, {to je nemogu}e prema Tvr|ewu 1.12.

Slika 1.56

(iii) Po{to je k2 = 2, u skupu V2 postoje dva ~vora koji su sa po dve grane
spojeni sa ~vorovima iz V1. Koriste}i oznake iz prethodnog slu~aja i vode}i
ra~una o simetri~nim slu~ajevima, zakqu~ujemo da je jedan od ovih ~vorova
susedan, na primer, sa ~vorovima u i v, a drugi sa ~orovima w i t (slika 1.56
(a)), ili je jedan susedan sa ~vorovima v i t, a drugi sa ~vorovima w i t (slika
1.56 (b)). U prvom slu~aju dobijamo graf koji u skupu V3 sadr`i "singl trojke"
ili "singl ~etvorku" vezane za ~vor stepena 3 iz V2, suprotno Tvr|ewima 1.9 i
1.10, a u drugom slu~aju za ~vor t nije zadovoqen uslov harmoni~nosti, pa obe
mogu}nosti otpadaju.

Slika 1.57

Neka je sada d(x) = 4. Neka je sa t ozna~en (slika 1.57) jedini ~vor stepena
3 iz V1 koji nije susedan sa ~vorom x. Zbog uslova harmoni~nosti za ~vorove
stepena 3 iz V1 koji su susedni sa ~vorom x mo`e biti jedino k2 = 0, k1 = 5.
Ako su sa u i v ozna~eni susedi ~vora t u skupu V2, tada stepen ovih ~vorova
mo`e biti 4, 1 ili 3, 2 respektivno.

Neka su najpre ~vorovi u i v stepena 4 i 1, respektivno. Na osnovu Tvr|ewa
1.10 i ~iwenice da graf G ne sadr`i ~vor stepena 4 ~iji su susedi ~vorovi
stepena 4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2 sledi da je V 4

3 = ∅ i skup V3 sadr`i samo ~vorove
stepena 3. Tada je n4 = 3 i n1 + n2 = 6 (jednakost (1.7)). Skup V4 sadr`i dva
~vora stepena 2, ili jedan ~vor stepena 2 i jedan ~vor stepena 1. Me|utim, u
oba slu~aja je s2,4 6≡ s3 (mod 3), kontradikcija.

Neka su daqe ~vorovi u i v stepena 3 i 2, respektivno. Kako skup V3 ne
sadr`i ~vorove stepena 4 (Tvr|ewe 1.10), to je ~vor u susedan sa dva ~vora
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stepena 3 iz skupa V3 od kojih je bar jedan "singl" ~vor, {to je kontradikcija
sa Tvr|ewem 1.9.

Slika 1.58

20 Po{to skup V3 ne sadr`i "singl trojke" susedne sa ~vorom stepena 2 ili
~vorom stepena 3 iz V2 (Tvr|ewe 1.9), jedine mogu}nosti za raspored ~vorova u
skupu V2∪V3 prikazane su na slici 1.58. Me|utim, sada u skupu V4 postoji ~vor
stepena 3 za koji nisu ispuweni uslovi Tvr|ewa 1.6, kontradikcija.

Slika 1.59

30 Sada razlikujemo tri podslu~aja, prikazana na slici 1.59, u zavisnosti
od rasporeda ~vorova koji su pomo}u dve grane spojeni sa ~vorovima iz V1.
Neka su ovi ~vorovi ozna~eni sa x, y, z.

(A) Ne umawuju}i op{tost mo`emo uzeti da je d(x) = 3, d(y) = 2. Ozna~imo
sa u i v ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane spojeni sa ~vorovima iz V1.
Stepen d(z) ~vora z mo`e biti 2 ili 3 ili 4.

Neka je najpre d(z) = 4. U ovom slu~aju je V 4
3 = ∅ i na osnovu Tvr|ewa 1.9

sledi da je |V 3
3 | = 2. Kako je n4 = 2, to je, na osnovu jednakosti (1.7), n1 +n2 = 4.
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Me|utim, ovde je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e.
Neka je d(z) = 3. Sada su ~vorovi u i v iz V2 stepena 2 i pri tom skup V2 ne

sadr`i ~vorove stepena 4, {to je kontradikcija sa Tvr|ewem 1.12.
Neka je d(z) = 2. Ovde je V 4

3 = ∅ (Tvr|ewe 1.10). Kako je n4 = 1 to je,
prema (1.7), n1 + n2 = 2, pa skup V3 ∪ V4 mo`e da sadr`i samo ~vorove stepena
3. Me|utim, ovde je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e.

(B) Neka su opet sa u i v ozna~eni ~vorovi iz V2 koji su pomo}u jedne grane
spojeni sa ~vorovima iz V1. Stepeni ~vorova x i y mogu biti respektivno 3, 2
ili 2, 3. U prvom slu~aju dobijamo kontradikciju sa Tvr|ewem 1.12, jer su u i
v stepena 2, a skup V2 ne sadr`i ~vorove stepena 4. Analogno kao u slu~aju (A)
(za d(z) = 2), zakqu~ujemo da je drugi slu~aj tako|e nemogu}.

(V) Ova mogu}nost tako|e otpada, jer za bar jedan od ~vorova stepena 3 iz
skupa V1 nije zadovoqen uslov harmoni~nosti.

40 Ovde razlikujemo tri podslu~aja prikazana na slici 1.60.

Slika 1.60

(A) Neka su sa x, y, u i v ozna~eni ~vorovi iz V2 koji su pomo}u jedne grane
povezani sa ~vorovima stepena 3 iz V1 (slika 1.60). ^vorovi x, y (odnosno
u, v) mogu, respektivno, biti stepena 4, 1 ili 1, 4 ili 3, 2 ili 2, 3, pa zbog
simetri~nosti imamo slede}e tri mogu}nosti:

(A1) ^vorovi x, y, u, v su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1.
Na osnovu Tvr|ewa 1.10 i ~iwenice da grafG ne sadr`i ~vor stepena 4 ~iji

su susedi ~vorovi stepena 4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2 sledi da je V 4
3 = ∅ i skup V3

sadr`i samo ~vorove stepena 3. U ovom slu~aju je graf G55 ⊂ G (slika 1.61) i
pri tom je λ2(G55) > 2 (Lema 1.12), {to je nemogu}e.

(A2) ^vorovi x, y, u, v su, respektivno, stepena 4, 1, 3, 2.
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Slika 1.61

Ovde je, analogno slu~aju (A1), V 4
3 = ∅. Dakle, n4 = 2 i n1 + n2 = 4. ^vor v

stepena 2 iz V2 susedan je jo{ sa ~vorom stepena 3 u skupu V3, a ovaj ~vor stepena
3 mora biti susedan sa ~vorom x stepena 4 iz V2. Iz uslova harmoni~nosti za
~vor x, sledi da je on susedan sa jo{ dva ~vora stepena 3 u skupu V3, koji moraju
imati zajedni~kog suseda stepena 2 u skupa V4 (zbog n1 + n2 = 4). Dobijamo da
je graf G56 ⊂ G (slika 1.61). Kako je λ2(G56) > 2 (Lema 1.12), ova mogu}nost
otpada.

Slika 1.62

(A3) ^vorovi x, y, u, v su, respektivno, stepena 3, 2, 3, 2.
Ova mogu}nost tako|e otpada na osnovu Tvr|ewa 1.12, jer u skupu V2 postoje

"singl" ~vorovi y i v stepena 2, a pri tom u V2 ne postoji ~vor stepena 4.
(B) Ozna~imo sa u i v ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane spojeni

sa zajedni~kim ~vorom stepena 3 iz V1 (slika 1.60). Kako u skupu V2 postoji
"singl" ~vor stepena 2, to prema Tvr|ewu 1.12, stepeni ~vorova u i v moraju
biti, respektivno, 4i 1. Zakqu~uju}ina isti na~in kao u slu~aju (A2), dobijamo
da je graf G57 ⊂ G (slika 1.62). Kako je λ2(G57) > 2 i ova mogu}nost otpada.

(V) Ozna~imo sa x i y ~vorove iz V2 koji su pomo}u dve grane povezani
sa ~vorovima iz V1, a sa u, v, w, t ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane

62



1.4. INTEGRALNI 3-HARMONIJSKI GRAFOVI

povezani sa ~vorovima iz V1 (slika 1.60). Stepen svakog od ~vorova x i y mo`e
biti 2, 3 ili 4, odakle proizilaze slede}e mogu}nosti (izbegavaju}i simetri~ne
slu~ajeve):

(V1) d(x) = d(y) = 4. Ovde je V 4
3 = ∅ i skup V3 sadr`i samo ~vorove stepena

3. Pri tom, skup V3 ne sadr`i "singl" ~vorove stepena 3 susedne sa ~vorom
stepena 4 iz V2 (u protivnom, zbog uslova harmoni~nosti za ovu "singl trojku",
susednu, na primer, ~voru x, u skupu V4 postoji ~vor p stepena 2 i ~vor q stepena
3 susedni sa pomenutom "singl trojkom". Odavde, prema Tvr|ewu 1.7, sledi da u
skupu V3 postoji ~vor r stepena 3 susedan ~voru p (slika 1.63). ^vor r mora biti
susedan sa jednim ~vorom stepena 3 iz skupa V4, {to je na osnovu Posledica 1.3
i 1.4 nemogu}e). Zakqu~ujemo da je svaki ~vor stepena 3 iz skupa V3 susedan sa
ta~no dva ~vora stepena 4 iz V2, tj. |V 3

3 | = 2. Dobijamo da je G graf G58, sa
slike 1.63, koji nije integralan.

Slika 1.63

(V2) d(x) = 4, d(y) = 3. U ovom slu~aju je, tako|e, V 4
3 = ∅, pa je n4 = 2 i

n1 +n2 = 4. Kako skup V2 sadr`i ta~no ~etiri ~vora stepena 1 i 2, zakqu~ujemo
da skupovi Vi (i ≥ 3) sadr`e samo ~vorove stepena 3. Me|utim, sada je s2,4 6≡ s3

(mod 3), pa ova mogu}nost otpada.
(V3) d(x) = 4, d(y) = 2. Ovde je, tako|e, V 4

3 = ∅, pa je n4 = 2 i n1 + n2 = 4.
Skup V2 sadr`i ta~no tri ~vora stepena 1 ili 2. ^vor x susedan je sa jo{ dva
~vora stepena 3 iz skupa V3 koji moraju imati zajedni~kog suseda stepena 2 u
skupu V4. Ostali ~vorovi iz Vi (i ≥ 3) su stepena 3. Me|utim, sada je s2,4 6≡ s3

(mod 3), pa i ova mogu}nost otpada.
(V4) d(x) = d(y) = 3. Kako su u ovom slu~aju ~vorovi u, v, w i t "singl"

~vorovi stepena 2 u skupu V2, a pri tom skup V2 ne sadr`i ~vorove stepena 4, to
na osnovu Tvr|ewa 1.12 ova mogu}nost otpada.

(V5) d(x) = 3, d(y) = 2. Sada su ~vorovi u i v "singl" ~vorovi stepena 2 u
skupu V2, pa i ova mogu}nost otpada analogno prethodnoj.

(V6) d(x) = d(y) = 2. Ovde je |V 4
3 | ≤ 1. Ako je |V 4

3 | = 1, dobijamo da je G
graf S10, sa slike 1.64. Graf S10 jeste integralan graf.
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Slika 1.64

Ako je V 4
3 = ∅ tada je n4 = 1 i n1 +n2 = 2. Zakqu~ujemo da skupovi Vi (i ≥ 3)

sadr`e samo ~vorove stepena 3. Me|utim, sada je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa i ova
mogu}nost otpada.

Slika 1.65

50 Ozna~imo sa x ~vor iz V2 koji je pomo}u dve grane povezan sa ~vorovima
iz V1, a sa u, v, a, b, c, d ~vorove iz V2 koji su pomo}u jedne grane povezani sa
~vorovima iz V1 (slika 1.65).

Kako stepen d(x) ~vora x mo`e biti jednak 4, 3 ili 2, imamo slede}e tri
mogu}nosti:

(A) d(x) = 4. Imaju}i u vidu stepene ~vorova a, b, c, d i vode}i ra~una o
simetri~nim slu~ajevima, razlikujemo slede}a tri podslu~aja:

(A1) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1.
Sada je V 4

3 = ∅ (jer ne postoji ~vor stepena 4 susedan sa ~vorovima stepena 4,
4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2) i pri tom skup V3 sadr`i samo ~vorove stepena 3. Koriste}i
argumentaciju analognu onoj u slu~aju 40 (podslu~aj (V1)), zakqu~ujemo da skup
V3 ne sadr`i "singl" ~vorove stepena 3 susedne sa ~vorom stepena 4 iz V2, tj. da
je |V 3

3 | = 4. Dobijamo da je G graf G59, sa slike 1.66, za koji je λ2 > 2 (Lema
1.12), pa ova mogu}nost otpada.

(A2) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 3, 2.
Ovde je tako|e V 4

3 = ∅ (na osnovu Tvr|ewa 1.10 i ~iwenice da ne postoji
~vor stepena 4 susedan sa ~vorovima stepena 4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2) i skup V3
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Slika 1.66

sadr`i samo ~vorove stepena 3. Dakle, n4 = 3 i n1 + n2 = 6 (jednakost (1.7)).
Skup V2 sadr`i ta~no ~etiri ~vora stepena 1 ili 2, a skup V4 ta~no dva ~vora
stepena 1 ili 2. Ako su to dva ~vora stepena 1, ili jedan ~vor stepena 1 i jedan
stepena 2, tada je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa ove mogu}nosti otpadaju. Zakqu~ujemo
da skup V4 sadr`i ta~no dva ~vora stepena 2. Zbog toga u skupu V3 ne postoji
~vor susedan sa dva ~vora stepena 4 iz V2, pa je |V 3

3 | ≥ 5. Vode}i ra~una o
Tvr|ewu 1.9, zakqu~ujemo da je |V 3

3 | = 5. Kako je s3 = 15, sledi da skup V4

sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 3 i ta~no dva ~vora stepena 2. Za svaki mogu}i
raspored grana koje ~vorove iz V3 spajaju sa ~vorovima iz V2 ∪ V4 (jedan takav
raspored prikazan je na slici 1.67) dobijamo da je neki od Smith-ovih grafova
(slika 1.6) indukovani podgraf grafa GB, {to je nemogu}e.

Slika 1.67

(A3) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 3, 2, 3, 2.
Koriste}i argumentaciju kao u prethodna dva podslu~aja zakqu~ujemo da je

V 4
3 = ∅. Tada je n4 = 2 i n1 + n2 = 4, pa skupovi Vi (i ≥ 3) sadr`e samo ~vorove

stepena 3. Me|utim, ovde je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e.
(B) d(x) = 3. Na osnovu Tvr|ewa 1.12 bar jedan od ~vorova a, b, c, d je

stepena 4, pa razlikujemo slede}a dva podslu~aja:
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Slika 1.68

(B1) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1.
Kako ne postoji ~vor stepena 4 susedan sa ~vorovima stepena 4, 4, 2, 2 ili

4, 3, 3, 2, to je V 4
3 = ∅ i pri tom skup V3 mo`e sadr`ati samo ~vorove stepena 3.

Dakle, n4 = 3 i n1 + n2 = 6. U skupu V2 postoje ta~no 4 ~vora stepena 1 ili 2,
pa zakqu~ujemo da u skupu V4 postoje jo{ dva ~vora stepena 1 ili 2. U slu~aju da
su oba ~vora stepena 1 ili oba ~vora stepena 2 dobijamo da je s2,4 6≡ s3 (mod 3),
{to je nemogu}e. Ako skup V4 sadr`i jedan ~vor stepena 1 i jedan ~vor stepena
2 dobijamo, imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.11, dva grafa G60 i G61, sa slike 1.68, kod
kojih je λ2 > 2, pa i ova mogu}nost otpada.

Slika 1.69
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(B2) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 3, 2.
Kako ne postoji ~vor stepena 4 susedan sa ~vorovima stepena 4, 4, 2, 2 ili 4,

3, 3, 2, to je V 4
3 = ∅. Dakle n4 = 2 i n1 + n2 = 4. Skup V2 sadr`i ta~no ~etiri

~vora stepena 1 ili 2, a skupovi Vi (i ≥ 3) sadr`e samo ~vorove stepena 3.
Imaju}i u vidu harmoni~nost grafa G i Tvr|ewe 1.9, dobijamo da je 3 ≤

|V 3
3 | ≤ 4. Ako je |V 3

3 | = 3, tada je G jedan od grafova G62 i G63 (slika 1.69), a
ako je |V 3

3 | = 4, tada je G jedan od grafova G64 i G65 (slika 1.69). Za sva ~etiri
grafa je λ2 > 2, pa ova mogu}nost otpada.

(V) d(x) = 2. Sada razlikujemo slede}a tri podslu~aja:
(V1) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1.
Koriste}i argumentaciju kao u prethodnom slu~aju zakqu~ujemo da je V 4

3 =
∅. Sada je n4 = 3 i n1 +n2 = 6. Po{to u skupu V2 postoji jedan ~vor stepena 2 i
dva ~vora stepena 1, zakqu~ujemo da u skupu V4 postoje ta~no tri ~vora stepena
1 ili 2 (jer skup V3 sadr`i samo ~vorove stepena 3).

Ako skup V4 sadr`i tri ~vora stepena 1, ili tri ~vora stepena 2, ili
dva ~vora stepena 1 i jedan ~vor stepena 2, tada je s2,4 6≡ s3 (mod 3), pa ove
mogu}nosti otpadaju.

Slika 1.70
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Razmotrimo jo{ mogu}nost da skup V4 sadr`i jedan ~vor stepena 1 i dva
~vora stepena 2. Imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.9 i Posledicu 1.3, zakqu~ujemo da
je 5 ≤ |V 3

3 | ≤ 6. Ako je |V 3
3 | = 5, tada je G jedan od grafova G66 − G69 (slika

1.70). Ako je |V 3
3 | = 6, tada je G jedan od grafova G70 −G74 (slika 1.71). Za sve

grafove je λ2 > 2, pa i ova mogu}nost otpada.

Slika 1.71

(V2) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 4, 1, 3, 2.
^vor d stepena 2 iz skupa V2 susedan je sa ~vorom stepena 3 iz skupa V3, a ovaj

~vor je (Posledica 1.2) susedan sa ~vorom a stepena 4 iz V2. Daqe, ~vor a mora
biti susedan sa jo{ dva ~vora stepena 3 iz skupa V3 koji pri tom moraju biti
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susedni sa zajedni~kim ~vorom stepena 2 iz V4. Odavde dobijamo graf G75 ⊂ G
(slika 1.72), za koji je λ2 > 2, {to je nemogu}e, pa ova mogu}nost otpada.

Slika 1.72

(V3) ^vorovi a, b, c, d su, respektivno, stepena 3, 2, 3, 2.
Ovaj podslu~aj je nemogu} na osnovu Tvr|ewa 1.12, jer skup V2 sadr`i "singl"

~vorove stepena 2, a ne sadr`i ~vor stepena 4.
60 Ozna~imo redom, kao na slici 1.73, sa a, b, c, d, e, f , g, h ~vorove iz V2

koji su pomo}u jedne grane spojeni sa ~vorovima stepena 3 iz V1. Na osnovu
stepena pomenutih ~vorova razlikujemo slede}e podslu~ajeve:

Slika 1.73

(A) ^vorovi a, b, c, d, e, f , g, h su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1, 4, 1, 4, 1.
Sada je V 4

3 = ∅ (jer ne postoji ~vor stepena 4 susedan sa ~vorovima stepena
4, 4, 2, 2 ili 4, 3, 3, 2) i pri tom skup V3 sadr`i samo ~vorove stepena 3. Osim
toga, mo`e se pokazati (analogno dokazu u slu~aju 40 (podslu~aj V1)) da skup V3

ne sadr`i "singl" ~vorove stepena 3 susedne sa ~vorom stepena 4 iz V2, tj. da je
|V 3

3 | = 6. Odavde sledi da je G jedan od grafova S11, G76 ili G77 (slika 1.74),
od kojih je samo graf S11 integralan graf.
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Slika 1.74

(B) ^vorovi a, b, c, d, e, f , g, h su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1, 4, 1, 3, 2.

Slika 1.75

Ovde je tako|e V 4
3 = ∅ i pri tom skup V3 mo`e sadr`ati jedino ~vorove

stepena 3. Dakle, n4 = 4 i n1 + n2 = 8 (prema (1.7)). Kako skup V2 sadr`i ta~no
~etiri ~vora stepena 1 ili 2, sledi da skup V4 sadr`i tako|e ta~no ~etiri
~vora stepena 1 ili 2. Analizom mogu}ih slu~ajeva mo`e se utvrditi da skup
V4 sadr`i ta~no dva ~vora stepena 2 i ta~no dva ~vora stepena 1 (jer je u ostalim
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slu~ajevima je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to je nemogu}e). Zbog toga u skupu V3 postoje
ta~no dva ~vora stepena 3 susedna sa po dva ~vora stepena 4 iz V2, pa je |V 3

3 | ≥ 7.
Imaju}i u vidu Tvr|ewe 1.9, zakqu~ujemo da je |V 3

3 | = 7. Kako je s3 = 21, sledi
da skup V4 sadr`i ta~no jedan ~vor stepena 3, ta~no dva ~vora stepena 2 i
ta~no dva ~vora stepena 1. Za svaki mogu}i raspored grana koje ~vorove iz V3

spajaju sa ~vorovima iz V2 ∪ V4 (jedan takav raspored prikazan je na slici 1.75)
dobijamo da je neki od Smith-ovih grafova (slika 1.6) indukovani podgraf
grafa GB, {to je nemogu}e.

(V) ^vorovi a, b, c, d, e, f , g, h su, respektivno, stepena 4, 1, 4, 1, 3, 2, 3, 2.
Ovde je, kao i u prethodnom slu~aju, V 4

3 = ∅ i pri tom skup V3 mo`e sadr`ati
jedino ~vorove stepena 3. Kako je n4 = 3, mora biti n1 + n2 = 6, odakle sledi
da u skupu V4 postoje jo{ dva ~vora stepena 1 ili 2. Na osnovu ovoga imamo
slede}e tri mogu}nosti:

(V1) Neka skup V4 sadr`i dva ~vora stepena 1. Tada je s2,4 6≡ s3 (mod 3),
{to je nemogu}e.

(V2) Neka skup V4 sadr`i jedan ~vor stepena 1 i jedan ~vor stepena 2.
Ozna~imo sa x i y ~vorove stepena 3 iz V3 koji su susedni sa ~vorom stepena 2
iz V4.

Slika 1.76

Tada graf G sadr`i kao podgraf graf H1 ili graf H2 sa slike 1.76. Bar
jedan od ~vorova x i y mora biti susedan sa ~vorovima stepena 3 iz V2 (u
suprotnom postoji komponenta grafa GB koja sadr`i bar dva ~vora stepena 3,
{to je nemogu}e na osnovu Posledice 1.3). Uzimaju}i u obzir i ~iwenicu da
skup V3 ne sadr`i "singl trojke" vezane za ~vorove stepena 3 iz V2, zakqu~ujemo
da je 5 ≤ |V 3

3 | ≤ 6.
Ako graf G sadr`i graf H2 kao podgraf, tada graf G sadr`i graf G78

(slika 1.77) kao indukovani podgraf. Kako je λ2(G78) > 2 (Lema 1.12), ova
mogu}nost otpada.
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Slika 1.77

Neka sada graf G sadr`i graf H1 kao podgraf. Tada je G jedan od grafova
G79 - G89 (slike 1.78 i 1.79). Kako ovi grafovi nisu integralni, ova mogu}nost
otpada.

Slika 1.78
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Slika 1.79

(V3) Neka skup V4 sadr`i dva ~vora stepena 2. Tada je s2,4 6≡ s3 (mod 3) pa
i ova mogu}nost otpada.

(G) ^vorovi a, b, c, d, e, f , g, h su, respektivno, stepena 4, 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2.

Slika 1.80

Ovde je |V 4
3 | ≤ 1. Ako je |V 4

3 | = 1, tada je ovaj ~vor stepena 4 susedan sa tri
~vora stepena 3 iz V2 i jo{ jednim ~vorom stepena 3 iz V4. Kako je n4 = 3, to je
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na osnovu jednakosti (1.7), n1 +n2 = 6, pa skup V3 sadr`i (slika 1.80) dva ~vora
stepena 2 i jo{ samo ~vorove stepena 3. Me|utim, tada je s2,4 6≡ s3 (mod 3), {to
je nemogu}e.

Slika 1.81

Neka je daqe V 4
3 = ∅. Tada skup V3 sadr`i samo ~vorove stepena 3, a graf G

sadr`i podgrafH (slika 1.81). Skup V3 ne sadr`i "singl trojke" , a iz ~vorova
skupa V2 vodi ka ~vorovima skupa V3 ukupno 12 grana. Sledi da je 4 ≤ |V 3

3 | ≤ 6.
Ako je |V 3

3 | = 4, tada je G jedan od grafova G90 −G92 (slika 1.82).

Slika 1.82

Ako je |V 3
3 | = 5, tada skup V4 sadr`i jedan zavr{ni ~vor stepena 3 i graf G

je jedan od grafova G93 −G101 (slika 1.83).
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Slika 1.83

Ako je |V 3
3 | = 6, tada skup V4 sadr`i dva zavr{na ~vora stepena 3 i graf G

je jedan od grafova G102 i G103 (slika 1.84).
Kako pomenuti grafovi nisu integralni, ovaj slu~aj je tako|e nemogu}.
(D) Neka su ~vorovi a, b, c, d, e, f , g, h respektivno stepena 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3,

2.
Prema Tvr|ewu 1.12 ovaj slu~aj je nemogu}, jer skup V2 sadr`i "singl"

~vorove stepena 2, a ne sadr`i ~vor stepena 4.
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Slika 1.84

Ovim je u potpunosti ispitan i Podslu~aj 4.3.
Na osnovu prethodnog razmatrawa zakqu~ujemo da va`i:

Teorema 1.10. ([35]) Postoji ta~no 10 neregularnih bipartitnih 3-harmo-
nijskih integralnih grafova. To su grafovi G8 i G9 (slika 1.85) i grafovi
S4 − S11 (slika 1.86).

Slika 1.85

76



1.4. INTEGRALNI 3-HARMONIJSKI GRAFOVI

Slika 1.86
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Glava 2

O grafovima sa maksimalnim
indeksom

2.1 Uvod

U ovom poglavqu, kao i u prethodnom, posmatra}emo kona~ne, neorijen-
tisane grafove, bez petqi i vi{estrukih grana. Neka je G = (V, E) graf sa
n ~vorova, i A(G) wegova (0, 1)�matrica susedstva. Po{to je matrica A(G)
simetri~na, wene sopstvene vrednosti su realni brojevi i neka su one date u
nerastu}em poretku λ1(G) ≥ λ2(G) ≥ · · · ≥ λn(G). Karakteristi~ni poli-
nom φ(G, λ) grafa G je u stvari det(λI − A(G)). Najve}a sopstvena vrednost
ρ = λ1(G) naziva se spektralni radijus grafa G, ili kra}e indeks grafa
G. Ako je graf G povezan matrica A(G) je ireducibilna. Poznato je (prema
Perron-Frobenius-ovoj teoriji nenegativnihmatrica) da je tadaλ1(G) sopstvena
vrednost vi{estrukosti 1 i da postoji jedinstveni pozitivni jedini~ni sop-
stveni vektor pridru`en sopstvenoj vrednosti λ1(G). Ovaj vektor }emo zvati
Perron-ov vektor grafa G.

Prou~avawe indeksa grafova predstavqa veoma va`nu i interesantnu temu
u okviru spektralne teorije grafova. Zna~aj ove algebarske invarijante uo~en
je jo{ na samom po~etku razvoja spektralne teorije grafova. Naime, u fun-
damentalnom radu [14], Collatz i Sinogowitz prou~avali su poredak grafova
premawihovom indeksu (λ1�poredak) i utvrdili dame|u stablima san ~vorova,
zvezdaK1, n−1 ima maksimalan indeks (

√
n− 1), a put Pn ima minimalan indeks

(2 cos π
n+1

). Ovaj rezultat su kori{}ewem razli~itih tehnika kasnije dokazali
Lovás i Pelikán ( [32]) i Wang ( [46]). Nakon ovoga pojavquje se dosta radova u
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kojima se prou~ava λ1 -poredak grafova (sa fiksiranim brojem ~vorova) unutar
razli~itih klasa grafova.

Ozna~imo sa H(n, n + t) skup svih povezanih grafova sa n ~vorova i n + t
grana. Za n > 1 i t ≥ 0 neka je sa Gn,t ozna~en graf iz H(n, n + t) koji ima
oblik kao na slici 2.1 , gde je p maksimalno mogu}e ( t + 1 =

(
p− 1

2

)
+ q,

0 ≤ q ≤ p− 2).

Slika 2.1

Ispitivawe svih povezanih grafova sa najvi{e 7 ~vorova sugerisalo je da
je Gn,t jedinstveni graf sa maksimalnim indeksom u klasi H(n, n + t). Simi}
( [41, 42]) je dokazao da je ovo ta~no za unicikli~ne i bicikli~ne grafove
(slu~ajevi t = 0 i t = 1, respektivno). Brualdi i Solheid ([8]) pokazali su
nezavisno od Simi}a da je grafGn,t jedinstveni graf sa maksimalnim indeksom
u klasi H(n, n + t), za t = 0, 1, 2. Me|utim, oni su na{li kontraprimere koji
ovo opovrgavaju u slu~aju kada je t = 3, 4, 5. Uo~imo u tom ciqu zvezdu K1, n−1

(n ≥ 3) ~iji su ~vorovi ozna~eni sa 1, 2, . . . , n, a ~vor 1 je centralni ~vor. Za
1 ≤ t ≤ n − 3, neka je sa Hn,t ozna~en graf dobijen od grafa K1, n−1 spajawem
~vora 2 sa ~vorovima 3, 4, . . . , t+3. Brualdi i Solheid ( [8]) su izneli hipotezu da
je za t 6= 2 i n dovoqno veliko,Hn,t jedinstveni graf sa maksimalnim indeksom
u klasiH(n, n + t). Ovu hipotezu dokazali su Cvetkovi} i Rowlinson ( [18]).

Pored navedenih radova posledwih godina pojavio se veliki broj radova u
kojima je problemmaksimalnogindeksa re{avan urazli~itimklasama grafova.
Posebno }e biti istaknuta jedna klasa grafova koja }e u ovom poglavqu biti
detaqnije prou~avana.

Ozna~imo sa H(n, n + t, k) skup svih povezanih grafova sa n ~vorova, n + t
grana i k ~vorova stepena 1. O~igledno jeH(n, n+ t, k) ⊆ H(n, n+ t). Problem
maksimalnog indeksa u ovoj klasi re{ili su Wu, Xiao i Hong ([45]) za
t = −1, Guo ([27]) za t = 0 i Guo, Petrovi} i Gutman ([27, 36]) za t = 1. Ova
re{ewa su prikazana na slici 2.2. Grafovi sa maksimalnim indeksom u ovim
klasama dobijeni su od grafova K1, K3 and K3 · K3, respektivno, tako {to je
za ~vor najve}eg stepena zaka~eno k puteva skoro jednakih du`ina. Za k puteva
Pl1 , Pl2 , . . . , Plk ka`emo da su skoro jednakih du`ina ako brojevi l1, l2, . . . , lk
zadovoqavaju uslov |li − lj| ≤ 1 za 1 ≤ i < j ≤ k.
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Slika 2.2

U tre}em odeqku ovog poglavqa bi}e dato re{ewe problema maksimalnog
indeksa u klasiH(n, n + 2, k) (t = 2).

Ina~e, zna~aj re{ewa problema maksimalnog indeksa u ovim klasama je
izme|u ostalog i u tome {to grafovi koji se dobijaju kao re{ewa predstavqaju
najneregularnije grafove u pomenutim klasama (pri ~emu je za meru neregu-
larnosti uzeto δ = ρ − d, gde ρ ozna~ava indeks, a d sredwu vrednost stepena
~vorova grafa). Podsetimo se da su jo{ Collatz i Sinogowitz ([14]) postavili
problem pronalaska najneregularnijih grafova sa zadatim brojem ~vorova.
Oni su, kori{}ewem svojih tablica spektara grafova sa najvi{e 5 ~vorova,
pokazali da me|u grafovima sa n (n ≤ 5) ~vorova najnereguralniji je graf
K1, n−1. Me|utim, problem pronalaska najneregularnijih grafova sa zadatim
brojem ~vorova u op{tem slu~aju nije re{en.

Osim pomenute klase grafova, u ~etvrtom odeqku ovog poglavqa problem
maksimalnog indeksa bi}e re{en u klasi kaktusa sa n ~vorova. Za graf G
ka`emo da je kaktus ako bilo koje dve wegove konture imaju najvi{e jedan
zajedni~ki ~vor. Klasu kaktusa naro~ito je prou~avao Z. Radosavqevi} (na
primer, [38]).

Na kraju uvodnog dela napomenimo jo{ da je iz ove oblasti posebno zna~ajan
rad [19] u kome je dat pregled brojnih referenci iz ove oblasti.

2.2 Neophodne leme

Ozna~imo sa Cn i Pn konturu i put sa n ~vorova, respektivno. Ozna~imo
daqe sa G − x, odnosno G − xy, graf dobijen od grafa G udaqavawem ~vora
x ∈ V (G), odnosno grane xy ∈ E(G), iz grafa G. Analogno tome, neka je sa
G + xy ozna~en graf dobijen od grafa G dodavawem grane xy /∈ E(G), pri ~emu
x, y ∈ V (G).
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Uovom odeqku }e biti navedeno vi{e lema (od kojih su neke date sa dokazom)
koje su nam neophodne u daqem radu.

Lema 2.1. ([17]) Neka su λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn sopstvene vrednosti grafa G,
a µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µm sopstvene vrednosti wegovog indukovanog podgrafa H .
Tada va`e nejednakosti:

λn−m+i ≤ µi ≤ λi (i = 1, . . . , m) .

Specijalno, za m = n − 1, va`i λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn−1 ≥ λn. Osim
toga, ako je graf G povezan, tada je λ1 > µ1.

Lema 2.2. ([17]) Ako su G1, G2, . . . , Gt komponente grafa G, tada je

φ(G, λ) = φ(G1, λ) · φ(G2, λ) · · ·φ(Gt, λ) .

Nave{}emo daqe neke rezultate (preuzete iz [39]) koji }e biti od koristi
pri izra~unavawu karakteristi~nih polinoma grafova.

Lema 2.3. ([39]) Neka je v ~vor grafa G i C(v) skup svih kontura u grafu G
koje sadr`e v. Tada je

φ(G, λ) = λφ(G− v, λ) −
∑

(u,v)∈E(G)

φ(G− u− v, λ)−(2.1)

2
∑

Z∈C(v)

φ(G− V (Z), λ) ,

gde je G − V (Z) graf dobijen od grafa G udaqavawem ~vorova koji pripadaju
konturi Z.

Specijalno, ako je v ~vor stepena 1 i ~vor u susedan ~voru v, formula (2.1)
postaje

(2.2) φ(G, λ) = λφ(G− v, λ)− φ(G− v − u, λ) .

Napomena 1. Ako je λ > λ1(G− v), tada se iz (2.1) jednostavno dobija

(2.3) φ(G, λ)− λφ(G− v, λ) < 0 .

Lema 2.4. ([39]) Neka su G i H korenski grafovi sa korenima r i s, respek-
tivno. Tada je karakteristi~ni polinom grafa G ·H (kod koga su koreni r i s
identifikovani) jednak

φ(G ·H,λ) = φ(G− r, λ)φ(H, λ) + φ(G, λ)φ(H − s, λ)−
λφ(G− r, λ)φ(H − s, λ) .
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Ako je H razapiwu}i podgraf grafa G pisa}emo H ≤ G; specijalno, ako je
H pravi razapiwu}i podgraf od G pisa}emo H < G.

Od zna~aja }e nam biti i slede}e dve leme.

Lema 2.5. ([20])Neka jeG povezan graf. Ako jeH < G, tada je λ1(H) < λ1(G).

Lema 2.6. ([31, 20]) Ako je H razapiwu}i podgraf grafa G, tada je

φ(G, λ) ≤ φ(H, λ) za svako λ ≥ λ1(G).

Ako je λ1(H) < λ1(G) (odnosno, ako je graf G povezan i H wegov pravi
razapiwu}i podgraf) tada je

φ(G, λ) < φ(H,λ) za svako λ ≥ λ1(G).

Dokaz. Neka je {1, 2, . . . , n} skup ~vorova grafa G i A(G) wegova matrica
susedstva. Dokaza}emo najpre prvo tvr|ewe indukcijom po broju ~vorova n.

Tvr|ewe je o~igledno ta~no za n = 1, pa zato pretpostavimo da je n > 1 i da
tvr|ewe va`i za sve grafove sa mawe od n ~vorova.

Diferencirawem determinante φ(G, λ) = det(λI − A(G)), jednostavno se
dobija da je

φ′(G, λ) =
n∑

j=1

φ(G− j, λ) .

Kako analogna formula va`i i za φ′(H, λ), dobijamo da je

φ′(H, λ)− φ′(G, λ) =
n∑

j=1

(
φ(H − j, λ)− φ(G− j, λ)

)
.

Kako je za svako j, grafH−j razapiwu}ipodgraf grafaG−j, to poinduktivnoj
pretpostavci va`i da je

φ(G− j, λ) ≤ φ(H − j, λ) za svako λ ≥ λ1(G− j).

Po{to je za svako j, λ1(G) ≥ λ1(G− j), sledi da je

(2.4) φ′(H, λ)− φ′(G, λ) ≥ 0 za svako λ ≥ λ1(G).

Kako je λ1(G) ≥ λ1(H) i φ(H,λ) ≥ 0 za svako λ ≥ λ1(H), funkcija φ(H,λ) −
φ(G, λ) je nenegativna u ta~ki λ = λ1(G), odakle, prema (2.4), sledi da je ova
funkcija nenegativna za svako λ ≥ λ1(G), ~ime je dokazano prvo tvr|ewe.
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Za dokaz drugog tvr|ewa dovoqno je uo~iti da je u slu~aju kada je λ1(G) >
λ1(H), funkcija φ(H, λ) − φ(G, λ) pozitivna u ta~ki λ = λ1(G), pa je dakle
pozitivna za svako λ ≥ λ1(G). 2

Uslede}e dve leme bi}e ustanovqena neka pravila koja ukazuju na vezu izme|u
strukture grafa i wegovog indeksa.

Lema 2.7. ([20, 31]) Neka je v ~vor u netrivijalnom povezanom grafu G i neka
je sa G(k, l) (k ≥ l ≥ 1) ozna~en graf dobijen od grafa G tako {to su za ~vor v
zaka~eni putevi du`ine k i l (slika 2.3). Tada je λ1(G(k, l)) > λ1(G(k+1, l−1)).

…

…}
}

Slika 2.3

Dokaz. Na osnovu (2.2) va`i

φ(G(k, l), λ) = λφ(G(k, l − 1), λ)− φ(G(k, l − 2), λ) ,

kada je l ≥ 2, kao i

φ(G(k + 1, l − 1), λ) = λφ(G(k, l − 1), λ)− φ(G(k − 1, l − 1), λ) .

Odavde sledi da za k ≥ l ≥ 1 va`i

φ(G(k, l), λ)−φ(G(k + 1, l− 1), λ) = φ(G(k− l + 1, 1), λ)−φ(G(k− l + 2, 0), λ) .

Sli~no, va`i:

φ(G(k − l + 2, 0), λ) = λφ(G(k − l + 1, 0), λ)− φ(G(k − l, 0), λ) ,

kao i

φ(G(k − l + 1, 1), λ) = λφ(G(k − l + 1, 0), λ)− φ(H, λ) ,

gde je H graf G(k − l + 1, 0)− v. Dakle, va`i:

83



2.2. NEOPHODNE LEME

φ(G(k, l), λ)− φ(G(k + 1, l − 1), λ) = φ(G(k − l, 0), λ)− φ(H,λ) .

Po{to jeH pravi razapiwu}ipodgraf grafaG(k−l, 0), premaLemi 2.6, imamo:

φ(G(k, l), λ)− φ(G(k + 1, l − 1), λ) < 0 za svako λ ≥ λ1(G(k − l, 0)) .

Kako je G(k− l, 0) pravi indukovani podgraf grafa G(k + 1, l− 1), va`i da
je λ1(G(k− l, 0)) < λ1(G(k+1, l−1)). Dakle, funkcija φ(G(k, l), λ) je negativna
u ta~ki λ1(G(k + 1, l − 1)), odakle sledi tvr|ewe leme. 2

Lema 2.8. ([41]) Neka je G povezan korenski graf sa bar dva ~vora i korenom
r. Ako grafovi A i B imaju oblik kao na slici 2.4, tada je φ(A, λ) > φ(B, λ) za
λ > λ1(G− r). Specijalno, va`i da je λ1(A) < λ1(B).

Slika 2.4

Dokaz. Neka je G korenski graf sa korenom r. Ozna~imo sa t i s ~vorove
grafaH = K1,n+1 stepena n+1 i 1, respektivno. GrafA (B), sa slike 2.4, mo`e
se dobiti pomo}u grafova G i H , tako {to se identifikuju ~vorovi r i s (r i
t). Imaju}i ovo u vidu, na osnovu Leme 2.4, dobijamo

φ(A, λ)− φ(B, λ) = (φ(G, λ)− λφ(G− r, λ))(φ(H − s, λ)− φ(H − t, λ)) .

Na osnovu (2.3), za λ > λ1(G − r), va`i φ(G, λ) − λφ(G − r, λ) < 0. Osim
toga, kako je

φ(H − s, λ)− φ(H − t, λ) = (λ2 − n)λn−1 − λn+1 = −nλn−1 < 0 za λ > 0 ,

zakqu~ujemo da za λ > λ1(G − r), va`i φ(A, λ) > φ(B, λ). Odavde sledi da je
λ1(A) < λ1(B). 2

Kako je matrica susedstva A(H) proizvoqnog neorijentisanog grafa H
realna simetri~na matrica, va`i slede}e tvr|ewe.
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Lema 2.9. ([45]) Neka je H proizvoqan graf sa n ~vorova i x jedini~ni vektor
iz Rn. Ako je λ1(H) = xT A(H)x, tada je A(H)x = λ1(H)x.

Slede}u lemu, koja }e biti vi{e puta primewena u dokazu glavnih rezultata
ovog poglavqa, dokazali su Wu, Xiao i Hong i ona predstavqa stro`iju
verziju sli~ne leme date u radu [41].

Slika 2.5

Lema 2.10. ([45])Neka jeG povezan graf i λ1(G) indeks grafaG. Neka su u, v
proizvoqni ~vorovi grafaG i neka je d(v) stepen ~vora v. Neka su v1, v2, . . . , vs ∈
NG(v) \ NG(u) (1 ≤ s ≤ d(v)) i neka je x = (x1, x2, . . . , xn)T Perron-ov vektor
grafa G, pri ~emu je koordinata xi pridru`ena ~voru vi (1 ≤ i ≤ n). Ozna~imo
sa G∗ graf dobijen od grafa G udaqavawem grana vvi i dodavawem grana uvi

(1 ≤ i ≤ s) (slika 2.5). Ako je xu ≥ xv, tada je λ1(G
∗) > λ1(G).

Dokaz. U ciqu dokaza tra`ene nejednakosti uo~imo najpre da je

xT (A(G∗)− A(G))x = 2
s∑

i=1

xi(xu − xv) ≥ 0 .

Odavde dobijamo

(2.5) λ1(G
∗) = max

‖y‖=1
yT A(G∗)y ≥ xT A(G∗)x ≥ xT A(G)x = λ1(G) .

Poka`imo da mora biti λ1(G
∗) > λ1(G). Ako bi bilo λ1(G

∗) = λ1(G), tada
u (2.5) va`e jednakosti, odakle dobijamo

λ1(G
∗) = xT A(G∗)x

Na osnovu Leme 2.9, sada sledi A(G∗)x = λ1(G
∗)x. Odavde je daqe

(2.6) λ1(G
∗)xv = (A(G∗)x)v =

∑

vi∈NG∗ (v)

xi .
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Osim toga, kako je A(G)x = λ1(G)x, va`i

(2.7) λ1(G)xv = (A(G)x)v =
∑

vi∈NG(v)

xi =
∑

vi∈NG∗ (v)

xi +
s∑

i=1

xi .

Kako je x = (x1, x2, . . . , xn)T Perron-ov vektor grafaG, to je xi > 0 (1 ≤ i ≤
n). Dakle, va`i

∑s
i=1 xi > 0. Sada, na osnovu jednakosti (2.6) i (2.7), dobijamo

λ1(G
∗)xv < λ1(G)xv. Odavde je λ1(G

∗) < λ1(G), {to je nemogu}e na osnovu (2.5).
Dakle, mora biti λ1(G

∗) > λ1(G). 2

Pre nego {to formuli{emo posledwu lemu u ovom odeqku nave{}emo neke
neophodne definicije.

Neka je G povezan graf i neka je uv ∈ E(G) proizvoqna grana grafa G.
Ozna~imo sa Gu,v graf dobijen od grafa G potpodelom grane uv, tj. dodavawem
novog ~vora w i grana wu, wv u grafu G− uv. Hoffman i Smith su uveli pojam
unutra{weg puta u grafu G kao {etwu v0v1 . . . vs (s ≥ 1) takvu da su ~vorovi
v0, v1, . . . , vs me|usobno razli~iti, d(v0) > 2, d(vs) > 2 i d(vi) = 2, za svako
0 < i < s. Ka`emo da je s du`ina ovog unutra{weg puta. Za unutra{wi put
ka`emo da je zatvoren ako je v0 = vs. Oni su dokazali slede}i rezultat.

Lema 2.11. ([29]) Neka je uv proizvoqna grana u povezanom grafu G sa n
~vorova.

10 Ako grana uv ne pripada nekom unutra{wem putu u grafu G i G 6= Cn,
tada je λ1(Gu,v) > λ1(G).

20 Ako grana uv pripada nekom unutra{wem putu u grafu G, i G 6= Wn, gde
je Wn graf prikazan na slici 2.6, tada je λ1(Gu,v) < λ1(G).

…

Slika 2.6

2.3 Tricikli~ni grafovi sa k ~vorova stepena 1

U ovom odeqku }e biti dato re{ewe problema maksimalnog indeksa u klasi
H(n, n + 2, k) povezanih tricikli~nih grafova sa ta~no k ~vorova stepena 1.

Ozna~imo sa G∗
i (i = 1, . . . , 5) tricikli~ne grafove prikazane na slici 2.7.

Neka jeG∗
i (n, k) graf sa n ~vorova dobijen od grafaG∗

i (i = 1, . . . , 5), tako{to je
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za ~vor v maksimalnog stepena zaka~eno k puteva skoro jednakih du`ina. Tada
G∗

i (n, k) ∈ H(n, n + 2, k).

Slika 2.7

Lema 2.12. ([37])

(a) n ≥ k + 7 ⇒ λ1(G
∗
1(n, k)) > λ1(G

∗
4(n, k)) ∧

λ1(G
∗
1(n, k)) > λ1(G

∗
5(n, k));

(b) n ≥ k + 5 ⇒ λ1(G
∗
4(n, k)) > λ1(G

∗
2(n, k)) ∧

λ1(G
∗
4(n, k)) > λ1(G

∗
3(n, k));

(v) n = k + 6 ∧ k ≤ 3 ⇒ λ1(G
∗
4(n, k)) > λ1(G

∗
5(n, k));

n = k + 6 ∧ k ≥ 4 ⇒ λ1(G
∗
5(n, k)) > λ1(G

∗
4(n, k)).

Dokaz.
(a) Doka`imo najpre implikaciju

n ≥ k + 7 ⇒ λ1(G
∗
1(n, k)) > λ1(G

∗
5(n, k)) .

Ozna~imo sa v ~vor stepena k +6 grafaG∗
1(n, k). Tako|e }emo sa v ozna~iti

~vor stepena k+5 grafaG∗
5(n, k). Ozna~imo daqe sa l maksimalan broj ~vorova

proizvoqnog puta zaka~enog za ~vor v u grafu G∗
5(n, k), a sa m minimalan

broj ~vorova proizvoqnog puta zaka~enog za ~vor v u grafu G∗
1(n, k). Tada je

m = l − 1.
Neka je G graf analogan grafu G∗

5(n, k) u kome svi putevi zaka~eni za ~vor
v sadr`e l ~vorova. Tako|e, neka je H graf analogan grafu G∗

1(n, k) u kome svi
putevi zaka~eni za ~vor v sadr`e m ~vorova.

O~igledno je sadaH indukovani podgraf grafaG∗
1(n, k), dok je grafG∗

5(n, k)
indukovani podgraf grafa G. Zbog toga, prema Lemi 2.1, va`i

λ1(H) ≤ λ1(G
∗
1(n, k)),
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pri ~emu jednakost va`i ako i samo ako je n = km + 7. Tako|e, va`i

λ1(G
∗
5(n, k)) ≤ λ1(G)

i pri tom jednakost va`i ako i samo ako je n = kl + 6.
Dakle, da bismo dokazali nejednakost λ1(G

∗
5(n, k)) < λ1(G

∗
1(n, k)) dovoqno

je dokazati da je λ1(G) < λ1(H).
Primenom Leme 2.3 na ~vor v grafa G dobi}emo

φ(G, λ) = λφ(Pl, λ)k−1[(λ5 − 8λ3 − 6λ2 + 9λ + 8)φ(Pl, λ)−
k(λ4 − 3λ2 + 2)φ(Pl−1, λ)].

Analognim postupkom dobijamo

φ(H, λ) = (λ2 − 1)2φ(Pm, λ)k−1[(λ3 − 7λ− 6)φ(Pm, λ)−
k(λ2 − 1)φ(Pm−1, λ)].

Ozna~imo sa r najve}u sopstvenu vrednost grafa G. Tada je r > 3. (Naime,
neposrednim izra~unavawem mo`e se proveriti da je u slu~aju n = 7, k = 1,
indeks grafa G ve}i od 3, odakle sledi da je indeks grafa G ve}i od 3 za sve
vrednosti n i k) Na osnovu prethodno dobijenog izraza za φ(G, λ) uo~avamo da
r zadovoqava jedna~inu

(2.8) (r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8)φ(Pl, r)− k(r4 − 3r2 + 2)φ(Pl−1, r) = 0 .

Linearna diferencna jedna~ina (2.8) reda 1 ima re{ewe

φ(Pl, r) =

(
k(r4 − 3r2 + 2)

r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8

)l

(l = 0, 1, 2, . . .) .

Sada nejednakost

φ(H, r) = k(r2 − 1)2φ(Pm, r)k−1
( (k(r4 − 3r2 + 2))m−1

(r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8)m

)

((r3 − 7r − 6)(r4 − 3r2 + 2)− (r2 − 1)(r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8)) < 0

va`i ako i samo ako je

Q(r) = ((r3 − 7r − 6)(r4 − 3r2 + 2)− (r2 − 1)(r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8)) < 0,

(izrazi r4 − 3r2 + 2 i r5 − 8r3 − 6r2 + 9r + 8 su pozitivni za r > 3),
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tj. ako i samo ako je

Q(r) = −r5 + 6r3 + 4r2 − 5r − 4 < 0 .

Kako jedna~inaQ(x) = 0 ima ta~no dva pozitivna korena x1 = 1 i x2 ∈ (2, 3)
i kako je lim

x→+∞
Q(x) = −∞, zakqu~ujemo da je Q(r) < 0.

Dakle, va`i da je φ(H, r) < 0, odakle sledi λ1(G) < λ1(H).
Doka`imo sada implikaciju

n ≥ k + 7 ⇒ λ1(G
∗
1(n, k)) > λ1(G

∗
4(n, k)) .

Ozna~imo, kao u prethodnom slu~aju, sa v ~vor stepena k + 6 grafa G∗
1(n, k).

Tako|e }emo sa v ozna~iti ~vor stepena k + 4 grafa G∗
4(n, k). Analogno

prethodnom slu~aju, ozna~imo sa l maksimalan broj ~vorova proizvoqnog
puta zaka~enog za ~vor v u grafu G∗

4(n, k), a sa m minimalan broj ~vorova
proizvoqnog puta zaka~enog za ~vor v u grafu G∗

1(n, k). U ovom slu~aju je
l − 2 ≤ m ≤ l − 1.

Neka je G graf analogan grafu G∗
4(n, k) u kome su svi putevi zaka~eni za

~vor v du`ine l. Tako|e, neka je H graf analogan grafu G∗
1(n, k) u kome su svi

putevi zaka~eni za ~vor v du`ine m.
Po{to je sada H indukovani podgraf grafa G∗

1(n, k), a graf G∗
4(n, k) in-

dukovani podgraf grafa G, to prema Lemi 2.1, imamo

λ1(H) ≤ λ1(G
∗
1(n, k)),

pri ~emu jednakost va`i ako i samo ako je n = km + 7, kao i da je

λ1(G
∗
4(n, k)) ≤ λ1(G)

i pri tom jednakost va`i ako i samo ako je n = kl + 5.
Dakle, da bismo dokazali nejednakost λ1(G

∗
4(n, k)) < λ1(G

∗
1(n, k)), dovoqno

je dokazati da je λ1(G) < λ1(H).
Primenom Leme 2.3 na ~vor v grafa G dobi}emo

φ(G, λ) = λ2 φ(Pl, λ)k−1[(λ3 − 7λ− 6)φ(Pl, λ)− k(λ2 − 3)φ(Pl−1, λ)].

Analogno dobijamo

φ(H, λ) = (λ2 − 1)2φ(Pm, λ)k−1[(λ3 − 7λ− 6)φ(Pm, λ)−
k(λ2 − 1)φ(Pm−1, λ)].
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Ozna~imo sa r najve}u sopstvenu vrednost grafaG. Tada je r > 3. (Neposred-
nim izra~unavawem mo`e se proveriti da je u slu~aju n = 6, k = 1 najve}a
sopstvena vrednost grafa G ve}a od 3, odakle sledi da je indeks grafa G ve}i
od 3 za sve vrednosti n i k.) Na osnovu prethodno dobijenog izraza za φ(G, λ)
uo~avamo da r zadovoqava jedna~inu

(2.9) (r3 − 7r − 6)φ(Pl, r)− k(r2 − 3)φ(Pl−1, r) = 0 .

Linearna diferencna jedna~ina (2.9) reda 1 ima re{ewe

φ(Pl, r) =

(
k(r2 − 3)

r3 − 7r − 6

)l

(l = 0, 1, 2, . . .) .

Sada va`i nejednakost

φ(H, r) = −2k2(r2 − 1)2φ(Pm, r)k−1
( k(r2 − 3)

(r3 − 7r − 6)

)m−1
< 0 ,

jer su izrazi r2 − 3 i r3 − 7r − 6 pozitivni za r > 3.
Dakle, va`i φ(H, r) < 0, odakle zakqu~ujemo da je λ1(G) < λ1(H).
Preostale nejednakosti mogu se dokazati potpuno analogno. 2

Teorema 2.1. ([37]) Neka graf G pripada klasi H(n, n + 2, k), k ≥ 1. Tada je
n ≥ k + 4 i pri tom va`e slede}e nejednakosti:

(a) Ako je n ≥ k + 7, tada je λ1(G) ≤ λ1(G
∗
1(n, k)), pri ~emu jednakost va`i

ako i samo ako je G = G∗
1(n, k);

(b) Ako je n = k + 6 i k ≥ 4, tada je λ1(G) ≤ λ1(G
∗
5(n, k)), pri ~emu jednakost

va`i ako i samo ako je G = G∗
5(n, k);

(v) Ako je n = k + 6 i k ≤ 3, ili n = k + 5, tada je λ1(G) ≤ λ1(G
∗
4(n, k)) i pri

tom jednakost va`i ako i samo ako je G = G∗
4(n, k);

(g) Ako je n = k + 4, tada je λ1(G) ≤ λ1(G
∗
2(n, k)), pri ~emu jednakost va`i

ako i samo ako je G = G∗
2(n, k).

Dokaz. Najmawi tricikli~ni graf bez ~vorova stepena 1 je graf K4, pa je
broj ~vorova proizvoqnog tricikli~nog grafa sa k (≥ 1) ~vorova stepena 1
jednak najmawe k + 4.

Neka je G ∈ H(n, n + 2, k) graf sa maksimalnim indeksom u H(n, n + 2, k).
Ozna~imo skup ~vorova ovako izabranog grafaG sa {v1, v2, . . . , vn}, a Perron-ov
vektor grafa G sa x = (x1, x2, . . . , xn)T , pri ~emu je koordinata xi pridru`ena
~voru vi (1 ≤ i ≤ n).
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Dokaza}emo najpre da proizvoqne dve konture Cp i Cq grafa G imaju bar
jedan zajedni~ki ~vor. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji put v1, v2, . . . , vl

koji povezuje konture Cp i Cq (v1 ∈ V (Cp), vl ∈ V (Cq), l ≥ 2). Ne umawuju}i
op{tost mo`emo pretpostaviti da je x1 ≥ xl. Ozna~imo sa vl+1 i vl+2 ~vorove iz
Cq susedne ~voru vl. Tada bar jedan od ~vorova vl+1 i vl+2 nije sused ~vora v1, npr.
~vor vl+1 (u suprotnom graf G nije tricikli~ni graf, {to je kontradikcija).
Neka je

G∗ = G− {vlvl+1}+ {v1vl+1} .

Tada, G∗ ∈ H(n, n + 2, k). Na osnovu Leme 2.10, sada va`i da je λ1(G
∗) > λ1(G),

kontradikcija.
Daqe }emo razlikovati slede}a dva slu~aja:
Slu~aj 1. Bilo koje dve konture grafa G imaju ta~no jedan zajedni~ki ~vor.
Slu~aj 2. Postoje dve konture u grafu G koje imaju vi{e od jednog za-

jedni~kog ~vora.
U prvom slu~aju sve konture grafa G imaju ta~no jedan zajedni~ki ~vor, tj.

sve tri konture Cp, Cq i Cr grafa G formiraju sve`aw koga }emo ozna~iti sa
G0

1 (slika 2.9).
U drugom slu~aju postoji razapiwu}i podgraf H0 grafa G koji sadr`i tri

puta P1,P2 i P3 od kojih je najvi{e jedan du`ine 1 (slika 2.8).

. . .

. . .

. . .

Slika 2.8

Ozna~imo sa v1 i v2 zajedni~ke ~vorove puteva P1,P2 i P3. ^vorovi v1 i
v2 su stepena 3 u grafu H0 dok su ostali ~vorovi u H0 stepena 2. Osim toga,
postoja}e, ili ~etvrti put P4 koji povezuje

(2.1) dva ~vora stepena 2 iz H0 koja ne pripadaju istom putu Pi (i = 1, 2, 3);
(2.2) jedan ~vor stepena 3 i jedan ~vor stepena 2 iz H0;
(2.3) dva ~vora stepena 3 iz H0,

ili pak postoji
(2.4) kontura koja ima ta~no jedan zajedni~ki ~vor sa razapiwu}im pod-

grafom H0. (Ovaj zajedni~ki ~vor je stepena 3 u H0.)
Dakle, u drugom slu~aju sve konture grafa G formiraju graf G0

2 (podslu~aj
2.1), G0

3 (podslu~aj 2.2), G0
4 (podslu~aj 2.3) ili G0

5 (podslu~aj 2.4) (slika 2.9).
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Slika 2.9

Uo~avamo da su grafovi G0
i funkcije odgovaraju}ih parametara, tj. G0

1 =
G0

1 (p, q, r), G0
2 = G0

2 (l, m, p, q, r, s), G0
3 = G0

3 (l, m, p, q, r), G0
4 = G0

4 (l, m, p, q)
i G0

5 = G0
5 (l,m, p, q). Ovi parametri predstavqaju ili du`ine odgovaraju}ih

puteva ili pak du`ine odgovaraju}ih kontura u grafovima G0
i (i = 1, . . . , 5).

Tako|e, sa slike 2.7 uo~avamo da za grafove G∗
i (i = 1, . . . , 5) va`i: G∗

1 =
G0

1 (3, 3, 3) i |G0
1| ≥ |G∗

1| = 7, G∗
2 = G0

2 (1, 1, 1, 1, 1, 1) i |G0
2| ≥ |G∗

2| = 4,
G∗

3 = G0
3 (2, 1, 1, 2, 1) i |G0

3| ≥ |G∗
3| = 5, G∗

4 = G0
4 (2, 2, 2, 1) i |G0

4| ≥ |G∗
4| = 5,

G∗
5 = G0

5 (2, 2, 1, 3) i |G0
5| ≥ |G∗

5| = 6.
Na osnovu prethodno izlo`enog zakqu~ujemo da grafG sadr`i kao induko-

vani podgraf jedan od grafovaG0
1−G0

5. Ozna~imo saHi(n, n+2, k) ⊆ H(n, n+
2, k) skup svih tricikli~nih grafova koji sadr`e graf G0

i (i = 1, . . . , 5) kao
indukovani podgraf. Tada jeHi(n, n+2, k)∩Hj(n, n+2, k) = ∅ (i, j = 1, . . . , 5;
i 6= j) i pri tom G ∈ ∪5

i=1Hi(n, n + 2, k) za n ≥ k + 7, G ∈ ∪5
i=2Hi(n, n + 2, k) za

n = k +6,G ∈ ∪4
i=2Hi(n, n+2, k) za n = k +5 iG ∈ H2(n, n+2, k) za n = k +4.

Pretpostavimo da grafG pripada, na primer, skupuH5(n, n+2, k). Tada je
n ≥ k +6. Ozna~imo sa v1 ~vor stepena 5 izG0

5 i doka`imo da se grafG sastoji
od grafa G0

5 i jednog stabla zaka~enog za ~vor v1. Pretpostavimo suprotno, tj.
da postoji ~vor vi grafa G0

5 (vi 6= v1) za koji je zaka~eno neko stablo T .
Ako je x1 ≥ xi, ozna~imo sa z1, . . . , zs (s ≥ 1) ~vorove iz T susedne sa ~vorom

vi i uzmimo da je
G∗ = G− {viz1, . . . , vizs}+ {v1z1, . . . , v1zs} .

Analizirajmo daqe slu~aj x1 < xi. Neka je N(v1) = {w1, w2, . . . , wt} (t ≥ 5)
(slika 2.9). Ako ~vor vi pripada konturi Cq, uzmimo da je

G∗ = G− {v1w3, . . . , v1wt}+ {viw3, . . . , viwt} .
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Ako je vi ~vor stepena 2 iz G0
5, npr. pripada putu du`ine l, neka je tada

G∗ = G− {v1w1, v1w2, v1w5, . . . , v1wt}+ {viw1, viw2, viw5 . . . , viwt} .

Ako je pak vi ~vor stepena 3 iz G0
5 uzmimo da je tada

G∗ = G− {v1w1, v1w2, v1w6, . . . , v1wt}+ {viw1, viw2, viw6 . . . , viwt} .

U svim pomenutim slu~ajevima va`i daG∗ ∈ H5(n, n+2, k). Na osnovu Leme
2.10 dobijamo da je λ1(G

∗) > λ1(G), {to je kontradikcija. Dakle, zakqu~ujemo
da graf G sadr`i ta~no jedno stablo zaka~eno za ~vor v1 grafa G0

5.
Doka`imo daqe da za stepen d(v) proizvoqnog ~vora v stabla T va`i d(v) ≤

2, tj. da je G u stvari graf G0
5 sa k puteva zaka~enih za ~vor v1. Pretpostavimo

suprotno, tj. da postoji ~vor vi stabla T takav da je d(vi) > 2. Neka je N(vi) =
{z1, . . . , zs}, N(v1) = {w1, . . . , wt}. Tada je s ≥ 3 i t ≥ 6. Pretpostavimo da je
z1 koren v1 stabla T ili je pak pomo}u nekog puta povezan sa korenom v1 stabla
T , zatim da w1 i w2 pripadaju konturi Cq, kao i da je w6 = vi ili je w6 povezan
nekim putem sa vi. Ako je x1 ≥ xi uzmimo da je

G∗ = G− {viz3, . . . , vizs}+ {v1z3, . . . , v1zs} .

Ako je x1 < xi, neka je

G∗ = G − {v1w2, . . . , v1w5, v1w7, . . . , v1wt}
+ {viw2, . . . , viw5, viw7, . . . , viwt} .

U oba slu~aja va`i da G∗ ∈ H5(n, n + 2, k), pa na osnovu Leme 2.10 dobijamo da
je λ1(G

∗) > λ1(G), kontradikcija.
Osim toga, pokaza}emo jo{ da su ovih k puteva zaka~enih za ~vor v1 skoro

jednakih du`ina. Ozna~imo ovih k puteva sa Pl1 , . . . , Plk . Dokaza}emo da je
|li− lj| ≤ 1 za 1 ≤ i < j ≤ k. Pretpostavimo da postoje dva puta Pl1 i Pl2 za koje
je l1 − l2 ≥ 2. Neka je npr. Pl1 = v1u1u2 . . . ul1 , Pl2 = v1w1w2 . . . wl2 i uzmimo da
je

G∗ = G− {ul1−1ul1}+ {wl2ul1} .

Tada G∗ ∈ H5(n, n + 2, k), pa na osnovu Leme 2.7 dobijamo da je λ1(G
∗) > λ1(G),

kontradikcija.
Na osnovu definicije grafa G0

5 va`i da je l, m, p ≥ 1, pri ~emu je najvi{e
jedan od ovih brojeva jednak 1. Doka`imo da je ta~no jedan od wih jednak 1 dok
su preostala dva jednaka 2. Pretpostavimo, suprotno tome, da je l ≥ 3. Neka je
Pl = v1v2 . . . vl+1 i neka je v1u1 . . . um (m ≥ 1) put zaka~en za ~vor v1 grafa G0

5.
O~igledno va`i da je G 6= Cn, G 6= Wn, v1v2 . . . vl+1 je jedan unutra{wi put, dok
v1u1 . . . um nije unutra{wi put. Uzmimo da je

G∗ = G− {v2v3, v3v4}+ {v2v4, umv3} .
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Tada G∗ ∈ H5(n, n + 2, k), pa prema Lemi 2.11 sledi da je λ1(G
∗) > λ1(G),

kontradikcija. Dakle, va`i da je l ≤ 2. Analogno se mo`e dokazati da je
m ≤ 2, p ≤ 2, da je ta~no jedan od brojeva l, m, p jednak 1 i da kontura Cq ima
du`inu 3. Dakle, G0

5 = G∗
5 i G = G∗

5(n, k).
Sli~no kao u prethodnom dokazu mo`e se pokazati da akoG ∈ H1(n, n+2, k)

tada je n ≥ k + 7 i G = G∗
1(n, k), ako G ∈ H2(n, n + 2, k) tada je n ≥ k + 4 i

G = G∗
2(n, k), ako je G ∈ H3(n, n + 2, k) tada je n ≥ k + 5 i G = G∗

3(n, k) i ako
G ∈ H4(n, n + 2, k) tada je n ≥ k + 5 i G = G∗

4(n, k).
Na osnovuLeme 2.12 zakqu~ujemo da jeG = G∗

1(n, k) zan ≥ k+7,G = G∗
5(n, k)

zan = k+6i k ≥ 4,G = G∗
4(n, k) zan = k+6ik ≤ 3, ilin = k+5iG = G∗

2(n, k)
za n = k + 4. Ovim je u potpunosti dokazano tvr|ewe teoreme. 2

Slika 2.10

Na kraju navedimo slede}u hipotezu.
Hipoteza 1. Graf prikazan na slici 2.10 je jedinstveni graf sa maksimalnim

indeksom u klasiH(n, n + t, k) (t ≥ 0).

2.4 Kaktusi

U ovom odeqku re{i}emo problem maksimalnog indeksa u klasi kaktusa sa
n ~vorova. Za graf G ka`emo da je kaktus ako bilo koje dve wegove konture
imaju najvi{e jedan zajedni~ki ~vor. Ako sve konture grafa G imaju ta~no
jedan zajedni~ki ~vor ka`emo da one formiraju sve`aw.

Ozna~imo sa C(n) skup svih povezanih kaktusa sa n ~vorova. U klasi C(n)
odredi}emo grafove sa maksimalnim indeksom, koriste}i pritom neke od lema
navedenih u odeqku 2.2.

Neka je Gk sve`aw sa n ~vorova i k kontura du`ine 3 predstavqen na slici
2.11(a). Specijalno, ako je k = [n−1

2
] dobi}emo sve`aw sa n ~vorova i k kontura

predstavqen na slici 2.11(b).
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Slika 2.11

Teorema 2.2. ([7]) Neka je G graf iz klase C(n). Tada je

λ1(G) ≤ λ1(Gk),

gde jeGk graf predstavqen na slici 2.11(b) (k = [n−1
2

]), pri ~emu jednakost va`i
ako i samo ako je G ∼= Gk.

Dokaz. Neka je G ∈ C(n) graf sa maksimalnim indeksom u klasi C(n).
Ozna~imo skup ~vorova grafa G sa V (G) = {v1, v2, . . . , vn}, a Perron-ov vektor
grafaG sa x = (x1, x2, . . . , xn)T , pri ~emu koordinata xi odgovara ~voru vi (1 ≤
i ≤ n).

Doka`imo najpre da je graf G sve`aw. U tom ciqu iskoristi}emo slede}a
dva tvr|ewa.

Tvr|ewe 1. Bilo koje dve konture grafa G imaju zajedni~ki ~vor.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dve konture Cp i Cq bez
zajedni~kih ~vorova. Tada postoji put v1 v2 · · · vk koji povezuje konture Cp i
Cq, du`ine k − 1 ≥ 1, pri ~emu ~vor v1 pripada konturi Cp, a ~vor vk pripada
konturi Cq. Ne umawuju}i op{tost, mo`emo pretpostaviti da je x1 ≥ xk.
Ozna~imo sa vk+1 i vk+2 susede ~vora vk koji pripadaju konturi Cq. Tada
nijedan od ~vorova vk+1 i vk+2 nije susedan sa ~vorom v1 (u suprotnom, graf
G nije kaktus, jer postoje dve konture koje imaju vi{e od jednog zajedni~kog
~vora). Neka je

G∗ = G− {vkvk+1, vkvk+2}+ {v1vk+1, v1vk+2}.

Tada G∗ ∈ C(n) (jer je bilo koji od ~vorova v2, . . . , vk−1 pomenutog puta ne-
susedan sa svakim od ~vorova sa konture Cq � u suprotnom G nije kaktus), pa na
osnovu Leme 2.10 va`i da je λ1(G

∗) > λ1(G), kontradikcija.2
Dakle, bilo koje dve konture moraju imati zajedni~ki ~vor.

Tvr|ewe 2. Proizvoqne tri konture grafa G imaju ta~no jedan zajedni~ki
~vor.
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Dokaz. U suprotnom slu~aju graf G nije kaktus, jer postoje dve konture u
grafu G koje imaju vi{e od jednog zajedni~kog ~vora. 2

Na osnovu Tvr|ewa 1 i 2 sledi da sve konture grafa G imaju ta~no jedan
zajedni~ki ~vor, tj. formiraju sve`aw. Ozna~imo sa v1 zajedni~ki ~vor svih
kontura iz pomenutog sve`wa.

Tvr|ewe 3. Proizvoqno stablo T zaka~eno za ~vor v iz neke od kontura grafa
G sadr`i samo ~vorove na rastojawu jedan od korena v.

Dokaz. U protivnom, postoji stablo T (sa korenom vi ∈ Cp) i ~vor iz T ~ije
je rastojawe od korena vi ve}e od jedan. Neka je vj ∈ T ~vor koji je najudaqeniji
od korena vi. Tada je d(vi, vj) ≥ 2 i postoji put vi . . . vj−2vj−1vj koji povezuje
~vorove vi i vj , du`ine ≥ 2. Sada, uzimaju}i da je ~vor vj−2 koren r grafa A sa
slike 2.4 i primewuju}i na wega Lemu 2.8, dobi}emo graf G∗ ∈ C(n), takav da
je λ1(G

∗) > λ1(G), kontradikcija. 2

Tvr|ewe 4. Koren proizvoqnog stabla T u grafu G mo`e biti samo za-
jedni~ki ~vor v1 svih kontura sve`wa G.

Dokaz. U protivnom, postoji stablo T sa korenom vi (vi 6= v1), i neka na
primer, vi ∈ Cp. Neka se pomenuto stablo T sastoji od ~vorova y1, y2, . . . , yk

(na rastojawu 1 od korena vi) i neka su w1, w2, . . . , wl ∈ N(v1)\V (Cp). Ako je
x1 ≥ xi, uzmimo da je

G∗ = G− {viy1, viy2, . . . , viyk} + {v1y1, v1y2, . . . , v1yk}.

Ako je x1 < xi, uzmimo da je

G∗ = G− {v1w1, v1w2, . . . , v1wl} + {viw1, viw2, . . . , viwl}.
Tada, u oba slu~aja va`i da G∗ ∈ C(n), odakle na osnovu Leme 2.10, sledi da je
λ1(G

∗) > λ1(G), {to je nemogu}e. 2

Dakle, graf G predstavqa sve`aw, i pri tom je za zajedni~ki ~vor svih
kontura sve`wa zaka~en izvestan broj grana.

Na kraju, dokazujemo slede}e:

Tvr|ewe 5. Sve konture grafa G su du`ine 3.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji kontura Cp du`ine p ≥ 4.
Neka je Cp = v1v2 · · · vpv1 i w1, w2, . . . , wl ∈ N(v1)\V (Cp). Ako je x1 ≥ x2,
uzmimo da je

G∗ = G− {v2v3}+ {v1v3};
Ako je x1 < x2, uzmimo da je

G∗ = G− {v1vp, v1w1, . . . , v1wl}+ {v2vp, v2w1, . . . , v2wl}.
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Tada, u oba slu~aja, va`i da G∗ ∈ C(n), odakle na osnovu Leme 2.10 dobijamo
da je λ1(G

∗) > λ1(G), kontradikcija. 2

Sada, na osnovu Tvr|ewa 1-5, dobijamo da je G = Gk, pri ~emu je Gk sve`aw
sa n ~vorova i k kontura du`ine 3 (slika 2.10(a)).

Uo~avamo da je G0 = K1,n−1 i

G0 < G1 < · · · < G[n−1
2

].

Prema Lemi 2.6 sada va`i

λ1(G0) < λ1(G1) < · · · < λ1(G[n−1
2

]).

Dakle, grafGk (k = [n−1
2

]) sa slike 2.11(b), predstavqa graf samaksimalnim
indeksom u klasi C(n) svih povezanih kaktusa sa n ~vorova. 2

Posledica.([7]) Graf Gk, prikazan na slici 2.11(a), predstavqa graf sa
maksimalnim indeksom u skupu svih povezanih kaktusa sa n ~vorova i k kontura
(1 ≤ k ≤ [n−1

2
]).
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