Yuusep3urert y Kparyjesny
IIpupoano-maremMaTHyku pakyarer

Jdparana Baspapesuh

CTATUCTUYKA TEOPUJA Y3POUYHOCTN,
CTOXACTNYKE TUOEPEHIINJATHE
JEAHAYUHE U CBOJCTBO MAPTHUHT AJIHE
PEINNPE3EHTAIINJE

HoxTopcka qucepranuja

Kparyjesamn, 2013



Canpxaj

OcHOBHH IOjMOBH TeopHje cJIy4ajHUX nponeca

1.1 Cayuajuu nporniecu. [epuHuImje # OCOOMHE . . . . . . . . o o oo oo oo ..
1.2 BpeMeHa 3ayCTaBIBALA . . . .« v v v i i e e e e e e e e e e e
1.3 MapTHHTAME . . . . . o o v o o e e e e e e e e e
1.4 JIOKQNHW MADTHHTAMM . . « « o o v v v e v v e e e e e e e e e e e
1.5 CeMEMAPTHHTAIM . . . v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e
1.6 CemMUMapTHHTaIM ¥ CTOXACTHUKA HHTETPATH . . . . . o o oo e v e v

1.7 Croxactuuke nudepeHInjaIHe Je[HAUNHE ca
CEMAMAPTHHTATAMA . . .« .« o v o o v oo e e e e e e e e e e e e e e e

1.8 Hexke mo3Hare feUHANA]C YIPOTHOCTH . . « o o v v v v v v v e e o

Y3pouHocT u Teopuja MapTHHraa

2.1  OproroHanHOCT MapTHHrana u CraOUIHU HOTIIPOCTOPH. . . « « « .« . . . . . .
2.2 Y3pOUHOCT ¥ CBOJCTBO MAPTUHTATHOCTH . . « « « v v v v v e e e
2.3 Y3pOYHOCT H OPTOTOHATHOCT MAPTHHTANA . . . . .« « « o« o o v v o e e oo

2.4 Y3pOYHOCT M CTAOWIHH HOTHPOCTOPH .+ « « « o v v v e e e oo e e e e e e a

Y3pouHocT U cToxacTHUKe AU epeHnujaiHe jefHaqYnHe

3.1 ¥Y3pouHocrt 1 cnaba peniemha CTOXacTHIKIX
MAGEPEHIMJANHAX JETHAUMHA . . . .« o o o o v oo e e e e e e e e e e

3.2 Y3pouHOCT i ciaba pelieha y OIMIMITEM CIAYUA]Y . « « o o o o o v v v v v o . .

3.3 Cnaba nokanHa pelemha CTOXaCTAYKIAX
MAGEPEHIMJATHAX JETHATMHA . . . .« o o o oo ot e e e e e e e e e

3.4  Y3pouHocT 1 ciaba je[MHCTBEHOCT cIa0uX peleHha
CTOXAaCTHUKUX TA(PEPEHIMJANHAX JSTHAUMHA . . . . . . « « o o o o o oo o . .

3.5 VY3pOUHOCT W TOKANTHA JEMMHCTBEHOCT . . . « o« v o v e v oo oo
3.6 MapTHHTATHE IPOOITEM . . . . . o v v v oo e e e e e e e e e e

3.7 Maprusranau npo0OaeM 3a 3ayCTaBILEHE IPOLECE . . « « « . v o v o o o o o .

11
14
15
17

21
24

31
31
33
38
41

46



CAJIPKA]J 2

4 Maprunranna penpesesranuja 74
4.1 CBOjcTBO MAPTHHTANHE PEHPE3CHTAIMIC . . « « « « o o o o v v e e o o 74
4.2 Y3pOuYHOCT ¥ CBOjCTBO MAPTUHTATHE PEIPE3CHTANAE . . . . . . . . . . . . . 75
43  Y3pOouHOCT W MapTHHTAJHA PETpe3eHTaIuja ClabuX Pemiemha CTOXaCTHIKIX
MAQEPEHIMJATHAX JETHAUMHA . . . .« o o o o o oo e e e e e e e e e e 79
4.4  Y3pouHOCT M MapTHHTAJIHA PENPE3EHTAIHja pelicHha
MApTHHTATHOT IPOOIIEMA . . . . o v v v v e i e e e e e e et e e e 83
S Ilpuao3n 85

Jureparypa 89



¥YBon

JemaH oj1 BaxXHMX W OCHOBHHUX IIMJbEBA HaykKe e f1a ce Mehy norabajuma u nojaBama yTBpje
y3pouno-nocneamane Bese. lllra ce mopgpasymeBa moi mMOjMOM y3pOUHOCTH W KaKO CE OHA
MOXe MEpUTH OWiTa je TeMa MHOTHX pacmpaBa. Y CGKOHOMHjH, [peHIiepoBa y3pOUHOCT
(C. W. Granger, 1969) je Beoma 06pO MO3HAT KOHIIEHT ¥ jejIHA O HAjIPUMCHUBAHU]HX
METOJIa Y UCTpakuBamuma. [ledpunnnmja y3poanocTn y cMucay ['penniepa 3acHuBa ce Ha ujieju
Ja CaIalIibOCT WTH OyIyhHOCT He MOTY y3pOKOBATH IIPONILTOCT. Y IPYTEM HayIHAM 00JIacTAMa
ce, Takobe, Iyro pacipasibano 0 mojMy y3pouHocTd. Mehytnm, 1o GuTHHjer HanpeTKa 101a3n
TEK TOCIEIIHUX JIeKaNa.

Hanac, mojaM y3pO4HOCTH IMa MIMPOKY IPAMEHY Y (PU3HIHA, OHOTOIIKAM 1 COIAOTOIKAM
HayKaMa, ICTOPH]j 1, METUIHA TTOCEOHO Y EMUIEMHAOTIOTHj!, EKOHOMHJH 1 JIP.

[TpenmeTucTpakuBama OBe JOKTOPCKE IUCEPTAIH]E je CTATHCTHIKA TEOPH]a Y3POUHOCTH A
HCHA IPAMEHA Ha caba peliesa CTOXacTHIKAX Auhe pEHIjaTHAX jelIHAUlHA 1 MApTHHT ATTHY
penpesenranyjy. [Tokasyje ce f1a je 0Baj KOHIETIT €KBUBAIECHTAH Ca C1a0OM jEeIMHCTBEHOIIThY
cnalux perieHha CTOXacTHIKKX InePEHIMjaTHNX je/[HAUMHA ¥ €KCTPEMHUM pellieHhuMa Map-
THHTATHOT Ipo0iema. Ha oBaj KOHIENT ce MOTY IIPAMEHATH M BpEMEHA 3ayCTaBlbamba, l1a ce Y
CKJTajly ¢ TUM JI0Ka3yje U €KBUBAJICHIH]ja Ca CKCTPEMHAM PEIICHEM MapTHHIATHOT IIpobaeMa
3a 3aycTaBIbeHe TpoIece, Kao U €a TOKATHO JeIMHCTBEHAM CaOuM JTOKATHAM PEIICHAMA.

Takobe, KOHIIENT y3pOUHOCTH ce MOXe npuMeHuTH 1 y Teopuju maptuarana. Hamwme,
0BAaj KOHIIEHT CE MOKE IOBECTH Y BE3Y ca OUYBAHEM CBOjCTBAa MAPTHHIATHOCTH, OPTOTOHATTHAM
MapTHHranauMa, crabUuiIHUM OTIPOCTOPUMA, Ka0 ¥ MapTHHIAIHUM pellpe3eHTalujama, Koje
MIMajy IPUMEHY, HAPOUUTO y PHHAHCH]CKO] MATEMATHIH.

Y rnasu 1 jjaT cy OCHOBHM II0JMOBHU M3 TeOpHje BepoBaTHOha, jiepuHUIMja CyuajHOT
nporieca M NMperie]] BUXOBAX OCHOBHUX ocoOmHa. Takobe, oByie cy fare medunuimje map-
TUHTAJIA W CEMUMApTHHTaNa Kao W CTOXacTHUYKa WHTETpalyja y OHOCY HA CeMAMApTHH-
rajge. Y OBOj TJIaBHU Cy JIaTe W CTOXacTHUKE MUEPECHIjATHE je[HAUMHE ca CCMAMApTHH-
rajuMa Kao W HHXOBa CTpOTa peliemha, MoK he o crabmM penemuMa BUIe OUTH PEvd y
ranasu 3. [laje ce u jjepuHMIMja Y3POUHOCTH, KOja C€ 3acHUBA Ha ['PEHIIEPOBO] y3pOUHOCTH,
kojy yBomu Mukiany (P. A. Mykland [32]), a kacuuje weno yommreme faje Jb. [lerposuh
([34, 36, 37, 38, 39, 40, 42]). Takobhe, nara gedununmja y3poaHOCTH je ca PUKCHOT BpeMEHA
MPOIIMPEHA Ha BPEMEHA 3ayCTaBhbaba. Ha Kpajy cy JaTh HeKM OCHOBHH PE3YJNTaTH KOJH Ce
OJTHOCE Ha HaBeJICHE MOJMOBE Y3POUHOCTH.

Y rnaBu 2 je IpEKa3aHO KaKO c€ KOHIENT CTATACTAYKE Y3POUHOCTH MOXKE IIPUMCHATH Y
Teopuju MmapTuHrana. 3a cBOjCTBO MAPTUHTATTHOCTH, KOJ€ j€ Be3aHO 3a (puiTparyje, ToKa3aHo
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j€ J1a je ouyBam-€ TOT CBOJCTBA, Kajia 0- anreOpa uHpopMalyja pacre, JMPEKTHO BE3aHO 3a KOH-
nent yspouHoctu. Takobe, MOXe ce yclocTaBUTH €KBUBANCHIja U3Mehy OpTOrOHANTHOCTH
MapTuHrana u Koumenra y3pounoctd ([64]). Hcro ce MoXe 0Ka3aTH 1 3a JJOKAJTHE MapTHH-
rane W 3a 3ayCTaB/beHE JOKANHe MapTuHrane. KOHIENT y3povHOCTH ce MOXKE MOBE3aTH 1
ca CTaGWITHAM TIOTIPOCTOPIMA KOjH CajipXke 37IcCHA HeTPEKMTHE MOAN(UKAIAjC MAPTHHT A
obmaka M, = P(A | F;) (unern [44]).

Y rnaBum 3 para cy neunncana cmaba pemiema pa3TMUATHX TUMOBA AUGEPEHITH]aTHIX
jellHAUMHA KOj€ Cy TCHEpUCAaHEe ceMuMapTuHraiuma. Hawmme, j0Ka3aHo je jia je€ KOHIENT
Y3POUHOCTH CKBUBAJICHTAH ca cl1aboM jepmucTBeHomhy cnabux pemera ([39]). Takobe, Ha
cnaba perema cy IpAMEHhCHA M BPEMEHA 3ayCTaBlbaha, 1A j¢ MpOoyvYaBaHa W Be3a maMmehy
JIOKAJTHE jeITMHCTBECHOCTHN CAa0MX TOKATHAX PEIICha M KOHIENTa Y3POUHOCTH €4 BpEMECHAMA
3aycTaBlbama. [[pyraunju npucTym penaBamy CTOXaCTHUKAX TA(ePEHIH] ATTHAX jeTHATAHA, Tj.
MapTUHTATHE IPO6IIEM je Takohe pa3MaTpaH i jloKa3aHa je cKBUBAJICHIMja m3Mehy ekcTpeMHOT
pellieskha MapTHHTATHOT npobJema u y3pounocru ([41]).

Y rnaru 4 je pa3mMaTpaHa Be3a m3Mehy KOHIENTa y3pOUHOCTH X MAPTHHTATHE PENPE3CHTA-
IAje y OJIHOCY Ha pazauuute uiarpaiyje ca 10ceOHUM OCBPTOM Ha Beh 1103HarTe pesyarare.
[Toka3zaHo je j1a ce jaTu pe3yaTaTti MOTy IIPUMEHUTH Ha craba periemha CTOXacTHIKuX Juge-
PCHIMjATHAX je/IHAUMHA TCHEPUCAHUX CEMUMAPTUHTATAMA, KA0 ¥ Ha MAPTUHTAIHE IIpOOIeM
KOjH je TIPHIPYKEH JIaTO] je/THAUNHH.

Henosu pucepranmje 2.2, 2.3, 2.4, 3.1, 32, 3.4, 3.6 cajipxe HOBE pe3yaTare KOju cy
o0jaBenn y pajosuma [39, 41, 44, 64].



I'maBal

OcHOBHE IOJMOBH TeOpHje CJIAYyYAjHUX
npoueca

Jenny o BaxHux obmacTy IIpEMEHE TeopHje BepoBaTHOha umHe ciyvajuu nponecu. Cpojy
IPAMEHY Cy HAIIUTA Y pa3HuM 00TacTIMa HayKe, @ HApOUUTO KOJ| CHCTeMa 3a paheme HeKor
(bu3MIKOT mpoTIieca Umje CTame, Y POM3BOJHHOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY ¢, IPE/ICTaBha HEKY
cnyuajuy BennunHy. OcHOBHE Jie(huHAIN]e 1 TBphema n3 OBe rl1aBe MOTY ce HahW y KITacHIHO]
JIMTEpaTypH U3 TEOPHje CIyuajHuX nporeca, Ha npumepy [6, 19, 21, 25, 52, 61].

1.1 Cayuajuu npouecu. dedununuje u ocoonne

Heka je (€2, F, P) xomiieran mpocTop BepoBarHoha, Tj. MPOCTOP Y KOME CY CBH TOJICKYIIOBH
CKYIOBa Mepe Hyna, Takohe Mepibur. OBa IPETIIOCTaBKA HU|E jaKa PECTPHUKIIN]a, a ’Ma BEOMa
6uTHy yrory. {ame, Heka je magekcrn ckyn I = [0, o] C R, R? d-gumensnonanan Eykmmos
npocrop, By u B¢ Bopenosa (E. Borel) noma na I u R, pefiom.

HMedunnnuja 1.1. Cayuajan ipoyec X = {X(t,w), t € I, w € Q} je pamuauja cayuajnux
[DOMEHBUBUX, UHOEKCUPAHUX DearHUuM ilapameitipom T, OepUHUCAHUX HA UCTLOM HPOCIIODY
seposaitinoha (S, F, P).

Ymecro X (t,w) Hajuemhe ce Kopucrn o3naka X;(w) mwmm X. Ckyn I ce Ha3uBa mapa-
MeTapcKu Wid uHoexcHu ckyil. [lapamerap ¢ € I ce Hajuenthe TymMaunm Kao BpeMe, a lEroBa
(hukcupaHa BPEJHOCT KAO BPEMEHCKH TPEHYTAK, JIOK CE W MOXKE CXBATHTH Ka0 PE3yiarTar
ekcriepuMeHTa.  AKO je ckyn [ npeOpojuB, Kaxe ce fja je X ciIyuajaH mpoIec ca JUucKpe-
THAM TIAPAMETPOM, a aKo je [ mHTepBal, Kaxe ce fja je X ciyJajaH mporec ca HeMPCKTHIM
MapaMeTPOM.

Cayuajan nponec X (¢, w) je pynkiumja asa aprymenra: ¢t € I nw € ). 3a purcupano t
no6uja ce ciryyajaa Benmanna, pysknmja X (w) Koja je MepibuBa y ofaocy Ha J. 3a hHKCHPaHO
w mobuja ce peanHa, HecayuajHa pyurmuja X () ¥ TO je peamusanuja Wik dpajekiiopuja
CITY4ajHOT IIpOIeca.



I'"TABA 1. OCHOBHH IIOJMOBH TEOPUIE CIIYUYAJTHUX ITPOLECA 6

HMedunnnuja 1.2, Cayuajaniipoyec X = {Xi(w),t € 1} jemepwusakoje pynkyuja (t,w) —
X(t,w), (Br x F)-meprwuea, wy. 3a céaxo S € B?

{(t,w) : X(t,w) € S} € By x F.

HMedunnnuja 1.3. Cayuajuu dpoyecu X = {Xi(w),t € [t uY = {Yi(w),t € I}, oeqpu-
HUCaHU Ha uciion dpocitiopy sepoesaiinoha (2, F, P) u ca apameiiapckum cxyiion I cy
CHLOXACTUUY KU eK8UBANCHIIHU AKO je 3a ceako t €

P{Xi(w) =Yi(w)} = 1.
3a J1Ba CTOXaCTHIKN CKBIBAICHTHA NPOIIECA CE KAXKE JIa je jeflaH Mooughukayuja fpyror.

Heka je (2, F, P) kommneran npoctop BepoBatHoha. Quaitipayuja F = {F;, t € 1} je
Heonajajyha amunmja noj-o-anre6pu o F, 1j. hamuiimja 3a KOjy BaKu

JTS g fta S S ta
y K0joj je o-anreOpa (Fp) KoMmeTapana Hyia forabajuma uz F. dunrpanuja F oGyxsara cee
norabaje u3 F 710 TpeHyTKa ¢,
WNukny3uja meby punrpanmjama jedpunniie ce Ha cnejichn HaunH:
HMedunnnuja 1.4, Quaiipayuja G = {G;,t € I} je nomuursena uaiipayuju ¥ = {F;,t €
I'} (uau G je ioogpuaitipayuja 00 F) axo je
Fi 2 G, 3aceakot € 1

w itio ce o3nauasa ca F O G.

Wurynruero, o-anreOpa (F;) je Komekmmja morahaja Koju ce MOTY JICCATH TIpe HIH Y
TPEHYTKY ¢, [PyruM peunma, 10 je ckyn moryhux ~mponuiocru” 0 TpenyTka . Ouirpanmje
Cy OCHOBHH TI0jaM y TE€OPHUjH CTOXACTHUKUX MpOIieca 1 JIc(UHUNT]a OCHOBHHX TIOJMOBA Ka0
MapTuHrana, MapKoBCKEX IIpoIieca, YKIbYUuyje U (punTpanyje.

HMedunnnuja 1.5, Komiireiian ipocitiop seposaitinoha (2, F, P) ca puaitipayujom ¥ = {F,

t € I} osnauasa ce ca (2, F, Fy, P) u nasuea iipocitiop éeposaitinohia ca gpuaitipayujom.

HMedunumuja 1.6. Cayuajan ipoyec X = {X(w),t € I} je adaiiitiupan (cazaacar) y 00HoCY

Ha ¢uaitpayujy F axo 3a ceaxo t € I cayuajua ipomenvusa X, jeciie (F;)-mepausa.
Cayuajan nponec X koju je (F;)-aganrupan, o3navasa ce ca (X, ;).

HMedunnnuja 1.7. I[Ipupoona guaitipayuja cayuajnoz? ipoyeca X = {X,(w), t € I} obauxa
FX = {FX, teI}z0eje FX = o{X,,s < t}, je munumarna o-aazebpa y oOHOCY Ha KOjy
cy mepswuse cae cayuajue ipomenvuse X, s < t, u komilneiiupana je Hyaa oozahajuma uz F.

Ounrnepso fa he mponec X 6urn F-aganrupan ako je FX C F.
Bume nporneca, Takobe, Moxke Jla HHIYKYje 3ajeTHAUKY (PUITPAIIH]Y.

F*Y =FXVFY = {FXVF  tel}

J €/IHa O] OCHOBHUX KapaKTCPUCTHUKA CBAKOT MPOIieca X je HCTIPCKUTHOCT.
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HMedunnnuja 1.8, Cayuajan apouec X = {Xi(w),t € I} je netipexuoan (caesa, 30ecna), na
ckyity S C I ako cy ckopo cee wezoee ipajekitiopuje Helupekuore (caeed, 30ecHa), 3a c8aKo
tes.

3a mporec X Kaxe ce fia je cadlag mporec, ako je HepeKuaH 37IeCHa 1 IMa TPAHuIHY
BPEJIHOCT CIICBA. Y KOJIMKO j€ IPOIEC HEIPCKHUIAH CJICBA U MMa MPAHUUIHY BPE/IHOCT 3/[CCHA,
OHJIa CE OH O3HAvaBa Kao caglad mporec.

HMedunnnuja 1.9. ([6]) Heka je F neiipexuona guaitipayujana (2, Flu X = {X;(w), t € I}
cayuajan ipoyec Oegpunucar Ha (2, F). X je fpoZpecusro mepmus ipoyec axo je 3a c8axo
t € I gpynxuyuja (s,w) — Xs(w) (Br x F;)-mepmwusa, wij. 3a céaxo S € B2

{(s <t,w): X(s,w) € S} € By x F.

OunriIeHo je CBaKU MPOTPECHBHO MEPIHUB MIPOIEC, MEPILUB | AJIAITUPAH Y OJHOCY Ha
unrpanmjy F. 3a o6puyTo TBpheme Baxu cnefchu pesynrar.

Mponoszunuja 1.1. ([52]) Adaiiimiupan fipoyec ca 30ecHa uau caesa HelpeKUOHUM TPAjeKiTio-
pujama je upozpecusHo mepous.

[TocraBsba ce muTame Koja je CBpxa mporpecuBHe MepsbuBocTi. Hamme, Heka je mpon3BosbHA
dunrpanmja (F;) renepucana nekum nponecom X;. Tana dunrpangja (F;X) cajpsku cse uH-
copmanmje koje ce Mory AOOUTH mOCMaTpameM mporeca X; MpeOpojuBO MHOTO IMyTa, J10
TpenyTKa t. AKo je mponec Y; (F;X)-apammupan, omga Y; npeficrabma mHpopManmje Koje ce
MOTY 100UTH 13 IPEOPOJUBO MHOTO IOCMATPaka mporeca X ;. Alu, IOHEKa]I ¢y IOTPEOHE WH-
opmanmje koje 3aBuce ojf HenpeOPOjUBOT Opoja MoCMaTpama CIyIajHOT U3BOpa mH(pOpMaInja,
Tj. mpoteca X;. Y THM ciyuajeBuMa je TIOTpeOHa TPOTPECHBHA MEPILIBOCT.

Kiraca mporpecuBHO MepIpHUBHX TIpOIIEca je BeoMa Benrka. MebhyTnM, MHTepecanTHH]A Cy
IPOIIECH KOju MMAjy peryiapHe Tpajekropuje. [locroje Be Kmace TakBuxX mporeca, HeKu nmajy
TpajeKTOpHje HEIPEKUJIHE 3[[ECHA, HEKM HelpeKujHe ciaena. M3nenabyjyhe je jja mocroju tako
BENMKA pa3nnka m3mMebhy oBe j1Be Kiace mporeca.

Ounrpammja F = {F;, t € I} je neiipexuona soecna axo je 7, = Fopp = \/,., Fs 32
cgako t € I u F,+ = Fy,. AHanorso ce jepunuIIe Heilpekuorociu caesa: F, = Fi_ =
0{( sy Fs}y3acakot € I uFo_ = Fy.

dunrpanmja F je venpekunna ako je F, = F— = Fyy.

HMedunnnuja 1.10. ([51]) ITpeosuousa (predictable)o-anzebpa P oepunucana na ) x R, je
HAjMarba o-aazebpa Koja je 2eHepuUcana cuMm caeea HeupeKUOHUM, A0AUIUPaHUM UPOUecUMa
KOju umajy 2panuyHy epeoHocii 30ecHa. Ilpouyec xoju je mepamus y oonocy wa P ce Hazusa
iipe0suous ipouec.

JeHOCTaBHO ce MOKE YOUHTH Ja Cy IPEMBHINBE nportiecH (F;_ )-alalTHPaHN.

HMedunnnuja 1.11. ([51]) Oayuona (optional) o-aszebpa O Oegpunucana na Q2 x R, je
HAjMarba o-anzeOpa 2eHepucana c8uUM 30ecHa HelpeKuOHUM A0AUUPaHUM UpOYecuMa Koju
umajy Zpanutny speorocii caesa (cadlag). Ilpouec koju je mepaus y oonocy na O ce nazusa
OUUUORU UpOUeC.
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Kako cy wenpexujiau nponecu cadlag ouunrsnesno je O D P u Baku crpora uHKIIy3uja.

HMedunnnuja1.12. ([51)) Aoaaiupan, cadlag ipoyec A je iipoyec konaune sapujayuje (finite
variation process) ako cy ckopo useecHo Wwpajeximopuje ipoyeca A konaune sapujayuje Ha
csakom unitiepsaay [0, 0o).

1.2 Bpemena 3aycrasbama

[Tocne punTparmje Bpeme 3aycraBibama je MOXK]a Haj3HAUQjHUji KOHIICTIT TCOPH]E CITyIajHIX
nporeca. Kako BpeMeHa 3aycTaBibama ONNACY]jy TPEHYTKE Kajia ce forabaj peann3oBao, HAje
nm3HeHabyjyhe mTo ce BehmHa mmTama W3 Teopuje BepoBaTHOhA Besyje 3a wuX. BUTHO je
HATIOMEHYTH JIa HHje CBAKO CTYYajHO BpeMe - BpeMe 3aycraBibara (Bumu [50]). Jeman Bakan
IPUMED CITyIajHOT BpEMEHA KOje HUj€ BPEME 3ayCTaBIbaha je MOMEHAT Kajia porec X JIOCTIKE
CBOj MaKCHMyM Ha OfipeheHOM HHTEpBAIY.

AKO ce mapameTap ¢ TocMaTpa Kao BpeMe, Tajid je IPIIMKOM peaTu3alje HeKor (heHOMEHaA
(kao: 3eM/bOTpEC jaunHe W3Haj ofpeheHor HuBoa, Gpoj MoceTMIANA KOjH MOXE jla YTPO3H
6e30€IHOCT HEKE YCTaHOBE, MTJ.) HOTPEOHO II0OCMaTpaTH HeKH ojpeheHl BpEeMEHCKH TPEHY TAK
T'(w) xapia ce peHOMEH MaHUGECTOBAO 110 IPBH 1IYT.

Medunumuja 1.13. Bpeme saycitiasmarsa y oonocy Ha ¢uaitipauyujy (F;) je fpecaurxasarse
T :Q — [0, 00] ako je 3a ceaxo t

{T<t}e(R)

Bpeme 3aycraBmama npejicraBiba CIyuajHO BpeME peaiu3aiyje ImocMaTpaHor jjorabaja.
AKko ce 3a ofpehbenn pedynrar w jorabaj HUKaJ HE peanm3yje OHJIA j€ BPEIHOCT BpPEMEHA
3ayCcTaBjbam-a 3a OBO W jeJ[HaKa —+00.

3a BpeMe 3aycTaBibama e HHIIE ce U o-anrebpa Koja o0yxBaTa jiorabaje peann3oBase

o TpenyTka 1’ my TpeHyTKy 1’

Fr=c{AecF: An{T <t} € F,3acsako t > 0}.

Hanme, o-anrebpa (Fr) ce 00MIHO OCMATpa Kao CKYI CBUX Jlorabaja Koju ce peanusyjy
npe win y TpeHytky 1. Axo je 1" BpeMe 3aycraBhama, ca (Fr. ) ce 0O3HauaBa o-anreGpa
renepucana ca (Fo) u ceum ckynosuma A 3a koje Baxku aje A N {71 < t} € (Fi4) 3a cBako
t. Akojet € Ry uT(w) = trapaje T Bpeme 3aycraBmama u Fr = FyuFry = Fip.

Hexke Baxnmje ocoOmHe BpeMeHa 3aycTaBibama Cy jlaTa ciaefachnM npono3uimjama.

Mponozunuja1.2. ([6]) Axocy T u S epemena sayciuasmara, waoacy T N SuT V S waxobe
spemena sayciiasmarsa. Axo je {T,,} pacitiyhu Hus spemena 3ayciiasmamwa waod je

T=1lim T,

n—oo
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speme 3ayciiasmarwa. Ako je guattipayuja F 30ecna netipexuona u {T,} otadajyhu nu3
8peMeHa 3aycillasparba, waod je
T = lim T,

gpeme 3ayCcilasparsa.

Mocaepuna 1.1, ([6]) Ako je guaitipayuja F 30echa neipexuona u {1, } Hus epemena 3ay-
citiasmarba, waoa cy

sup T, infT,,, lim sup T),, lim sup T,

n—oo n—oo

BpEMEHA 3(lyClIt616./b(lFb(l.

Ounrpanuja (Fr) uMa ciefehie ocobune.

Jlema 1.1. ([6]) 3a 0sa spemena sayciiasmarwa T u S u 3a ipoussomno A € (Fg), eaxcu 0a je
AN{S < T} € Fr. Taxohe, axkoje S < T na (), iwiaoaje (Fs) C (Fr).

Jlema 1.2, ([6]) Hexacy T u S spemena saycinasmara. Taoa je Fras = Fr N Fs u céaku 00
0ozahaja
{T <S}A{S<TH{T <S}H{S<T} {T =S}

ipuiiaoa gpuatipayuju Fr N Fg.
JepHocTaBHO ce oKa3yje fa je ciepache TBpheme TauHo.

Tponosunuja 1.3. ([6]) Hexa cy T u S épemena 3ayciiasmara u Z unitieZpaduina cay4ajHa
apomennwusa, wj. E[|Z|] < oo. Taoa je:

(1) E[Z|Fr] = E[Z|Fspr|, P — cu. na{T < S},
(2) E[E[Z|Fr||Fs] = E|Z|Fsar), P-c.u.

Heka je (F;) dpunrpanuja na mepisaom npocropy (€2, F) u T Bpeme 3aycraBbama. 3a
nporec X jiedunmIne ce HOBa CiyuajHa npoMenbuBa X Ha ckyny {w : T'(w) < oo} ca

Xr(w) = Xy(w), arkoje T(w) =t.

Ogo je nozunuja npoueca X y TpeHYTKY 1 .

Ako je X crydajan nporec u 1’ BpeMe 3aycTaBlbamba, Ie(YUHAIIE ce MPOTIEC 3aYCTaBILEH Y
TpenyTKy T, Koju ce 03HauaBa kao X © , ca

X;T - {Xt/\T | t S R+}
[Tpomec X T na3usa ce 3aycilas/ber upoyec 1 BaxKn

X! = Xinr = Xelpery + Xrlpsty-

Tana je u pavunnja o-anrebpu FT = {F;,r} dunrpanuja n Baxu cnenehn pesynrar.
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Iponozunuja 1.4. ([6]) Axo je X fGpozpecusro mepwus ipoyec u T iipou3somHo speme
3ayciliasmarba Waod je 3ayCiiasbeHa CAy4ajHa upomenmusa X mepmpusa y 00Hocy Ha ua-
wpauujy (Fr), a sayciuiasmen ipoyec X T [PO2ZPEeCUBHO MepbUB Yy 0OHOCY HA PUATHPAULLY
(Fen)-

HMedunnnuja 1.14. ([6]) Bpeme sayciiasmarsa T je iipedsuduso (predictable) axo wocimoju
Hus epemena sayciiaswarwa {1, }, n € N, itiako oa je:

(1) {T,(w)} ckopo ussecro pacitiyhu nu3 na [0, 00) u

lim 7,(w) =T(w) cu

n—-+00
2) T,(w) < T(w) cu. 3acsaxon nackyiy {T > 0}.

Kance ce 0a nuz {T,,} najasmwyje (announce) T.

HMedunnnuja 1.15. ([51]) Bpeme sayciiasmamwa T je oociuiurncro (accessible) ako ocitioju nua
ipedsuousux epemena saycimasmarsa {1y}, k € N, iwiaxo oa je

P (U{w Ti(w) =T(w) < oo}) = P(T < ).

Kaxce ce 0a nuz {T},} ioxpusa T

JMedunnnuja 1.16. ([51]) Bpeme sayciiasmarsa T je toiiyno nedociuuncno (totally ina-
ccessible) axo je 3a cako ped8uUOUBO 8peme 3ayCliasmarsa S 3a0080bEHO

Plw:T(w) = S(w) < o0} =0.

CKyn npefIBUINBAX MpOTIeca j¢ 3aTBOPEH Y OTHOCY Ha BPEMEHA 3ayCTaBIbatba.
Iponosunuja 1.5, ([27]) Akoje T iipoussomro speme 3ayciiasmarwau X ipedsuous cayuajan

fipouec, iwaoa je 3aycinas.wen iipoyec X itiakohe fipedsuous.

HMedunnnuja 1.17. ([22]) 3a iipoyec H raxce ce 0a je jeOnocitiasan fipedsudus apouec ako je
obauka

Hy = Hol{o}(t> + Z Hil(Ti,TiH)(t)?
i=1
20eje 0 =T, < ... < T,11 < 0O KOHA4aH HU3 8pemeHa 3ayciiasmwara, H; € Fr,
|H;| < o0 cuza0<i<n.
Nedunnnuja 1.18. ([51]) Hexa je T speme sayciiasmarva na (2, F, Fy, P). Taoa je
Fr_ = o{Hr : H jeapeosuous iipoyec}.
HMedunnnuja 1.19. ([19]) Ipoyec X koju je nelpexudan 30echa u uma ZpaHuiHy 6peoHOC

caesa je keasu-caesa Heipexuoan axko je AXp = 0 cu. wna ckyiy {T < oo} 3a ceaxo
ipeosuouso speme 1.
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1.3 Maprunramu

Konnenr Mmaprunraia y reopujy Bepoaraoha ysomu Bun (J. Ville) 1939. ropuse, nako Kon-
nent kpeupa Jlepu (P. Lévy) jom 1934. roguse y 1OKyIIajy fa IPOIIAPH 3aKOH BETUKAX
opojesa. Iy6 (J. L. Doob) y cojum pagosmma u3 1940. ropgure, yBubha Be3y usmely MapTun-
raja v XapMOHHMjCKUX (pyHKI[Mja U pa3Byja YuTaBy TEOPHjy MapTuHrana 0a3upaHy Ha TEOPHUjU
BepoBatHoha. 30or Tora ce jjaHac [ly6 cMaTpa ocHuBaueM teopuje MapruHrana. Ca wHTY-
WTUBHE TAUKe IIIE/IUINITA [I0jaM MapTHHTaJ1a je BeoMa OIM3aK I0jMy CIIyJajHOT Kopaka IITo je 1
TJIABHE Pa3JIor 3a BIXOBO yBohewe y Teopujy BepoBaTHOha. Takobe, jomi jeiHa BaskHa ocoOnHA
MapTHUHTana je fia Kajia ce puKchpa KoIMInHa o0ujeHuX nH(pOopMaIyja IpocTop MapTHHTaja
(opmupa nuneapan npocrop. [Janac cy MapTuHranu He3a00MIa3Hu y TEOPUjU OTEHIMjala,
CTOXAaCTHIKOM pauyHy ¥ (PMHAHCH]CKO] MATEMATHIH.

Maprunran je marematuuka Mofien ¢ep onknaje. Hberoro mve noruue o u3pasza " la
grande martingale” mro npeficTaBmba CTpaTerujy 3a MapHe-HeMapHe ONKIAJIE Y KOjOj €€ YIIoT
NYIUTEpA 1ocne cBakor ryoutka. [Ipe umm kacHuje oBakBa cTpaTernja rapanryje JoOuTak, jep
aKo ce yJIOT IyILTIpa HOcTe CBAaKOT I'yONTKa, ipBa moOefia he MoBpaTHTH CBe MPETXOHE IYOUTKE
1 loHeTH Manu pocut. HamMe, Ha MaTeMaTHIKOM je3HKY, OJ TOJMOM (hep ce ojipa3ymMeBa
Jla OUEKMBaH [00uTaK TpeOa OUTH HyJIa, Al HUJE JIOBOJHHO Jla YKYITHO OUEKUBAHKC Oyjie HyJIa,
Beh j1a ouekuBame Oyjie Hyna y TPEHYTKY OliKiajie. MareMaTuuku MOJIEN YCIEHOT Knabewa
ce omnmcyje moMohy MapTUHTana y IUCKPETHOM CITYIajy.

Y jEckpeTHOM ciyuajy nocmarpa ce mapamerapeku ckyn [ = {0,1,2,...}. Tana je
(Q, F, F,, P) npocrop BepoBaruoha ca ¢unrpamujom. Ca (2, F, P) je 03HaueH mpocTOp
BepoBatHOha, a ca {F,, : n > 0} dunrpanmja, 1j. Heomatajyha dpamuiaja mo-o-anre6pu of
F

FoCFH C...CF.

JMedunnnuja 1.20. ([63]) Cayuajan ipoyec X = {X,, : 0 < n < oo} koju je adaiiiiupan y
o0Hocy Ha puaitpayuyy (F,), je mapitiunzan y oonocy na (JF,,) axo je:
(1) E|X,| < oo, saceakon u

2) E(X, | Fo1)=Xuq1 cu. (n>1).

Y HenpexuHOM cyuajy, IepuHUIja MApTHHTANa j€ HEIITO CIOXKCHH]a.

Heka je (2, F, P) upocrop BepoBaruoha, I = [0,tg)) C RuF = {F, t € I}
dunrpanmja. dedunme ce, Takobe (Foo) ca Foo = \/ Fi. Hexaje FX = {FX, t € I}

tel
npupojIHa (puaTpanmja mpomeca X .

HMedunnnuja 1.21. ([6]) Cayuajan apouec X = {Xy(w), t € 1}je (Fy, P)-mapiiunzan axo je
(Fy)-a0aiiimiupan u ako saxcu:

(1) E|X;| < oo, t el

(2) E(X;|Fs)=Xs cu3sacees <t, s,tel.
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Axkoy lecpununuju 1.21 ymecro ycnosa 2. Baxu
E(X, | Fs) > X, cm 3acBako s < t,
CIIyuajaH MpoIec je cyomapitiunzan; a ako je
E(X; | Fs) < X, cm 3acBako s < t,

CIIyuajaH IpoIEC je cyilepmapiiunzan.

CBOjCTBO MAapTHHTANHOCTH j€ Be3aHO 3a (miaTpanydjy, ma he ce y jjalbeM TeKCTy Mo-
npasymeBaTu jia je cnyuajan npouec X (F;)-MapTUHra, yKOJIMKO JAPyrauuje HUje HarJalcHo.

HMedunnnuja 1.22. ([25]) 3a mapiiunzan X = {X;, t € I} kaxce ce Oa je pezyaapan axo
flocitoju uHtiezZpabuaHa CAY4ajHA UPOMEHHUBA 1) THAKSA O je

X, =EMn|F) (Pcu)

3a mapTuHrase Baxe ciejehe reopeme.

Teopema 1.1. [Teopema o ckopo ussecuoj kouseprennuju maprunrana ([25])] Heka je X
Hefipexkudan mapiiunzaa, 3a koju je E(|X|P) < oo 3a meko p > 1 u cearxo t € I, wwaoa
dociioju cayuajua ipomenmuea X o, E(| Xoo|P) < oo, Wako oa je

Pilim X =Xoo} =1 Jim X, = Xeclly = 0

Axo cy Sul BpeMeHa 3aycTaBibama, OHjla Baxkd 1 crejicha Teopema, o3HaTa oji Ha3MBOM
Hy0OoBa onuoHa TeopeMa 0 BpeMEHY 3ayCTaBIbakba.

Teopema 1.2. ([25]) Hexa je X 30ecna neiipexuodarn, adaiiiiupan apouec. Taoa cy caedehiu
YCA08U eKBUBANEHILHLL

(1) X je mapiiunzan;
(2) 3a ceako ozpanuueno epeme 3ayciiasmarsa T u c8axko epeme 3ayciiiasmarba S, je

E(XT ‘ fs) = XS/\T C.Uu.,

(3) 3a ceaxo speme 3ayciiasmarsa T, (Xinr, Fy) je mapitiunzan,

(4) 3a csako oZpanuueno speme sayciiaswara T, saxcu E(Xr) = E(Xo);

Ako je ipouec X yHugopmuo unitiezpabuaan, onoa wwiephera (2) u (4) saxce 3a caxo speme
3aycuias/parba.

Hocnemuna 1.2, ([52]) Ako je X mapiiunzaa uT 8peme 3ayciiasmarsa, Wadd je 3ayciias ben
iipouec X mapitiunzan y oonocy na punitipayujy (Fy).
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Hajsehu jronpunoc reopuju maprusrana jaje [1yo, koju 1953. rojune yrspbyje nosunary
TEOPEMY O JIEKOMIIO3UIH] 1 CYIIepMapTHHIANa.

Teopema 1.3. ([5]) Heka je X, (y Ouckpeitinom cayuajy) cyiiepmapiniunzan. Taoa iocitioju
jeounciieena oexomiosuuuja X, = M, — A, 20e je M, mapiiunzan u A, je tpouec ca
Heotaoajyhum wpajeximiopujama, Ao = 0 u clleyujasnum c80jCiliBOM MePHUBOCTIU Oa e
A, (Fu_1)-mepauso.

Mebytum, 1o 1962. Humje 6uno mMoryhe MpOMMPHUTH OBY IC(PUHUIN]Y ¥ HA HEMPEKUIaH
cnyuaj. Te ropune no3uaru paniycku maremaruuap Mejep (P. A. Meyer) nokasyje ersucre-
HITWjy ¥ IOKA3Yje J1a ce TeopeMa MOXe POIIMPUTH M Ha HEIPEKMJIAH CITyuaj, y3 PETIOCTaBKY jia
cyOMapTHHTaJ UMa CBOjCTBO YHU(OPMHE HHTETPAOUITHOCTH ¥ YKOJIMKO MHJICKCHHU CKYII CajIp>KU
BpEMEHa 3aycTaBibama. ['ofiuHy 1aHa KacHuje, Mejep foka3yje jeTMHCTBEHOCT IEKOMIIO3HIIH)E,
KOja je laHac mo3Hata noj| Ha3usoM [1y6-MejepoBa IeKOMIIO3HIH]a.

Teopema 1.4, ([6]) Hexaje X = { X, t € I} 30ecna neiipexudan yHupopmro unitieZpabunar
cyitepmapiiunzan. X uma [[y6-Mejeposy Oexomilo3uyujy ako Hociioju 30ecHa HeipeKuoan
mapiunzan M u pacitiyhu, aoaiimiupan ipoyec A, KonauHe sapujayuje Ha C6aAKOM KOHAYHOM
unttiepsany, twako oa je X; = My — Ay cu. 3at € 1.

3jecHa Henpekuian MapTiEran X Koju 3aoBojbasa jia je EX? < oo 3a crako t > 0
HA3WBa CC KBAOPAUIHO UHIeZPaOUAAH MADTUUHZAN .

3a cBaky KBajpaTHO HHTErpabuian MapTuaran X , ciyvajad nponec X2 = { X2t € I}
j€ HCHETaTHBaH CyOMapTHHTAM U uMa jemacTBeHy [y6-MejepoBy IeKOMIO3Aumjy

X} =M+ A; 0<t< oo

rjac je M 3/1ICCHA HCIIPCKUJAH MAapTUHTAJl 1 At = <X>t IIpENIBUNINB, paCTth/I IIpo1ec, Mo =
AO — 0

HMedunnnuja 1.23. ([6]) Keaopaiuna sapujauyuja (X); = A, k6adpaiino unitieZpabuinoz
mapiunzana X, je ipeosuous, paciyhu ilpoyec y Iyo-Mejeposoj Oekomito3uyuju, 3a Koju je
X? — (X); mapitiunzan.

JemuHCTBEHOCT 1IpOIIEca KBajipaTHe Bapujanuje je 006e30ehena [Iyd-MejepoBom jiekomiio-
3UIHJOM.

Crepreha Teopema je jejiHa ojf HajKOPUCHUjUX TeopeMa O MapTuHranuMa. Axo je X yHu-
(hopMHO mHTETpabuIaH MapTHHTA, Tajia MPOIeC X o, MOCTOj C.H. U aKO je S BpeMe 3aycra-
BIbama ieunmiie ce Xgua {S = 0o} ca Xg = X.

Teopema 1.5. [Teopema onnuonor 3aycrasmbamwa ([6])] Hexa je X 30ecna netipexuoarn map-
iunzan (cyiepmapiiunzan) u X o, = 0. Taoa 3a ceaxu tap spemena sayciiasmarba S, T, 20e
je S < T saxcu

Xs = (>)E[Xr | Fs| cu

3a J10 cajja HaBEJICHE KJ1ace mpolieca Baxu crnejicha nHKy3uja
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CyliepMapTUHIai D MapTUHIanu O YHU(POPMHO UHTETPaOUIHI MAPTUHTAIM O OFPAaHUUCHU
MapTUHT AN

Jepan oyt Haj3HavajHMjuX TpuMepa MapTuHTana je Burepos (N. Wiener) mpomec.
Nedunnnujal.24. ([5]) Heiipexuoan cayuajan iipoyec W = {W,, t > 0} je d-oumensuonanan
Bunepos tipoyec axo je:

(1) Wy =0cu

(2) W je ipouec ca nezasucHum Upupauiiiajuma,

(3) 3acseako s <t € I ipupawiniaj Wy — Wy uma nHopmaany paciiooeny ca ovexusarbem 0
u Ouciiepaujom o[t — s|.

Hekaje FV = {FV} = o{W,, s < t} s,t € I npuponua dunrpamuja Bureposor
nporneca. OfMax ce MOe YOUHTH fia je Buaepos mponec mapitiunzan y ogaocy va FY

EW, | F¥Y=W, P—cu, t>s.

Yak mrrapuiie, BuHepoB mporec je  KBajpaTHO HHTErpabmIaH MapTHHIan, jep je E|W;|? <
oo, t > 0. Ipupogsa dunrpamija Bureposor nponeca je Henpekupsa, T7j. Fy' = FYV =
FVow FY = FY.

1.4 Jloxanuu MapTHHraam

[Mojamnokamaux mapruarana 1965. rojuue yeoje Mto (K.Ito) mBaranaGe (S.Watanabe),
poyaBajyhu MyJITHINTMKATABHE (DYHKIMOHAIE MAPKOBCKHUX IIPOIIECa.

HMedunnnuja 1.25. ([25]) Cayuajan tpoyec X = { Xy, t > 0} je aoxanran mapiiunzan axo
fdociioju Heottadajyhu nuz epemena sayciiasmaroa {1, } y oonocy na ¥, iwiaxo oa je

(1) P{T, <n} =1, P{limT, = o0} =1;

(2) {Xinr, } Hu3 yHUGDOPpMHO UHTTIEZpAOUAHUX MaPTIUNZAAG, 30 cBaKO T > 1.

Haume, Bunepos npoliec uiny ONINTHjE CBAKK 3/1CCHA HEPEKUJIAH MAPTHHTA j€ JIOKATaH
MapTHHTaN, ITO CE JeJJHOCTABHO MOXE YOUHTH aKo je 1, = n. JIOKalHM MapTHHIal# Cy
IPOIIECH OIIITH]ET KapaKTepa Off MApTHHTaja ¥ HAje JOBOJLHO /12 j€ 3a/I0BOJbEH YCIOB HHTE-
rpaOmIHOCTH Jla OM TH Ipolieck OUny 1 MapTuHTrani. Hamme, mocroje TOKaaHA MapTHHTANA
KOjH MMAjy CBOJCTBO jaKe MHTETPAOMIHOCTH, a uilaK Hucy Maprunraiau (Buau [Ipumep 2.15,
[maa V [52)).

YBobeme ojMa JOKaTHOT MapTHHTala ce OKa3al0 Kao KJbYYHO Jia OM Y CBOM H3BOPHOM
o0nuky Baxuna [Iy6oBa TeopeMa 0 IeKOMIO3UTIHT]A.
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Teopema 1.6. ([25]) Hexa je X = {X;,t € I} 30ecna netipexuoan, HewneZaimiuean cy-
depmapiiunzaa.  Onoa Gociioju 30echa Heipexuoan dpoyec M = {M;,t > 0} koju je
NOKANAH MAPTIUHZAA U paciiiyhu, uniiezpabuaan, (Fy)-ipeosuous iipoyec Ay, t > 0 iiako 0a
je Xy = My — Ay, P—cu3at € 1. Osadexomiioauyuja je jeOunciieena.

Jlema 1.3. ([32]) Hekaje X = { X, t € I} netipexuoan iipoyec na apocimopy (0, F, Fy, P).

(i) Ako je X aokanan mapiiunzaa u'T 8peme 3ayciiaswarsa, Waxso 0a je Xy 0ZpanuHden
iipoyec, oHOa je Xy 7 MaAPIUUHZAN.

(1) Iociioju nus spemena sayciaswarsa {1}, 3a koju je T,, — to u Xint, je oZpanuuen
ipouec 3a c6axo mn.

(111) X je aokanan mapiiunzan axo u camo axo je X (Fiy )-A0KaAAH MAPTAUHZAA.

Teopema 1.7. ([51]) Heka cy X uY nokaanu mapiiunzaau u'T” epeme 3aycitiasmarsa.

(i) Ipoyec X + Y je iiaxohe nokanan mapiiunzan.
(i4) Hpoyecu X*', XT1 oy cy aokaanu mapiiunzaau.

(11i) Heka je X cadlag aipouec u nexa je {T,} pacitiyhiu nus epemena 3ayciiasmara Koju
excu ka oo C.u., waxo oa cy ipovyecu X Tn L{1, >0} NOKAAHU MAPUIUHZAAU 3G CBAKO M.
Taoa je X aokaaan mapiiunzaan.

1.5 CemumapTunramm

N3pa3 ceMuMapTUHTAJ IPBU YT e y TEOPHjU BepoBaTHOha mojaBmyje 1970. ropure. YBofie
ra Tonreanc-Tage (C. Doleans-Dade) n Mejep kako 61 03HaURIA HajOIIITH]A TIPOTIEC 38 KOJH
j€ 710 Tajia MOCTOja0 CTOXACTUUKU UHTETPAL.

HMedunnnujal.26. ([22]) Hekajeoaitiiipocitiop eeposaitinoha ca puaitipayujom (2, F, Fy, P).
IIpoyec X je m-OumMeH3UOHANAH CEMUMAPIIUHZAA AKO Je a0aUiUpaH, HelpeKUOaH 30eCHa U
UMa ZpaHutny 8peOHociti caesa (cadlag) u uma OekomMiao3uyLyy

Xy = Xo + M; + Ay, (L.1)

20e je A fipoyec koHaune sapujayle Ha c8aKOM KOHauHOM unitiepsany, a M = {M;,t € I}
YHUGDOPMHO UHILeZPAOUNAH NOKAAAH MAPTUUHZAN.

HMedunnnuja 1.27. ([19]) Ipoyec X = {X;,t € I} je ciieyujaran cemumapimiunzan axo
iociioju jeOunciugera Oexomiosuuuja (1.1) 2oe je A ipedsuous tipouec.
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MlekOMIIO3HIMja CeMUMAPTHHTAIA Ha JIOKAIAH MAPTHHTAI 1 IIPOIEC KOHAYHE Bapujalmje
j€ jenrHCcTBe A, anu ako je mporec X HeNPEKHIaH CCMAMAPTHHTAN Y OJIHOCY Ha [IBC Pa3IuInTe
dunrpammje (F;) u (G;), IeKOMIO3MIHje MOTY OWTH Pa3IUIUTEe, YaK W Kajla je 3aJJ0BOJHCH
yeios (G;) C (F;) 3a cBako L.

Nako u3 fedunnimje HIje OUATIEHO, IPOCTOP CEMAMAPTHHIalNa je BeoMa ypebeH mpo-
CTOp, jep je OH cTabumnaH y OJIHOCY Ha BeluKu O6poj TpancdopMaimja. Ha npumep, y ogHOCY
Ha 3ayCTaBIbAE, TOKATU3AI]Y, ,,IPOMCHY BPEMEHA , AIICOTYTHO HEIPEKMIHY IPOMEHY MEpe,
,IPOMEHyY (uTpanmje”, a rIIaBHO CBOjCTBO TOT IIPOCTOPA je mTo je To Hajseha Moryha kiraca
Tporieca y OfTHOCY Ha KOj€ €€ MOTY HHTCTPATIATH CBH OTPAHAYCHE IPE/IBATABH TIPOTICCH.

[Tocroje MHOTE pAMepH ceMuMapTrHrana, [loacoros (S. Poisson) mponec, Burepos
nporiec, yak u JIeujeB mporec.

Hocnequna 1.3. ([51]) Cadlag aokasan mapiiunzan je cemumapiiiunzan.
Mocnepuna 1.4. ([51]) Cadlag cyiiepmapiiunzan je cemumapiviunzaa.

Hocnequna 1.5, ([51]) Ceaxu cybmapitiunzan je cemumapiviunzaa.

Hexke jeI[HOCTaBHG, aJy BaxkHE 0COOMHE CECMUMAPTHUHIAJIA aTC CY Y CJIGIIChI/IM TEOpEMaMa.

Teopemals8. ([22]) Akoje Q) aiicoayiino HelipekuOHa 8eposaitiHoha y 00HOCY Ha 8ep08aAiliHOhY
P, onoa je ceaxu P-cemumapiuiunzan u Q)-cemumapiiunzaa.

Teopema 1.9. ([22]) Axo je X cemumapitiunzan y oonocy na ¢uaitipauyujy F u axo je G
iooguattipauuja waxea oa je ipouec X G-aoatiitiupan, onoaje X cemumapiaunzan uy 0OHOCy
Ha G.

Oga Teopema okasyje Be3y u3Meby ceMuMapTHHTana u nopduiarpanygje, 10K, Mehyrum
HUj€ JeJTHOCTABHO JI0Ka3aTH OCOOMHY CEMAMAPTHHTATHOCTH M Y OJHOCY Ha MPOIIHAPEH-E MO-
crojehe punrpanyje.

Teopema 1.10. ([22]) Heka je A tipe6pojusa koaekyuja Oucjynkiinux ckyiiosa y F. Heka je
H = {H;} = o{F;, A}, t € I uampayuja. Onoa ceaxu ¥ cemumapiuiunzan jecitie u H
cemumapuiurzan.

Teopujom kBasumaprunraina cy ce npsu Gaswin Puck (D. L. Fisk), Opej (S. Orey) u
noceGHo Pao (K. M. Rao).

NMedununuja 1.28. ([51]) Hexa je T ilapitiuyuja unitiepeana [0, oolu nexa je Xy, € L' 3a ceako
t; € 7. Taoa je

O(X7 T) = Z |E{th - Xti+1 | 'Ft1}

=0

Bapujayuja iipoyeca X y 00Hocy Ha T ce Oeghuruiue ca
Var.(X) = E{C(X,1)}.
Bapujayuja iipoyeca X ce oe¢punuute ca

Var(X) = sup Var,(X).

T
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HMedunnnuja 1.29. ([51)) Aoatiiuupan ipoyec X je ksazumapitiunzaa axo je cadlag, ako na
[0, o0] amcu 0a je E{| X¢|} < oo 3acsakotuakojeVar(X) < oc.

Tpeb6a HallOMEHyTH Jia je 110jaM KBa3MMapTHHrala HajIIOro/IHUj1 HAUMH Jla ce II0KaXe Jja
HEKH [IPOIIEC JeCTe CEMUMAPTHHIA, YaK U KO EKCIUTUIUTHO HEMA JIEKOMIIO3HUIIH]Y.

Teopema 1.11. ([51]) Ksasumapiiunzaa X uma jeduncitieeny oexomiiosuyujy X = M + A,
20e je M aoxanan mapiiunzan u A je ipedsuous tpouec duje wpajekimiopuje umajy 10KaiHo
unitiezpabuany sapujauujy u Ag = 0.

Ha ocHOBY 0Be TeopeMe MoxKe ce pehn 1a je cBaky KBa3UMapTHHT Al CICIHjalaH.

Hocnequna 1.6. ([51]) Cadlag keasumapiiunzaa je cemumapiviunzan.

Wcropujcku, mojaM ceMAMAapTHHTANA j€ MOCTE/HH [0jaM y HU3y TeHepanu3anyja Koje cy
Hacrane off mojMa MaptuHrana. MebyTnM, cafia Kajia je Ta TeopHuja 3a0KpyXeHa, IOCTaBlbha
Ce IMTame: 3allTO Ce 10jaM CeMUMapTUHIala, KOjU j¢ MHABPUjaHTaH y OJJHOCY Ha IIPOMEHY
Mepe, Mopa JieuHICcaTH IIPEKO 10jMa MapTUHIasa, Koju 3aBucu ojy Mepe? 3ap Huje moryhe re-
HEPAIM30BaTH OjaM CEMIMAPTHHTAJIa TAKO JIa 0UyBa OCHOBHE KAPAKTEPUCTUKE CTOXACTHUKOT
pauyHa? OproBop Ha oBa IUTama ce A00Mja IPEKO KapaKTepu3alyje ceMAMapTHHrana Ko-
pucrehiu croxacTHuKe MHTErpase eeMCHTapHAX NPEIBHIMBUX Iporeca (Baetn [4)).

1.6 CemMumMapTHHraaM 1 CTOXaCTHYKH HHTETPAIH

Jomon1970. ropune, kama cy [loneanc-[lage m Mejep yBenn mojam ceMuMapTHHTaNa, MHOTH
maremarmaapu: Lamayk (L. 1. Gal’chuk), Jle6enes (V.A.Lebedev), Memun (J. Memin),
Kakon (J. Jacod) u npyru, 6aBmwim cy ce mpoOyUIaBaEmEeM CTOXACTHIKAX MU(ECPEHIH]aTHIX
jejlHauMHa ca ceMuMapTuHranuma. Tu pesyararu ce HapouuTO HPUMEHY]Y Yy (PUHAHCU]CKO]
maremaruny. ONIIMpHAIjE O CTOXaCTUUKO] HHTETPAI]H 1 je/JHAUNHAMA Ca CEMUMAPTHHIATMa
moxe ce mahuy [10, 17, 18, 19, 22, 23, 24, 32, 51].

Heka je S ckyn cBux jejjHocTaBHEX npejiBuuBuX 1poneca H, natux Jedpununmjom 1.17
Oopehenu unitiezpan 3anponec H € Swcemumapranran Z = {Z;,t € 1} nedpunniie ce kao
omeparop Iz : S — L° e je L° mpoctop ckopo H3BeCHO KOHAYHHX CITyY4jHIX IPOMEHILHBHX

IZ(H) = HyZy + Z Hi(ZTi+1 - ZTi)J

i=1
meje0 =T < ... <7T,11 < 00 KOHaYaH HA3 BpPEMEHA 3ayCTaBIhamba.

[Tomohy oxipebenor uHTErpana feduHUIIe ce HeoopeheHu uHitiezpan JeTHOCTABHOT Tpe-
mBEAMBOT Tporieca [ € S m cemmmapruHrana Z. Hamme, mHTErpan ce paeduHHIIE Kao
oneparop Jz : S — D, e je D npoctop cBux afantupannx, cadlag mpomeca

J7(H) = HoZo + Y  Hi(Z"+ — Z"),

=1
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rjie o3Haka Z ', 3a BpeMe 3aycrasibama 1, o3nauasa nponec 21 = {Z1 = Z;,\p, t > 0}.

CroxacTiuku UHTETpaJl CE 03HaUaBa ca

t
Jy(H), = / HydZ, = H - Z,.
0

CroxacTHuKd WHTETpall c& MOXe flehmHuCcaTH ¥ 3a mmpy Kiacy mponeca. Heka je D
MPOCTOP CBUX aJIaTHPAHUX TIPOIEca Ca TPajeKTOpHjaMa Koje Cy HETPEKUJTHE 3]IeCHA U IMajy
TPaHAYHY BPETHOCT ClieBa, a L mpocTop CBUX ajanTrpanmx mpoIeca ca TpajeKTopujaMa Koje ¢y
HEIPEKUJIHE CIICBa U MMajy TPaHUIHY BPETHOCT 3ecHa. AKo je H € D, onna je H_ (mwerosa
cieBa HenmpekuaHa Moudukanuja) y Ly a ako je H € L, onpaje Hy y D.

Croxactnukyd uHTeTpat 3a npormece H € D, ce nedpunnmie Ha cnefehn vaund. Heka je o
KOHAYaH HA3 BPEMCHA 3ayCTaB/bamba

0=T,<T1 <...<Tp, <> cu. (1.2)
TakaB HU3 ce HA3MBA CAY4ajHA Hapiiuyuja. 3a HA3 CIyYajHUX MAPTHUIH]A Oy,
o, Ty <17 < ... < Ty
Kaxke Ce J1a TEXKU UOCHIUHOCTIU KO je:
(i) lim, sup; T = oo c.m.

(ii) ||on|| = sup; |13, — 17| xonBeprupa ka () ckOpO H3BECHO.

3anponec H u cnyuajuy maptuimjy o, aaty ca (1.2) nedpunuiie ce

H? = Hol{o} + Z HTil(Ti,TiJrﬂ'

i=1

Tamaje3a H € D
t n
/ H{dZ, = HoZy+ Y  Hy,(Z"+ = Z™).
0 i=1

Teopema 1.12. ([22]) Heka je Z cemumapitiunzaa u H € D. Heka je (0,,)n>1 HU3 cayuajHux
dapiiuyuja koju twexcu udeniiuyHociiu. Taoa

n—oo

H-7Z=p. lim ZHTin(ZTi-;-l _ ZTi)

KOH6ep2UPa YHUDOPMHO Y 6ePOBATiHORU.

Oga Teopema, 300T peryIapHOCTH TPajeKTOPHja MPOIIEca 10j] 3HAKOM HHTETpala, 1aje NH-
TYMTHBHH OTIAC CTOXACTHIKOT MHTETPAIIA KOjH CE MOKE M3PAUyHATH M KAO TPAHWTHA BPEJTHOCT
Pumanosux (B. Riemann) cyma. OBako jie(pMHMCAH CTOXaCTHIKA HHTErpal uMa ciefiche
0cOOHHE.
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Teopema 1.13. ([22]) Ako je Z apouec konaune sapujayuje c.u, onoa ce H - Z uspauynasa kao
Jlebez-Citiuniijecos (H. Lebesgue, T. J. Stieltjes) unitiezpan.

Teopema 1.14. Heka je H € D u Z cemumapiiunzan. Ouoaje Y = H - Z ilonoso cemu-
mapitiunzaa. Ako je jow G € D, wwiaoa je

G-Y=G-(H-Z)=(GH)- Z.

[Tpotec Koju MMa TIIABHY YJIOTY Y TEOPHjH CTOXACTHIKE MHTETPAIH]E j€ TIPOTIEC K8AOPailiHe
sapujayuje. [ledurnmme ce moMohy cTOXaCTHUIKOT HHTETpANA.

HMedunnnuja 1.30. ([22]) Heka je Z cemumapitiunzaa. IIpoyec keadpaitine sapujavyuje (7, 7 ),
= (Z) ce Oecpunuue ca

t
(Z,Z) = 77 — 2/ ZdZ,. (1.3)
0

Akocy Z u'Y 0ea cemumapiiunzaana, iipoyec keaopailine sapujayuje ce OegpunuuLe ca

t t
(Z,Y)i = ZY; ~ / Z,dY, — / Y,dZ,. (14)
0 0

AKo je Z npoliec KOHauHe BapHjaluje, oHa ce uHTerpat y (1.3) Moxke n3pauyHaTd napip-
jATTHOM MHTETPAIAjOM, a aKO je Z M HeMPEKANaH Ipotec oupa je (Z, Z); = Z2,Tj. KOHCTaHTa.
Takobe, nporiec kBajipaTHe Bapujanyje 3ajj0B0baBa u cnejiehn ycnos

A %{(Z FY,Z4Y) = (Z,7) — (V.V}

Teopema 1.15. ([22]) Hexa je Z cemumapiiunzan. Taoa je (Z,7Z); y D, uma neoiiaoajyhe
ipajexiiopuje, (Z, Z)o = Z3 u

(i) NMZ,Z) = (AZ)%
(ii) Ako je o, nu3 Hapimiuyuja koju wexcu udenimuuHociiu kao y (1.2), onoa je

lim {23 + > (2" — 2"} = (2, Z)

20e je 2paHUYHa 8PEOHOCI YHUDOPMHA Y 8ePOBailiHOALL
(iii) 3a epeme sayciiasmarwa T je (ZT,72) = (Z,727) = (ZT, ZT) = (Z, Z)T.

[TpeTxomHa Teopema Ham oMoryhaBa Jia ce 1ojaM KBajipaTHE Bapwujanuje neduHuIIC u 3a
Py Ky1acy mporeca off ceMumaptuarana. Hamve, momohy Teopewme 1.15 mMory ce m3pauyHatn
KBaJ[paTHE Bapwjalyje HEKWX OCHOBHHUX Tporieca. Heka je W Bunepor mpornec, Taja je
(W, W), = t,cu. Axo je A HenpekujaH IIpoliec KOHauHe Bapujanuje, ouja je (A, A), = A2,
aakoje Ag = 0,cnemupaje (A, A), = 0.

[Tporec kBajipaTHE Bapujaliyje ¥Ma CIMUHa CBOJCTBA U Y OJ[HOCY HA CTOXAaCTUUKU MHTErpall.
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Teopema 1.16. ([22]) Hexacy Z uY o0sa cemumapiviunzana, H, K € D. Onoa je
t
H-Z,K-Y), = / HK.d(Z,Y ),
0

Takobe, saxcu

<H'Z7H'Z>t = /t(Hs)2d<Z7 Z>s'

Ha oHOBY 0Be TeopeMe OfiMax ce MOXe youuTH ia ako je W Bunepos npouecu H € D (u
360r (W, W), = t)

t
(H-W,H W), = / H2ds.
0

Urora popmyna je ycrBapu Beoma Oimcka popmyan 3a Jle6er-CtuintjecoBy HHTErpaImjy.
Heka je 3a cemumaprunran Z, nponec (Z, Z) ueonajajyhu u npunaja ckyny D. Tpaje-
kropujenponeca (7, Z ) umajy JIe6eroBy IEKOMITO3UIA]Y Ha HENPCKUJIAH ICO M IMCTO IPCKAJIAH
NI€0, Tj.
(2,2),=(2,2);+ > _ (AZ,)?

0<s<t

e je (7, Z)§ nenpekujian ico KBajparue Bapujanuje. Takobe, 3a jiBa ceMumapTunraia Z u
Yje
(ZY) =(ZY)i+ Y AZAY,,

0<s<t

y3 IIPETIIOCTABKY f1a je ) o, (A Zs)? < 00 C.H. 3a CBaKH ceMIMapTHHTAT Z .

Teopema 1.17. ([22]) Hexaje Z = (Z%, ..., Z%) d-Oumensuonaran cemumapiiunzan u Hexa
je f: R* — Rusz C% Taoaje f(Z) Makobe cemumapiiunzan u 6axcu

J(Z) = Z/ 822 )z Z / azzazj )2, 2%,
+ > {f(Zs) Zaz AZ’}

0<s<t

Tpeba HanmOMEHYTH J1a IPETXOHA TeOpeMa HpejicTaBba Mitiosy ¢popmyay 3a ciydajaH
nponec (7). Heka je, nanpiumep, Z = (W1, ... W?) d-mumensnonanan Buuepos mpornec
e cy W' n W7 mebhycoGHO He3aBucHE 3a ¢ # j, y3 mpeTnocTasky Aa je Wy = 0. Taja 3a
byrxmmjy f € C?, hopMyiia I3 IPETXOIHE TEOPEME TIOCTaje 0OTIKA

W) — F(Wo) = / VW) - dW, + / AF(W,)ds

KOja je no3Hara kao Hitiosa ghopmyaa 3a Bunepos nporiec.
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Teopema 1.18. ([51)) Hexa je T speme sayciiasparsa. Taoa je
tA\T t t
/ Hy(X)dZ, :/ Hy(X)I{s < T}dZ, :/ Hy(X)dZnr.
0 0 0

Hexkacy Pn (@ seposarnohe nneka Hy - Z = |, 0 HydZ 03rauaBa cTOXaCTHUKA MHTETPAI
nporeca H u cemumapTurrana Z y ojHocy Ha BeposaTHohy (). Taja Baxu cieficha Teopema.

Teopema 1.19. ([51]) Ako je Q aficoay@ino Helipekuona eeposaitinoha y 00HOCY HA Bepo-
gattinohy P, itiaoa ce H - Z ne pasaukyje 00 Hp - Z.

1.7 Croxacrnuke JudpepeHnujanne jefHaYNHeE €A
ceMHIMAapP THHT ATHMA

Heka je jaTa croxacruuka udepeHnujansa jejiHaunHa

t
X, =K, +/ 9s(X)dZ, (1.5)
0

rneje Z = {Z;,t € I} m-mumensnonanan cemumaptunran, X = {X,;,t € I} d-numensuona-
manmponec, K = { Ky, t € I} d-muMeH3MOHATaH IPOTIEC KOjH TIPEJICTaBIha [I0UCTHY BPEHOCT
1 Uyje Cy TPajeKTOpHje HEIPEKU/IHE 3jleCHA ¥ MMA TPAHMUHY BPEJHOCT cleBa, KOeUIMjeHT
g¢(X) je d X m-puMen3rOHaNaH IPE/IBU/IMB POTCC KOjH 3aBHUCH Off TPajeKTopHja nporeca X .

Kao u 3a mudpepennmjanny jenuaunny Mroa u xkop jeuaunse (1.5) ce gedunuine crporo u
cnabo perneme.

[TpoGiemom ofpebuBama crporor pernewa jegrauunse (1.5) 6asunu cy ce Toneaunc-Iaje,
I[Tporep (P. Protter [22, 51]), Famuyk ([10]), Kymaanu (G. L. Kulinich), XKakop ([17, 18,
19]) 1 MHOTH JIpyTA.

Heka je nar mepibus npocrop (F,E) tie je E npocrop cBux Moryhnx CKOKOBa HEKOT
d-mamen3uonansor nporeca X u £ je ckyn bopenosux ckynosa Haj ££. Heka je P npejiBujuna
o-anreOpa. Taja Baxu creyieha necunumnmja.

HMedunnnuja 1.31. ([27]) Heka je X 30ecna neiipexudarn cayuajan upoyec ca cKOKOSUMA HA
ipociiopy E u Heka je (1 cayuajra HelipekuoHa mepa ckokosa iipajexitiopuja ipoveca X. Ako
je D € B x € waoa je

p(w, D) = 6poj ckokosa iipoueca X na ckyity D 3a wipajexiiopuje X (w). (1.6)
Teopema 1.20. ([27]) Heka je X 30ecua neiipexudan iipouec depurucar Ha Re u p cayuajua
HellpeKkuoHa mepa oaitia ca (1.6). Taoa mepa |1 uma Oyaary iipeosuousy iupojexuu;y

v(w,D), DeB*x €&,

Koja 3a0080ma6a caeoehie ycaose
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(1) unituezpan
I(t,w) :/ H(s,w,e)v(ds,w,de)
(0,t]xE

je P-mepus 3a caaxy nenezaitiusry (P x E)-mepusy gpynxuujy H u
) B (figmaper Hlpt) = B(1(50)) = E ( fig oy Hav )

AKo cy V1 U V9 08e OyaaHe iipe0suouse iipojexyiije mepe (L OHOA Cy OHe CKOPO U3BECHO JeOHAKe.

Hyanna npefBuuBa MpojeKInja MEpE /4 j€ JOI HO3HATA 1 II0]] HA3UBOM ipe0suouUs KOMIileH-
3aiuop. Mepa [ IpeficTaBIba TauaH 6poj CKOKOBa mporeca X Ha cKymy D, TOK BeHa yanHa
TpENIBA/IABA IPO]jEKIAja I TIPEICTaBbha OUCKABaH, Tj. CPEHU OPOj CKOKOBA.

Hexa je cajia cBakOM ceMUMapTHHTANy Z TPHAPYXKEHA ciydajHa mepa (4 Ha Ry x R™,
neduHuCcaHa ca

wlw;) =) Iz wroeeazw) (),

5>0
acal HeKaje 03HaueHa HheHa lyallHa Ipe/IBIINBa IPOjeKInja, a TO he TOHOBO OMTH IpE/IBUINBA
cnydajHa MmepaHa Ry X R™.

Heka je, name, C' = (C%) nponec feunncan ca
CY = (M", M)
KBaj[paTHA KapaKTEPUCTAKA JIOKATHOT MapThHTana u3 ackommosumumje (1.1).

Mo mepurmmmju, (A, C, v) je T0KaIHa KapaKTepPUCTAKA ceMAMapTHHTana Z . {edunncana
jé 1o ckynoBa P-mepe Hyna 1 Baxu:

(i) A je nponec u3 nekommosummje (1.1), koju je F-npeasumuB, Ag = 0 # jecre KOHaUHE
BapHjalije Ha CBAKOM KOHAYHOM HHTEPBAIY.

(ii) C' je menpexmpan, F-agantupan , Cy = 0 u 3a ceako s < t marpmmna (C;) — C7) je
CUMCTPHIHO HCHETaTHBHA.

(i71) v je F-npepsupusa Mepa.

Heka je (Q, F,F, P)(rue je F = F7) (punrpupan npocrop BepoBaTHOhe Ha KOME
ce jiepuHuUIIy M-JIMMECH3UOHAIAH CCMUMApTHHT A Z e je Zy = 0, P-ckopo u3BecHO u d-
TUMCH3MOHAaH pejiBuuB, cadlag nponec K, Koju pejicTaBiba MOUeTHY BPEHOCT (HE MOpa
OWTH CCMUMAPTHHTA).

Heka je mame (Q,J:" F, P) (rne je F, = ]-"tX ) TPOCTOp Ha KOME je feduHucan d-
TAMCH3MOHAIAH TIPOTIEC peniemha X .
ame, Heka je (Q,F, F;, P) npocrop e je 2 =Q x Q ; F=F Q@ F na kome je

nedpunncan Koedumujent g; (X ), d X m-TuMeH3HORaTaH, JF -IPEBUIUB IPoTec Ha 2, KOjH je
OTpaHHYCH.
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Hedmnmmja 1.32. ([18]) Citipozo pewierse jeonauune (1.5) je iipouec X € R? na apocitiopy
(Q, F,F, P, Z, K) koju 3a0o8omasa:

(i) X je F-adaiimupan ipovec;
(1) X je 30ecHa HellpeKuOar Upouec U uma Zpanudny 8peOHOCH CAe6d,

(11i) 3a0080.masa jeOnauumy
X=K+¢X)-Z P-cu
3a cTporo peniewhe jefiHaunHE JIC(UHAIIIE CC 1 JEJIMHCTBEHOCT.

Hedummmuja 1.33. ([16]) 3a pewere citioxaciiuike oughepenyujanre jeonaqune (1.5) Kaxce
ce 0a je jeduncitieeno fo Mpajekimiopujama, ako 3a cuciem (2, F, Fi, P, Z;, K;) fiociioju
HajeuuLe jeOaw fipouec peutersa (0o ckyiiosa P mepe nyaa).

[Turame nocrojama M jeIMHCTBEHOCTH OBAKO JIC(MHUCAHOT PENICHA j€ MOHOBO O] ICH-
TPAJHOT 3HAYAja.

HNoneanc-[ajie j10ka3yje jia CTporo penickhe croxacruike udpepennujanue jeipnaqunne (1.5)
IIOCTOjH 1 jeCTE jeJIMHCTBEHO, aKO je KoedumujenT gs(X ) Fs-aanTapan, ako cy TpajeKTOpHje
nporieca gs(X ) HempeKmHe cIeBa i aKO MMajy TPAHIIHY BPETHOCT 3/[CCHA Y OJTHOCY Ha S 1 J1a
nporiec 3aoBosbasa JTmmmmmos (R. Lipschitz) yeios 3a , 1j.

9s(z) — gs(y)| < K|z —yl,

r7ie je /X KoHCTaHTa.

Mebyram, Camuyk ([10]), nocmarpa cnoxenujy jepinaunny, Tako jia je jeqaaunsa (1.5) men
cienujanan ciydaj. Taja 3a jegraunny (1.5) moctoju crporo pereme ako je mporec gs(X)
IPEJIBAIUB U aKO je 33JI0BOJHEHO

|gs(x) - gs(y)| < B(s,w)|x - y|7

e je B(s,w) dynkiuja koja je npejsunsa u uarerpabuina y cmuciy [10].

Hanwme, npepsupus mporec gs(X ) y pagosuMa Koje pasmatpa [amuyk, jecte eceHIIjaTHo
BE3aH 3a KB/IPaTHY KAPaKTCPUCTUKY CCMAMApTHHTANa, 1j. 3a npouec (7, Z);. Taja, 3a jatu
CeMUMapTHUHTal Z , petiethe jeaaunte (1.5) Moxe mocrojaTn u OUTH jeJIMHCTBEHO, aJ 38 JIPYTH
CEMUMAPTHHTAN TO He Mopa OutH ciydaj. MebyTum, jom crpoxkuju yenosu koje Joneanc-Hane,
y CBOJMIM pajioBUMa, HaMehe Ha OIMHTErPATHA IPOIEC TAPaHTY]y IOCTOjake | jeJAHCTBEHOCT
CTPOTOT pellieHa 3a CBaKi CEMAMAPTHHTA.

[Tpo6emoM ofipehBarba C1abuX pelickha CTOXaCTHIKHX AU(EPEHIAjaTHIX je[HAYRHA Ca
ceMuMapTHHTaIAMa GaBun cy ce JKakon, Memun ([17, 18)]), Hebenen ([23, 24]), Kypri
(T. Kurtz [22]), [Tporep ([51]) u ppyru.

Byme peun o cnabum pemesmnMa CTOXacTHUKKX i epeHInjalHuX jefIHaulHa ca CeMU-
MapTHHTANNMa, Kao 1 0 BAX0BO] jeiuHcTBeHoCTH Onhe y ['mam 3.
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1.8 Hexke no3nare nedunnnmje y3pogHocTu

Jenan off urbeBa Hayke je Jja ce mpoHaby y3pouHo-nocnenute Bese. MehyTum, one ce He
MOTY YBEK YOUUTH U3BOHEHEM eKCIIepAMEHaTa, Beh ¢y HCTpaXkuBaul OrpaHMICHA Ha IOCMa-
Tpam¢ 10jaBa Koje UCIUTY]y. AJH, Ha OCHOBY IOCMAaTpama He MOXKE ce YBEK ca CATYpHOIIThy
TBPJIUTH 11T j€ Y3POK, a 1ITa OCIE/IHIIA.

[enepanHo, MOCTOje /IBa HAUMHA 3a pellaBamhe OBOT MpobiaeMa. Jelan MpHCTYII je fia ce
nomMohy Teopuje ucKibyue ofpehene penanuje, a Ha OCHOBY IIPEOCTAINX Jia CE YTBPJH y3pPO-
qHOCT. MebyTum, MaHa OBOT IIPHCTYIA je J1a Ce HE MOTY OjfiMax YOUHWTH peJanuje Koje cy
peJIeBaHTHE.

I pyru npuctyn ce 3acCHUBA Ha TMHEAPHOM ypehemy BpeMeHa. AKo cy jiBa iorabaja y3pouHo
3aBUCHa, W]IEja je Jla ce jorahaj Koju ce MPBU peann3oBao cMarpa "y3pokoM", a ipyra "Tmoce-
matioM”.  [ImpekTHA MOCTEAa OBaKBOT MPHCTYIIA je /la ce Ha OCHOBY WH(OpMaImja o pe-
anm3anyja jeHor gorabaja Mory 6ohe IpefBHETH TOK W HCXON APYror forabaja. OBakas
KOHIIENT yBojm Bunep, a kacuuje ra popmanu3yje ['peHnep y cMucity Mojiesa auHeapHe perpe-
CHje CyvajHuUX MpoIieca.

¥Y3pouHOCT je TeéMa Koja y 1OCIE/IHhEe BpeME MMa jako BeaWKH 3Hauaj. Crarucruuapu,
CIUJICMHUOJIO03H, OnocTaTucTuyapu, nagopmaruiapu (10ceGHO OHM KOji ce GaBE BEIITAUKOM
MHTEJICTCHIMjOM), CKOHOMETpHUApH 1 punio30¢u ce 6aBe MUTAKEM ,,I1Ta O1 C¢ JIECHIIO KO .
Y3podHOCT je, y CBAKOM CIyuajy, jeflaH KOHIENT MpefiBiubama 1 [NAaBHO MATAKE je: J1a T je
Moryhe cMawuTH Opoj ToTpeGHIX MHpOpMaIHja, Kako O ce TpefIBrjiea Heka punTparmja?

OsuM npo6nemoM cy ce Gasuwtn: Pacen (B. Russel), Ipennep, Cyne (P. Suppes), Muk-
mauy, Prnopenc (J. P. Florens), ®yxep (D. Fougere), Moyuapr (M. Mouchart), Jb.ITe-
TpoBuh U Ipyru.

Hexka je (€2, F, P) npousBosbal IpocTop BepoBaTHoha u Heka je dunrpanuja F = {F;,
t € I(C R)}, pamunuja nog-o-anreOpu o F. (Foo) je HajMam-a o-aiare0pa Koja cajipKu cBe
(F:) (vak m ako je sup I = +o0). Makie, rafaje Foo = \/ Fi.

tel

BepoBaTHOCHE MOJieNT 3a BPEMEHCKO-3aBHCHA CHCTeM je ommcan ca (€2, F, F;, P) e je
(Q, F, P) upocrop seposaruoha u {F;, t € I} je "oksupna" duarpammja. [Ipernocrasmba
ce na unrpanmuja (F;) 3ajoBo/baBa "yoOuuajene" ycmose mro 3Hauw ja je (F;) 3jecHa
HenpekuHa u ceaka (JF;) je KOMIUICTH.

Hajcna6uju 065k y3pounocru yeoju ce mamehy punrpanmja G = {G, }uH = {H;}, t €
I(C R) na cienchn naunm.

HMedunnnuja 1.34. ([56]) Kaoxce ce 0a je H aomiuumwena G uau oa je H iioopuaiupayuja 00
G (y osnauu H C G) ako je H; C G; 3a ceako t.

Kaxe ce na cy punrpammje Hu G exsusaneniine (y oznaim H = G) akoje H C G u
G CH.
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HMedunnnuja 1.35. (yiiopeouitiu ca [55]) Hexa je (S, F, P) tipocitiop seposaiinoha u F, F
u G apoussoswHe 00-0-aazebpe 00 F. Kaxce ce 0a G paszosaja Fy u Fo uau oa cy Fy u Fo
yCA08HO Hesasucke y 00Hocy Ha G (y osnauyu Fy L Fy | G), ako je 3a ceako Ay € Fi u 3a
ceako Ay € Fy 300080b€HO

P(A1Ay | G) = P(A1 | G)P(Ay | G).

Medunncarme nojMa y3pounocru y Tepmuanma XunGeprosux (D. Hilbert) mpocropa je
natoy [37]. Osnie he GuTH MpeENICTAaBHEHN AHATIOTHE PE3yJITATH Y TCPMAHAMA (DUIITPAIH]a.

Hekacy J, G u H npoussomue punrpamumje. Kaxe ce iaje G y3pok 3a J y oksupy H
aKo j€ 3aJI0BOJLEHO

T L H|G: (1.7)

jep cymrruna penangje (1.7) je pa cBe uncpopmanuje 0 Jo K0je ¢y u3 (H;) ponase upeko (G;) 3a
IPOM3BOJLHO 1; Ml €KBUBANCHTHO , (G;) cajpxu cee urpopmarmje u3 (H;) Koje cy moTpeGHe
3a npepprbame (T ). [akie, 6uino je mpupofHo yeectu crnesichy jeuHuImjy y3pousocT
meby dunrpaimjama.

HMedunnnuja 1.36. (suoeiiu [11, 34, 35, 36, 37]) Kaxce ce 0aje G ioitiityH y3pok (uau camo
yapok) 3a J y oksupy H y oonocy na mepy P (y osnayu J |< G; H; P) ako je Joo C Heo,
G C Huako je (Jx) yeaosno nesasucar 00 (Hy;) y oonocy na (Gy) 3a ceako t, ij.

joo J— Ht’gt
(wj. Ju L Fi|G: sancu 3a csako t u ceako u), uau

saceako A € T, P(A|H;) = P(A|G).

Unryurusro, J K G; H 3uauwm, 3a npoussoibHO ¢, madopManmje 0 (Jx ) KOje 0s1a3e u3
(H:) mucy Behe o onmx Koje onase u3 (Gy).

Nedununuja, cimuna Tedurunuju 1.36 je npeu nyT gara y [30]. Mnak, nedummmumja n3 [30]
takobe cajipxu ycnor J C H (ymecro Jo C Hoo) KOja HEMa HHTYUTHBHO omipaBjiate. Kako
je Deduummmja 1.36 onmirujer kapakrepa o dedpununuje nare y [30], cBu pesyararu Be3anu
3a KOHIENT y3pounocTn y emucny [ledpunuipje 1.36 he 6utn 3a710B0HEHN U 32 JIePUHAIH]Y KOja
je mata y emuciry XunbepToBHX IIPOCTOpa, Kajia mM ce fofia yemos J C H.

Axo cy G n H rakse ¢wmrrpanuje ga Baxu penamgja G |< G; G\ H (meje GV H
damunumja oppebena ca (G H); = G, \/ H;) kaxe ce ja H ue y3pokyje G. Jacuo je
na uarepnperanuja [pernepose y3pournoctu je caja ooiauka H se y3pokyje G ako G |<
G;G\/ H (sugeru [31]). H me yspokyje G je expusanenran nojmy H e antuimunmpa G
(kako je yBenieno y [57]).

Axocy G un H rakse punrpanmje jaBaxu G < G; H,xaxe ceaje G coiicitisenu y3pox
y oksupy H (ynopepuru ca [30]). TpeGa HanomenyTH jia je mojam cyGopiuHanuje (yBejieH y
[56]) exBUBasICHTAH TOjMY OUTH COIICTBEHH Y3POK, OHAKO KAKO j¢ IehMHICaH OBJIC.

Ose nepuHAIEje ce MOTY IIPUMEHATH ¥ Ha ciIydajae mponece. Kaxe ce fja ¢y ciyuajHn
IpOoIECH Y OfIToBapajyhoj BE3W aKO M caMo aKO €Y y TaKBO] BE3H BUXOBE IPUPOJIHE (pIITpatyje.
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Ha upumep, (F;)-ajanrupan cayuajas npornec Xy je concrsenn y3pok ako je FX = (FX)
corcrBen y3pok y oksupy F = (F;) 1j. ako Baxku

F*k F*.F;P.

IaT KOHIEHT y3POUHOCTH MOBE3yje ['PEHIIEPOBY Y3POUHOCT €a KOHIEITOM ajjalTHPAHIX
pacnopiena, kojuma cy ce 6asmau Kucnep (J. Keisler) u Xysep (D. Hoover) (Bum [3, 14]).
Hamwme, 0Baj HecTaHgapiaH IPHCTYI TCOPHjU CTOXACTHIKHX MPOIECA YKasyje fia ce ayBajy
CKOPO CBa BaXKHA CBOjCTBA CTOXACTUIKHX POTIECa YKOMMKO CE IOKAXKE CKBUBAICHIHja H3Mehy
B UXOBHX aJIANTHPAHAX pacnojera (Bmmm [15]).

Heke ocHoBHE ocoOmHe penanmje y3pounoctn u3 [Hecdununmje 1.36 cy mare cnepehnm
pe3yaTaTima.

Jlema 1.4. (Bunetn [37]) Uz peaayuje J < G;Hu J C Heaeouoaje J C G,

KonmnenT y3pouHOCTH je MHBapHjaHATaH Y OJJHOCY Ha TpaHC(OPMAIIH]y MEpPE X KOHBEPTEeH-
1M}y CITyUYajHUX TpoIieca, MITo je 1aTo cuefilehuM reopemMama.

Teopema 1.21. ([32]) Hexa cy ¥, G, H ¢uaitipayuje decpunucare na mepmueom upocitiopy

A . dP
(Q,F) u nexa cy P u P seposaitinohe depunucane na F itiaxee oa je P < P u P je

(Hoo )-Mepauso. Taoa saxcu
Hk G;F;P — Hk G;F; P, (1.8)

Teopema 1.22. ([32]) Heka cy F u G ¢uaitipayuje na ipocitiopy seposaitinoha (2, F, P) u
neka je { X (")} HU3 CAYHAjHUX UpoUeca Koju 300805484y

Xt(n) L X, kaoa n — oo 3a ceaxo t € I (1.9)

FX™ k G;F 3acearo n. (1.10)

20e je I ilapameitiapcku ckyit. OHOa fipouec X 3a0060.5a8a peaauujy

F*k G;F.

Teopema 1.23. ([32]) Hexacy ¥, G, H u I ¢punitipayuje na iipocitiopy seposaitinoha (2, F,
P) waxee oa je
G<F, H<F, I<F.

Onoa eancu:
() HK G;F;P = H<G
(1) Hk G;F; P N HK LF; P = Hk (GAI);F; P.
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[Iperxoana TeopeMa yrepbyje MUHIManHy QUATPaLLjy Koja je 10j] ojpeheHum ycnosuma
y3pOK 3a JIpyry puaTpaImjy.

Teopema 1.24. ([32]) Hexa cy ¥, G, H u I ¢puaitipayuje na apocitiopy seposaitinohia (2, F,
P). Caeoeha 08a ycaosa cy mehycoOno ekeusaneHitina

(i) Ik H:G A Ik G;F
(i) Ik ;F A H< G <F.

Crnepieha nema mokasyje jja penanyja "OMTH CONCTBEHM y3pOK" MMa OCOOMHY TpaH3W-
THBHOCTHL.

Jlema 1.5, ([38]) Ako je puaiupayuja H coiiciisenu yspoxk y oksupy G u 'y 00nocy na mepy
P, a ¢uamipayuja G couciusenu y3pok y okeupy F y oonocy Ha ucitiy mepy P, wiaoa je u
¢uaitipauuja H coiiciisenu y3pok y okeupy F' 'y oonocy na P.

[Tojam excrpeMHUX Mepa KOju ce yBOjIU ciiejichoM JIepuHUIjOM je BEeOMa BaxkaH Y TCOpHjU
croxacTiukux nporneca. Heka je nedpunncan ckyn /4 o6mmka

Tapa je ckyn M g Kyl CBEX Mepa y OJIHOCY Ha KOj€ CY CBH €JICMCHTH U3 CKyna [ MapTHHrajm.

HMedunnnuja 1.37. ([16]) Mepa P je exciipemna mepa y ckyiiy My (y osnayu P € ext My
20e je ext My ckyii eaemenaitia uz M) 3a koje eaxcu oa axo je P = a@Q + (1 — )@,

a€(0,1),0Q,Q € Mycaeouoaje@ = Q' = P.

W3meby KoHIENTa y3pOTHOCTH B €KCTPEMHIX MEPA CE MOXKE YCIIOCTABATH CKBABAJICHIIH]a,
HITO ToKa3yje cnefieha reopema.

Teopema1.25. ([32]) Hexaje (2, Goo, P) tipocitiop eposaitinoha ca puniuipayujon G = {G, }
u H cxyii (Gy, P)-mapiuiunzana. Onoa cy caedeliu ycao8u exeusaieHimiHiL:

(i) P je exciipemna mepa na My, ckyily ceux eeposaitinoha Q) Ha G, Koje ce lokaaiiajy ca
PruaG_o = NGy, uy oonocy na koje cy cu eaemenitiv uz H (G, Q)-mapitiunzaau.
(ii) Hekaje ¥ ¢uaitipayujana eKcitien3uju (Q, F, P)ipocitiopa (2, G, P), 20eje F > G.
Ako ¢y ceu eaemenitiu ckyiia H (F;, P)-mapitiunzanu, eaxcu

Gk G;F; P.

Pemanmja concrene y3pounoctn G |< G; F; P ykasyje nma 3a dunrpammjy G Baxu na
je G = F: NG 3acBako t > 0. Takohe, (G;) je dpunrpanuja reHeprcaHa HENPCKUTHIM
maprunranuma oommka My, = P(A | F), A € (Guo).

JennocrasHO ce okasyje j1a Baxu caejiche TBpheme.
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Iponosunuja 1.6. ([45]) Hexa je (2, F, F;, P) Gpocitiop seposaitinoha ca ¢uniupayujon,
waoa uz ycaosa G K G; F; P caeouoaje E(M,; | F) = E(M; | Gso)-

Cayia he OuTn npe3eHTOBaHA KapaKTepU3aIija KOHIECITa y3pOYHOCTH, KoprcTehu BpeMeHa
3aycraBibama. Mano npernmsHuje, opfie he 6utn nponmpena Jedunnnuja 1.36 on pukcnpanor
Ha 3ayCTaBILCHO BPEME Tj. JepMHAIIE ce Y3pOUTHOCT y3 ToMoh o-anre6pu Koje cy onpehene
BPEMEHIMA 3ayCTaBbamba.

Ha ocuoBy [Tecpunnmuje 1.13 BpeMe 3aycTaBhama je npecnukaBame 1 : 2 — R TakBO
naje{T <t} € FyzacBakot € Ry.

CnenehoM fedunuIEjoM ce TeHepanuiie mojaM y3pounoctn u3 dedununmje 1.36 ko-
pucrehin o-anre6pe koje cy onpehene Bpemennma saycrasmama. Hekacyrarn HY = \/, Hinr
1 pamunuja

H” = {Hir,t € I},

TMedununuja 1.38. ([43]) Kaxce ce 0a je puniipayuja G ioiuiityn yapox 3a H” y oxeupy Fy
oonocy na P (y osnayu H” |< G; F; P) ako je Hr C Fuoo, G C Fuako je (Hr) ycaosno
nesasucro 00 (F;) 3a oaitio (Gy) 3a csako t, ij.

Hr L F|G: 3acsaxot.

Wjieja koja je oBjie Ipe3eHTOBAHA € J1a je CTaTHCTHUKYU KOHIENT y3pOUHOCTH (POKYCUPaH
HA MCPCH-A Y BPEMCHY W KAKO OHA MOTY Jla YTHIY je[JHO Ha Jpyro. VHTYWTHBHO, KOHICIT
Y3POUHOCTH Ca BpEMEHHUMA 3ayCTaBIhakha 3HAUH [[a, 38 IPOU3BOJLHO ¢, (G;) cajipku cBe mHGOp-
marmje u3 (F;) Koje cy motpeGHe 3a npensubatme (Hr).

Hexke ocHOBHE 0coOMHE KOjG BaXC€ 3a KOHIICIIT Y3POUYHOCTH Ca BpCMCHUMA 3aYCTaB/bdbhad Cy
TaTc CJIG]IChI/IM TCOpEMaMa.

Teopema 1.26. (ynopenu ca [8, 43|) Heka je X (F;)-aoatiimupan cayuajan ipoyec u G C F,
Qunitipayuja G itoiuityno yapokyje FX y oxeupy F, iwij. FX K G;F; P ako u camo axo saxcu
JjeoHo 00 caeodehux iepherva:

(i) (FX) je ycaoero nezasucno 00 (F;) y oonocy na (G;) 3a ceaxo t, wij. FX L F;|G; 3a
c6ako t.

(ii) 3a ceaxo epeme 3aycitiasmarba S y 0onocy na puaitipayujy G, je FX | Fs|Gs.

(iii) 3a ceaxo epeme 3ayciiasmarsa T y 0onocy Ha guaitipayujy FX u ceaxo epeme
3aycitiaémarsa S y 00Hocy Ha uattipayujy G, eancu F 1 Fs|Gs.
Crenehu pesynaraTu ce jeTHOCTaBHO MOTY JIOKa3aTH.

Jema 1.6, ([45]) Hexacy F = {F,}, G = {G,}, H = {H;} 3at € [0, +00) Quaitipayuje na
apocitiopy seposaitinoha (2, A, Fy, P). Taoa:
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(i) 3a csakxo epeme 3aycimasmarsa Ty oonocy na guaitipauujy ¥, 20e je Fr C Heoo, u3

ycaosa
Hk G;F; P,
caeou 0a je
F' Kk G;F; P,
20eje FT = {Fiar, t € I}, Hdakae, 3a (Fy)-aoaiiiupar cayuajan iipoyec { X, } caeou
oaje ;
F* k G;F;P,

20eje FX" = {FX, L.

(11) 3a ceaxo epeme sayciiasmaroa Ty oonocy na guniupauujy H, 20e je Fr C Hoo, us
ycaosa
HK G F; P,

caeou 0a je
H' k G;F; P,

20ejeHT = {Hi\r,t € I}

Teopema 1.27. ([45]) HexacyF = {F;}, G = {G;}, H = {H;} 3at € [0, +00) puaitipayuje
Ha apocitopy seposaitinohia (2, F, Fy, P) 20e je H C F u nexa je { X;} (F;)-aoaiimupan
cayuajan ipoyec. Taoa, 3a ceako epeme 3ayciiasmwarwa Ty oonocy na H us ycaosa

Hk G;F; P,
caeou oa je .,
F¥ kK G F"; P,
20eje FX" = (FX,).
Mocnemuna 1.7, ([45]) Heka cy X = {Xy,t € [} uY = {Y,,t € I} (F)-a0atimuupanu
cayuajuu iipouecu. Tada, 3a céaxo epeme sayciuaswarsaT y oonocy na FX uz ycaosa
F*kK FY.F; P,
caeou 0a je

F" K FYSF P u FY kP FDP

Cnenehm pesyarar moka3syje jia je penamnmja "OUTH COICTBEHU Y3pOK' 3a o-anrelpe ca
BPEMCHIMA 3ayCTaBJbama, TPAH3NTHRHA.

Mponosunuja 1.7. ([45]) Heka cy F = {F}, G = {G,}, H = {H;} 3at € [0,4+0)
uaitipayuje na apocitiopy eeposaitinoha (2, F,F;, P). Ako je T epeme 3aycitiasmarsa y
ooHocy Ha F, iaoa u3 ycaosa

H' < H";G";P u G"k G";F"; P,

caeou
H' k H';F"; P
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Iponosunuja 1.8. ([45]) Heka cy Ha mepapusom apociiopy (§2, F) Oaitie uaitipayuje F =
{F}, G={G}, H={H:} ul = {Z;} uneka je T epeme 3aycimiasmara y oonocy na F.
Taoa cy caedeha isphersa eK6uUBaNCHITHA:

(i) I" k HT; GT A1T k GT; F7,
(i) I" < HT; FT AHT C G C FT.

Jema 1.7, ([45]) Hexacy F = {F;}, G = {G,}, H = {H,} 3at € [0, +00) Quaitipayuje na
apociiopy seposaitinohia (0, F, Fy, P) unexaje T epeme sayciuiasmarway oonocy na F. Hexa
je
Gl CFT 1" CFT, u Hr C Fr.
Taoa je
H kG FT A H' IH, FT = H' 'k (GT ATY); FT.

Iponosunuja 1.9. ([45]) Heka cy F u G ¢uaitipayuje na ipocitiopy seposaiinoha (S, F, P).
Ako je puaitipayuja F keasu-neiipexuona caesa, {1, } pacitiyhu nus epemena saycitiasmarba,
T fipedsuduso epeme 3aycimiasmamwa koje je Hajaswero ca {T,} u X = {X;} je a0ecna
HeUpeKUOaH YHUGPOPMHO UHIeZPAOUNAH MAPTHUHZAA, THAOA U3 YCA08A

T,
F*" Kk G; F, 3a ceaxon

c1eou ;
F* k G;F.



I'maBa 2

Y3pO4YHOCT ¥ TEOPHja MAPTHHTAJIA

Y 0BOj raB® cy MPBEHCTBEHO IaTH PE3YATATH KOJH YKa3yjy /la T0jaM Y3pOUHOCTH Urpa OUTHY
YJIOTY Y OUyBaKy CBOjCTBa MAPTHHTATTHOCTA. Hamme, CBOjCTBO MApTHHTATHOCTH CE TyBa aKO
ce (hunTpammja cMamyje, anu y OMIITEM CIydajy OBO CBOJCTBO CE HE UyBa ako (puarpaimja
pacre. Kajia ¢punrpanuja pacre uyBame CBOjCTBa MAPTHHTATHOCTH j€ TIOBE3aHO €a KOHICTITOM
Y3POUHOCTH, j€p CYy MapPTUHTAIA TIPOTIECH KOJU OCTajy HENPEIBUIUBH Kajia ce CKyI HH(OpMa-
1uja moehaga.

21 OproronaaHocT MAPTHHTANA U CTAOUIHH IOTHPOCTOPH

Hexka je M3 npocrop cBux L2orpanmdeHnx MapTHHTaja 3a Koje je sup, F(M?) < oo rye je
HUX0BA I0YETHA BPEJTHOCT jE/[HAKA HYJIH.

Nedununuja 2.1. (cnaba oproronamnocr [51]) Hexa cy M u N eaemenitiu iipocitiopa M3,
Taoacy M u N caabo opiiozonannu axo je E(MyNy,) = 0.

Takobe, IOCTOjU jaud ¥ CTPOXKH II0jaM OPTOTOHATHOCTH 32 MAPTHHTATIE.

Nedununnja2.2. (jakaoproronammoct [51]) Hexacy M u N eaemenitiu iipocitiopa M3. Taoa
cy M u N jaxo opiiozonaanu axo je wuxos iipoussoo L = M N (ynugpopmmo unitiezpabunan)
Mapidur2an.

Hanwme, ako je npoussop maptaarana M N (yHrdopMHO HHTeTpaOmIaH) MApTHHTAN Taja
je [N, M| (xBapparna Bapujanmja nponeca M u N) JqoKanaH MapTuHran, ma ce [ledumu-
nmja 2.2 Mmoxe npedopmyaucara: M u N cy jako OproroHaaHm ako u camo ako je [N, M|
yHA(OPMHO MHTerpabminan Maptuaraid. Axko ¢y M m N jako OpTOrOHaJIHM MAapTHHTAIA
tafa je B(MyNy) = F(Ls) = E(Lg) = 0, na jaka OpTOrOHATHOCT MOBIAud CIaly.
OGpatHo TBpheme He Baxn. Ha mpumep Heka je M € M2 uY € F, neszasucha o M, ca
P(Y =1)=P(Y =-1) =1 Heraje N; =Y M,;,t > 0. TagaN € M3n

E(NwM) = B(YM2) = E(Y)E(MZ) =0,

31
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nacy M u N cna6o oproronanuu. Mnak M N = Y M? uuje maprunran, (cemako je My = 0),
jep E(Y M} | Fo) = YE(M? | Fo) #0 =Y Mg.

KoHIenT jake OpTOTOHATHOCTH 33 MApTHHTANC je OJHCKO IMOBE3aH €4 MAPTHHTATHOM
pENpPE3eHTAIOM, CTAGHIHIM MOTIPOCTOPAMA B EKCTPEMHIM MepaMma (0 uemy he Kachmje
OWTH petn).

Hedunmmja 2.3. ([51]) 3a doockyii A € M? ca A+ (pecit. A*) osnauaea ce ckyii ceux
eaemenaitia uz M? KOju ¢y ¢Aab0 opiioZoHanHu (pecil. jako opitio20HAANIL) HA CBAKU eAeMeHTl
ckyia A.

KomnrmenT oproroHasHOCTH ce MOXKE PUMEHTHTH 1 Ha JIOKATHE MapTUHTAJE, TITO je IaTO
y cnepehoj nepuHnmmjm.

Nedunnnuja 2.4. ([27]) Kaxce ce 0a ¢y aokaanu mapimunzaau M u N opitiozonannu axo je
wux08 ipousseoo M N aokanran mapitiunzaa.

Takobe ce yBoiu u 110jaM OpTOTOHATTHOCTH Ha caMoT ce0e, KaKo KOJT MapTHHTaNa Tako 1
KOJ] JIOKanHuX Maprunrana. Haume, nokanan maprunran M je opitio2oHanawn Ha camoz cebe
aKO 1 caMo aKo je M? ToKanaH MapTHHTAI.

OpTOI‘OHaJIHOCT CC UyBd N KOJI BpEMCHA 3aYCTaBJ/bdkhd, Tj. aKO Cy JIBa JTIOKaJTHA MapTHUHI'daJId
OpPTOT'OHAJIHA, OHJld CY U 3aYCTAB/LCHU JTOKATTHU MAPTUHTAJIA OPTOTOHAJITHHA, Tj. BazKu cneneha
TECOpEMaA.

Iponosunuja 2.1. (oproronaanoct u Jokaauzanuja [27|) OpitioZ0HAAHOCTL AOKAAHUX MAD-
lunzZana uma caedeha ceojciiisa:

(i) Ako cy T u S epemena saycitiasmarsa, M u N opitiozZonasnu A0KaAHU MapTiUHZaAl,
maoa cy saycimaswenu ipoyecu M u N° faxobe opiiozonanu.

(ii) Axocy M u N aokaanu mapimunzaau u {1, } nus koju aokaausyje N, wiaoa cy M u N
OPIOZOHAAHU KO U camo ako ¢y M u sayciiasmenu iipoyecu { N T"} OpUOZOHAAHU 34
C8AKO M.

Takobe, ako cy M n N opTOroHaTHN TOKATHA MAPTHHTAJIH OHJIA CY OHH YBEK OPTOTOHAITHA
y Xun6epToBoM mpocTopy (IPOCTOp KBAJIpaTHO-HHTETPAOWITHAX MAPTHHTANA Ca CKATapHIM
1pou3BojioM). OOpHYTO TBphEH-C HE Baxu.

Heka je M npocrop 3jiecHa Henpekuiaux, yandpopMuo uurerpabunnux (F;, P)-mapTus-
rana ca ceMaopMoM || (NV;)||m = || Neol| 21 1 HEKa je HP, (p € [1,00)) cKyn MapTHHrana
N; € M koju saioBombasajy || V||, = E(sup, |N|P) < o0.

Cneneha ecpunnimja je KIbyuHa y TEOpUj MAPTUHTAIHUX PEIPE3CHTAIIT]A

HMedunnnuja 2.5. ([27]) 3aiieopen auneapnu iiotiipocitop X apocitiopa HP ce nasusa citia-
Ounar HOMWHpOCHop axo je cilabunan y 00HOCy Ha 3ayciiasmarve, ij. ako je X € X waoa
je XT € X 3a ceaxo epeme saycitiaemwarsa T. Axo je X ioiiiipocitiop iipocitiopa HP imiaoa
ce ca stabl ep(X ) 03Ha1ABA HAjMarLU, 3ATUBOPeEH, AuHeapHU Tolipocitiop tpociiopa HP koju
caopwu X.
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Ouurnenno je HP crabwnan nornpocrop. [lpecek crabmwinux mornpocropa je takobe,
crabunan, na stable,(G) nocroju 3a cegako G C HP. [la 6u ce, mro je moryhe Buie,
yIpOCTUIa HOTAIMja aKO M3JIOKUOIL p HUje OWTaH Y lajbeM M3J1aramy OH CE MOXKE U30CTaBATH
u ymecro stable,(G) moxe ce macaru stable(G). Hapasuo, stable(G) je HajMarmu crabmian
normpocrop ot (F;) Koju cafpxu G.

Hedunmmja 2.6. ([51]) 3a doockyi G 00 HP nexa je ca G+ (wij. G*) o3uauen ckyii ceux
mapiiunzana uz HP koju cy caabo opiiozonaanu (itj. jako opitio20HAAHU) HA CBAKU eNeMeHill
uz G.

Jlema2.1. ([51]) Axo je G ipoussoman iiodckyii 00 HP, waoa je G* (3aiuisopen u) citiabuaar.

Jlema 2.2, ([51]) Hexa cy N, M keadpaitino unitiezpabuanu mapiiunzaau. Tada cy caeoeha
iuspherba ek8UBANEHILIHA:

(1) M u N cy jako opitiozoHannuy,

(2) stable(M)u N cy jako opitiozZonaanu;

(3) stable(M) u stable(N) cy jako opitiozZonaanu;
(4) stable(M)u N cy caabo opitiozonannu;

(5) stable(M) u stable(N) cy caabo opitiozonaanu.

Teopema 2.1. ([51]) Heka je G fioockyii 00 HP koju je citiabusan. Taoa je G* citiabunan
fomipocitiop u axo je M € G* waoa je M jaxo opitiozonanan na G. Tj. G+ = G*, u
stable(G) = G+ = G*+ = G**,

CraOunHu OTIPOCTOPU €€ MOTY llocMaTpaTu U u3 jpyrauuje nepnekruse. Haume, cso-
JCTBO CTAOMITHOCTH HEKOT MOJICKYIIa MapTHHTAJa je yCTBapH CBOjCTBO BepoBaTtHOhe P, ryie
ce mocMaTpa uMTaBa KoJeKIuja BeposaTHOha y OffHOCY Ha KOjy ¢y enement ckyna G (F;)-
MapTUHT A

2.2 Y3pO4HOCT W CBOjCTBO MAPTHHTATHOCTH

[lanac, MapTHHTANIX Hala3e NPUMEHY Y EKOHOMHU]H, leMOrpacduju ¥ MHOTUM JIPYTHM 00a-
cruMma. [lurame ouyBama CBOjCTBa MApTHHTANHOCTH, Kajja ce mH(GOpMAIMOHa o-anrebpa
nosehasa, 300r BHEroBe HENPEBUIMBOCTH j€ JIMPEKTHO BE3aHO 3a KOHIIEHT Y3POUHOCTH.

Heka je H ckym 3jiecHa HenpeKuHEX Moudukanumja (H; )-aanTapanux mporeca 06IuKa

Tana Baxxu cnepehn pesymrar.
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Teopema 2.2, ([45]) Hexkaje Hoo € Foo u G C F. Taoa je H < G; F; P ako u camo axo je
csaku (Hy)-aoaaiiupan (Gy)-mapitiunzaa u (JF;)-mapiiunzaa.
Jlokas: Hexaje HK G; F; P. Tanaje Hoo € Foo, G C Fu
sacBak0 A € Ho, P(A|G) = P(A|F).
Heka je 3a10BOLeHa IIPETIIOCTaBKA [la Cy eneMeHTH ckynma H obGnuka (2.1) (G;)-map-

THHTAJIH, TAJIa j&
M, = E(My|G)=EP(A[Hx)|G)=E(E(xa|Hx) | Gi)
= E(xal|G)=PA|G)=PA|F)=EXxal|lF)
= E(E(xa | He) | 1) = E(P(A| He) | i) = E(Ms | )
rjie je x4 mapukatop pyrkmmja ckyna A € (Hy ), Koja je u (Hoo )-MepibuBa, 11a je
Mt - E(Moo | -7:15)

IIITO 3HAYH JIa CY CBH eJICMEeHTH cKyma H (F;)-MapTHHIaIm.

OGpHyTO, HEKa cy cBH elieMenTH ckyna H (G;)-maprurrana a (F; )-Map THHTATH, WA

M, = E(Mx | F; Moo | Gr)
E(P(A|Hx) | F) = E(P(A|Hx)|G)

) = E(
) (
E(E(xa|Hoo) | Fi) = E(E(xa|He) [ G1)
) (
) (

|
&

E(xalF Xa | Gt)

P(A|G) = PA|F)

3a A € (Ho),a je, Takobe, 3aj0Bo/beHa ¥ fieunmuja y3pounocta, 1j. H K G; F; P.
CaimuaH pe3yJirar je jokasany [8], anu je ucKazaH y TepMAHAMA HEY3POUHOCTH.

Hocaemmma 2.1. ([45]) Hexa je G C F. Taoa je G |< G;F; P axo u camo axo je ceaxu
(Gi)-mapiuiunzan u (F;)-mapiiunzan.
Jloka3: OBa pono3uIHja je CIenujanan cyaj npetxopue Teopeme (ako je G = H). U

Kao cnemmjanan cnyuaj Mory ce nocmarparu ipoiec Mapkosa u Bunepos nporiec.

Jlema 2.3, ([41]) IIpouec X = {X;,t € I} je aipouyec Mapkosa y oOHocy Ha ¢uaiipayujy
F = {F,,t € I} na apociuiopy eeposaiunoha (2, F,F;, P) ako u camo ako je apouec X
Mapxkoecku iipouec (y oonocy na FX) u iipouec je coiicitieenu y3pox y oxeupy F y oonocy na
mepy P.

Jloka3s: Heka je X nponec Mapkosa y ofaocy Ha pwnrpanujy F, 1j. Heka je
P(AN B|X;) = P(A|X,)P(B|X;) (P —cn.)

3acakot € [, HekaBaxu A € (F), B € Fio0) = 0{X,, s > t}. Tajaje 3a cBako t u3a
cpako A € (FX)
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E(xa|lF) = E(xa|X:) (P —cn.).
Capa, w3 unmcrune 1a je FX C F, cienm
(A e FX), P(A|F) = P(A|FX) (P —cn),
Tj.
F*k F*.F;P.

JacHo je ma je X mponec Mapkosa (y ogaocy Ha FX).

JemrHOCTaBHO ce MOXKe YOURTH fia je OOpHYTO TBpheme TawHO.[]

Cneneha Jlema je cienmjanan cayuaj Jleme 2.3.

Jlema 2.4. ([41]) Bunepos apouec W = (Wy,t € I) na iipocitiopy eeposaitinoha ca ¢hua-
wpayujom (2, F, Fy, P) je coiiciusenu yspok y oksupy ¥ = {F;,t € I} y oonocy na
geposaitinohy P.

Ha 0cHOBY IIPETXOJTHIX pPe3yaTaTa MOXe Ce 3aKJbYUUTH J1a IPOIEC KOJH j€ COIICTBEHH y3POK
jecTe KOMIITIETHO OIIMCaH CBOjUM TTOHAIIAK-EM Y OJ[HOCY Ha CBOJY IIPHPOJIHY puTpanyjy.

Takobe, KOHIENT y3pOUHOCTH Ce MOXKE IOBE3aTH M ca BehoM Kiacom Imporeca, Kia-
coM JioKamHux Maprunraiga. Heka je G ckyn 3jecHa Henpekmiaux Mopuduranuja (G, )-
aJlallTUpaHuX Ipoleca 00IuKa

Taya Baxu cnepiehu pesyarar.

Teopema 2.3. ([45]) Csaku (G;)-roxaran mapiiunzaa je u (F;)-10Karan mMapiiunzan ako u
camo axo je G coticiisenu yspok y oksupy ¥, iij. axo G K G; F; P saxcu.

Toka3: Heka je caku (G;)-0Kajnan MapTiHran ucroBpemMeno u (JF;)-JIoKajaH MapTHHTAJL.
Taya To TBpheme Baxu 3a cBakKu MapTUHTal (jep je CBaKM MapTHHIAJ 1 JIOKAJIaH MAPTHHTAN).
(G)-mapruaran N; je oGnka

N, = E(N« | G) (23)

¥ Ha OCHOBY IIPETIOCTABKe TO je 1 (F;)-MapTurrai. [lakmne, Baxu
Ny = E(Ny | i) = E(N | G) 3acBaku (G;)-mapraaran N;, wiu

sacBak0 A € (G) P(A| F) = P(A|G),
¥ Ha OCHOBY jicurmmmje y3pournoct je G K G; F; P.

O6puyto, Heka Baxkun G K G; F; P, wnn Heka je 3a cBako A € (G ) 3a[0BOILEHO
P(A[G) = P(A]F),

¥ Heka je nponec Ny o6muka (2.2) u (G;)-nokanan Mapruarai. Tajia OCTOjH HA3 BpEMEHa
saycraBbama {1, } y ogrocy Ha unrpanujy G 3a kojy je {Niar, } Bus (G;)-Maprunrana.
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Tajia wa ocaoBy Teopeme 3y [2] uu3 BpemeHna 3aycrasbamwa {1, } y ognocy Ha G je Hu3
BpPEMEHA 3aycTaBibara 1y offaocy Ha dunrpanujy F. Ha ocoy nocnemuue (c.1) y 2], T je
BpEME 3ayCTaB/bama y ofiHocy Ha dunrpanyjy (G;) ako u caMo ako je TO BpeMe 3aycTaBibaka
y onsocy Ha unrpamjy (F;) u Gr = Fr N Goo. Taja je 3a cBako n

E(Noo | -7:1:/\Tn) = E(P(A | goo) | -E/\Tn) E(E(lA ‘ QOO) | -7:1:/\Tn)

B [ E(l4 | FinGy), t<T,
E(]'A | gt)7 t<Tn _
L BA G, $5 7 =Pl Gun)
= E(E(lA | goo) | gt/\Tn) = E(Noo | gt/\Tn) = Nt/\Tna
e je A (Goo)-mepibuB fiorabaj. [ponecu { Niar, } koju cy (G;)-Maprunranu cy rakobhe u

(F:)-maprunranu a um3 {1, } je Hu3 BpemeHa 3aycraBibama y ofgHocy Ha F, ma je IV; nporec
koju je (F;)-nokanan MapTHHIa, TIC je

N,=PA|F), t<T,
Nt/\T:P(A’]:tAT>:{ NtT:P((AH}E;) t>T. -

JennocraBHO ce okasyje cienehe TBpheme.

Iponosunuja 2.2. ([45]) U3z peaayuje G < G; F; P caeou E(Ny | Fy) = E(N; | Goo)-

Tokas: U3 ycnosa G K G; F; P Baxu ia je

E(N | F) = E(PA|F)|F)=EENXa|F) | F) = E(xal F)
= P(A[F)=PA[G)=E(XalG)=EXalFiNGx)
E(E(xa | Fi) | Goo) = E(P(A| F1) | Go) = E(N; | Goo).T

KonmenT y3pounocT# ce MOXe NPAMEHHTH W Ha CEMUMAapTHHTANE, MITO je MOKa3aHO
caejiehom TeopeMom.

Teopema 2.4. ([45]) Csaku (G;)-cemumapiviunzan je (F;)-cemumapiiunzan ako u camo axKo
savu G K G; F; P.

Jloka3: Caky ceMIMapTHHIAJ, K0 LITO j€ II03HATO, CE MOXKE IIPEJICTaBUTH KA0 CyMa JIOKATHOT
MapTHHTAJa 1 IpoTieca KOHATHE Bapujaije (IeKOMIIO3HIja CCMAMAPTHHTANA).

Ha ocnory Teopeme 2.3 €BOjCTBO JIOKATHE MAPTUHTATHOCTH CE UyBa Y3 IOMOh KOHIIENTA
Y3POUYHOCTH, YaK 1 Kajla o-anreOpa uH(opMaIuja pacre.

Bapwujanmonn nponec Var(A;) ox nponeca A, je nedpunncan ca

Var(A) = lim Y A(izl>—A(%>‘.

n—00
0<i<nt
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Kako je A; npouec konaune Bapujauuje Var(A;) je cKopo u3BeCHO KOHauaH, 3a CKOPO CBAKO
t u pacryhn y ojrocy ua 06e dpunrpanuje (G;) u (F), cnepu a je Var(A;) nporec Konause
Bapujanmje y ogrocy Ha punrpamujy (F;). Hakne, Z; je (F;)-ceMAMapTHHTAI.

OOGpHyTO, HeKa je cBaku (G )-ceMAMapTHHTAI MCTOBPeMEHO 1 (F; )-cemumaprunral. Taja
je
Zy = M;+ A;, 3acBakot € [

u M, je moKanaH MapTHHTaJ y ofiHocy Ha punrpanmje (G;) u (F;). Ha ocroBy Teopeme 2.3 je
3ajioBosheHa y3pouroct G K G; F; P, ma tepheme axkun.[]

KOHIIGHT Y3POUHOCTH €€ MOXKE IPUMCHUTHU 1 Ha KBA3N-MAPTHUHTAJIC.

KBazu-MapTuHran uMa jeuHcTBeny aekommosunujy Y = M + A, tie je M noxkanan
MapTHHTaT @ A je TpefBUIUB MPOIlec ca TPajeKTophjaMa Koje Cy JOKATHO HHTETrpabuiIHe
Bapujarnmje u Ag = 0.

Iponosunuja2.3. ([45]) Ceaku (G,)-keasu-mapiuiunzan je (Fy)-K6a3u-mapiiunza ako u camo
arko je G K G;F; P.

Hloxka3: Tphemwe cnepu jupexTHO 13 Teopeme 2.4 3a ceMUMapTUHIAJIE JEP j€ CBaKU OTPAHUUCH
CEMIMAapTHUHTAN IOKAJTaH KBAa3M-MapPTHHTAJL, MITO je yCTBAPH KBa3Hu-MapTHHTram.[]

Ako je 3azioBosbena penamuja G |< G; F; P u ako je T BpeMme 3aycraBibama y OJHOCY Ha
¢unrpanmjy F, raja na ocaosy Teopeme 3. wnocnepue (c.1)y [2], T je Bpeme 3aycraribarma
'y onHocy Ha puirpammjy G u purrpangje (Fr) 1 (Goo) CY YCTOBHO HE3aBHCHE Y OJTHOCY Ha
(Gr) (Gr = Fr N Gy) nmm

Goo L Fr|Gr.

[Mocnenmba INHCHIIIA j¢ CKBUBAICHTHA Ca
G K GT7 FT
win 3a cBako A € (G, ) Baxu

P(A | Gr)=P(A| Fr).

Axo je X (B ® F)-mepsmus nporec (e je B Bopenosa o-anre6pa), Takas jia 3a CBaKO
BpeMe 3aycTaBbama 1y opHocy Ha punrpanyjy F je E[|Xp|lirco)] < 00, Taga nocroju
JEMMHCTBEH MpoTiec Y ca BpefHOCTIMA Y [? KOji ce Ha3WBa OMIMOHA IPOjeKIHja OTPAaHAIEHOT,
MEpILHBOT TIpoTieca X Tyie je

E[XTl(T<oo) | fT] = YTl(T<oo)7 P —cn

Heka Baxku G |[< G; F; P. Ounrnenno je tajga N, npornec Koju je (Goo )-MepIbuB 1 360T
y3pouHocTH BeroBa F-ommuona n G-ommmona npojekimja ce He MOTY Pa3iTiKOBATH Of] eTOBE
OIIMOHE MPOjeKIHMje Ha KOHCTaHTHO] hmnrpanujn (G ). Hakme, mokasan je cnenchu pesynrar.
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Mponosunuja 2.4, ([45]) Heka je M = {M;,t > 0} ynugpopmno unitiezpabunan (Fy)-
mapiiunzaau G K Gr; Fr, 20e je T epeme sayciiasmara y oonocy Ha puaiiipayujy F, wiaoa
8axcU

E(My | Fr) = E(Mr | Gs)-

Ipumep 2.1. ([45]) Jenan op HajupocTujux npumepa je kapa ce 'y [ocnemmm 2.1 y permanuju
G k G; F; P npernocrasu fia je G, = Fyar, i€ je T Bpeme 3aycraBibama y ofHocy Ha F', na
saxuF? K FT; F; P. Tapaje ceaku MapTuuran y oHocy Ha (Fia7) Takobe 1 (F; )-MapTHHran
1 00pHyTO. OUyBame CBOjCTBa MaPTHHTATHOCTH ITOBJIAYH /A je

Fr L F|Finr.

Hanme, kako cy Mmaprunranu o6auka (2.2) u3 penauuje yspounoctu F7 k< FT; F; P paxu
aje
Fr L F|Finr
W
sacBako A € (Fr) P(A| Fiar) = P(A| F).

OunrnenHo je

My = E(Mx | Finr) = E(P(A| Fr) | Finr) = E(E(xa | Fr) | Firr)
= E(xa | Firr) = P(A | Finr) = P(A| F) = E(xa | F)
= E(E(xa|Fr)| F) = E(My | F)

u M, je (F;)-MapTusran.

OGpHYTO, aKO je CBAKH €IeMEHT cKyla (2.2) MapTHHran y ofaocy Ha unrpanmgje (F;) u
(Finr), Tapaje

E(My | F
E(P(A| Fr) | F

) = FB(My ’ ]:t/\T)

)
E(E(xa | Fr) | F)

)

)

(
E(P(A | Fr) | Firr)
E(E(xa | Fr) | Firr)
(
(

E(XA ‘ Fi
P(A| F

|
&

XA ‘ Fint)
= P(A| Fiar) 3acBako A € (Fr),

na cneu ga Baxu FT K FT:F; P. O

2.3 Y3pOYHOCT H OPTOTOHATHOCT MAPTHHIAJIA

KoHnmenT opToroHaTHuX MapTHHTAIA CE MOXKE TIPAMEHATH Y TEOPH]jH TPTOBUHE aKIAjaMa 1
cnenchu pesynraT yrBphyje eKBUBATICHIHE]Y H3Mehy KOHIETITa Y3pOUHOCTH M JAKO OPTOTOHAT-
HUX MapTHHTANA.
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Teopema 2.5. ([64]) Hexa cy M u N o0sa nesasucna (F;)-mapiiunzana. Taoa cy onu jaxo
OPUOZOHAAHU AKO U CAMO AKO CY COUCIUBEHU Y3POUUL.

Tlokas: Heka cy M u N crporo oproronaind u uesasucuu (F;)-mapruarana. Tapa je M N
Takohe Mapturran. [puposna dunrpamnuja mapruarana M je (FM), mnponec M je mormyso
OIIMCaH CBOJUM IIOHAIIIAKEM Y OJJHOCY Ha IPUpOjiHy dunrpanujy. Tajga Baxu

E(My | Fi) = M,. (2.4)
C npyre crpane M; je MapTHHTan y OffHOCY Ha cBojy npuponHy dunrpauujy (F), na je
E(My | FM) = M,. (2.5)
Kopucrehu jenakoctu (2.4) u (2.5) nobuja ce
E(My | F)') = E(M. | ).
Tepheme Baxu 3a ceaku (F)-maprunrar,
VAe (FY) ExalF") = ElxalF),
VAe (FY) PA|FM) = PA|FR).

Tjie je X 4 mHgEKaTop (yEKimja norabaja A € (FM). Maxne, mapruaran M je concrBeHn
y3pok. Jloka3 j1a je maptunran /N CONCTBEHU y3POK j€ CIIMIaH.

OO0pHYyTO, 300T Y3pOUHOCTA
VAe (Fg) PAIFRY) = PA|FR),
VB e (Fy) PBIFR) = PB|F)
1 He3aBucHOCTH MapTunTana M u N je

M;N, = P(A| FMYP(B | F) = P(A | F,)P(B | F;) = P(AB | F).

W3 npeTxofHOT pe3yaTara cieiu

E(MuNu | F) = E(P(A|FXP(B|FY) | F)
= E(E(xa| FX)| F)E(E(xs | FY) | F)
= Exa| F¥nF)Exs | FYnF)
= E(xa| FM)E(xp | FY) = P(A| FM)P(B | FY)
= M,N,.

Haxme, M N je maptuaran u M u N cy jako OpTOTOHATTHA MapTHHTaH. []

Maprurran M je jako OpPTOTOHANaH y OHOCY Ha caMor cebe ako je M? mapruHran.
Cnenehn pe3ynraT oBe3yje OBO CBOJCTBO €a KOHIEITOM Y3POUHOCTH.

Cras 2.1. ([64]) Heiipexuoan mapitiunzaa M je jako opitioZonanan Ha camoz cebe ako u camo
ako je coiicitieenu y3pox y okeupy F, itij. axo eawu FM < FM: F; P,
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Joxka3: [Toka3s cnepu iupextHo u3 Teopeme 2.5.0

[TpeTxomHu pe3yaTaT O eKBUBAJICHIUJH N3MeEhy OPTOTOHATHOCTH M Y3POUHOCTH CE MOXKE
IPOLIUTH U HA IUPY KJIacy Ipolieca, Ha IOKalIHe MapTUHIalIe.

Teopema2.6. ([64]) Hexacy M u N ne3a8UcHUAOKAAHUMAPTAUHZAAU Y OOHOCY HA PUATADALU]Y
(Fi). Taoa cy M u N opitiozZonaanu ako u camo ako je c8axu 00 HUX COUCII8EHIL Y3POK Y
oxeupy F.

Hoka3: Heka cy, mo npernocrasimy M n N OpTOTOHATHY W HE3aBUCHH JIOKAJTHA MapP THHT A
[Mponecu M u N cy MapTuHrany, (jep je CBAKA MApTHHTAN JIOKATaH MapTHHT A, Al OOPHYTO
TBphewme HUje TauHo) W Ha OcHOBY Teopeme 2.5, m3 opToroHamtHocTs cnefu a cy M u N
corcTBeH y3poim y oksupy F.

OO6puyTO, ToKanHu Maptunranu M u N cy concrenu y3poru y oksupy F, na Baxxu

VA€ () PA|FY) = PA|FR) (26)
VA€ (Fy) PAIFR) = PA|FR) 27)

Heka je {7, } uu3 Bpemena 3aycrasibama 3a koje ¢y { Mz, } u { Ny, } 3081 MapTu-
Hraa y ojsocy Ha (). 360r npernocraBbeHe He3aBucHocTd, peranuja (2.6) u (2.7) je

E((MN) | Fint,) = E(MwoNe | Finr,) = E(P(A| F)P(B | F) | Finr,)
= E(P(A|F")PB|F")| Fur,)
= E(E(xa| FNENXs | FY) | Firr,)
= E(xa-xs | Finr,) = E(xa | Finr,)E(x5 | Firt,)
= Mt/\TnNt/\Tn = (MN)t/\Tn

sacpakon = 1,2,.... Hu3 {( M N)ur, } je Hu3 MapTurrana, na je M N noKajgaH MapTHHT AT
1 Ha ocHOBY [lecpunnimje 2.4, nponecu M u N cy OproroHansu J0KanHu MapTuHrany. [

Cras 2.2. ([64]) Heiipexuoan aokanan mapiiunzaa M je opitiozonanan na camoz cebe axko u
camo axo je coiiciuisenu yapok y okeupy F, uau FM¥ < FM: F; P

Jloxka3: [Toka3 qupextHO cneu u3 Teopeme 2.6. L]

CnejichaTeopema Baxu 3a cBa BpeMeHa 3aycraBibamba S, 1 M 110BE3yje 3ayCTaBbeH JIOKaIaH
MapTHHTAN ca KOHIETITOM y3POYHOCTH.

Jlema 2.5. ([64]) Hexa cy M u N He3a8uCHU A0KAAHU MADTUHZAAU KOJU CY U COUCTIBEHL
yapouyu. 3a cea eemena 3ayciiasmarba S, T 3ayciiaswenu sokaanu mapiiunzaau Mg u Nt cy
OpUO20HAAHU.

Jloka3: OumrneHo je JOBOLHO JloKazaTh TBpheme 3a T = oo. Heka je {T,,} nu3 Bpemena
3aycTaBibama, TakBuX jia ¢y { Minr, } u { Niar, } Huson Mmaprunrana. Kopucrehu Teopemy
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2.6, cnepu piaje { (M N)¢pr, } uu3 maprunrana. Tajia 3a cBako Bpeme 3aycrabibata 1 je

E((MsN)g")

E(MghpNg") = E(MghpNg* + MghyNghp — Mg p Ngi )
= E((MN)§g) + E(Mgz(NE" — N§i )
= BE(MoNo) + E(Mg: o (N — N&" ) ts<ry)
= BE(MyNy) + E(M{ Iis<ry(Ng* — N (s<ry)
( E(
(

|
&

_|_
MyNp) + E(M{" [iscmy E(NEF — Nt | Fs))

E(MyNy)

IIpeMa TeOPEMH OIIEOHOT 3aycTaBbama. Ha ocaosy Jleme 1.44 u3 [19] (Mg N) je Maprurramn
3a cBako n. [

Ipumep 2.2. ([64]) Heka je 7 IToaconos mpomec u Heka je {7, } Hu3 BpeMeHa 3aycraBihama
Koju ommcyje ckokoBe. Heka je {,,} HU3 HE3aBUCHNUX M MJICHTHYHO PACIOJICIHCHAX CIIyUajHO
IPOMEHILUBHX KOje ¢y Hesasucue off {1, }. Axkoje E(&,) = 03a cBako n Tajia je jeIMHCTBCH
[Toaconos nponec o6anKa

M(t) =) &ax(mn < 1)
MapTuHran. Axo je {7, } cimyan Hu3 Tajia je mponec

N(t) = ZUHX(TH < t)

takohe MapruHranr. Ako cy Hu3oBu {{,} w {n,} HesaBucuu w Baxu (, = &,7, Taja je
E((.) = Emué&n) = Emn)E(&,) = 0. 360r tora cy M w N He3aBUCHA W HA OCHOBY
Teopeme 4.1 u3 [41] u Teopeme 3 u3 [2], M (t) u N(t) cy concTBeHn y3pony U HE3aBUCH.
Takobe, jenmucrsen [Toacosos mporec

MN(#) =" &mx(Tn < t) =Y Gx(T, < 1)

je maprunran na cy M u N oproronanam.[]

2.4 Y3pOYHOCT W CTAOWIHH OTHPOCTOPH

Heka je (2, F, F;, P) npocrop Beposaraoha ca dpunrpanujom, e je (F;) dpunrpanmja
KOja je 3jIecHa HempeKuwHa i KomiwieTHa. Heka je M mpoctop 3j1ecHa HeNPEKMJIHAX, YHA-
dopmuo nTerpabmwtHnx (F;, P)-Mapruarana ca ceMuaopMoM || (V)| a1 = || Noo|| 1 mHEKa jE
HP, (p € [1,00)) ckynmaprunrana N; € M koju3agosomasajy | Vi[5, = E(sup, | N:|P) <
0.

Heka je G ckym 37iecHa HenpeKugaux Momudukanuja maptuarana Ny = P(A | G;) tie je
A € (G), 00muka (2.2), 1j.

G={Ni=(P(A|G)) A€ (Gx)}- (28)
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Teopema 2.7. ([44]) Heka je 3a006omen yeaos G < G; F; P. Ako je K; opiioZonanan na G
3a ceako K; € M imaoa je Ky opitiozonanan na stable(G).

Jlokas: Heka je ca ) o3HaueH ckynm cux (JF;)-MapTHHTaTa KOjH Cy OPTOTOHANHEA Ha K.
Hapasno, G C ) ma tpe6a okasatu ia je ) crabmnan normpoctop of (F;).

[Torpocrop ) je 3aTBOPEH y OJHOCY Ha BpeMe 3aycTaB/bama. AKo je N, = P(A |
Gi), A € (G ) 3necna Henpekupian (F; )-MapTHHTAN, la OH ce JI0Ka3alo jia je MOTIpocTop )
3aTBOPEH y OJIHOCY Ha BPEME 3aycTaBlbama IOTPEOHO je 1oKa3aTh fia je mponec N7 = Ninp
3jecHa Henpekuyan (F;)-mapruaran. JacHo je ja je N7 3pecna Henpekujan. Haume, axo je
nponec N agantupan u cadlag u ako je 7' Bpeme 3aycTaBlbarba, Taja je Iporec

N/ = Nrpy = Nilgery + Nrlgsmy
rakohe ajjanrrupan. [lame, Ha ocHoBy Teopeme 2,16y [51] ([Iy6osa ommona reopema) je

Ninr = E(Np | Finr) = E(Nplirey + Nrlirsy | Finr)
= Nrlipey + E(Nrlrsey | Finr) = Nolirey + E(Nr | Fi)lirsgy-

3aro je
Nrae = Nelgreyy + E(Np | Fo)lyrsy = E(Nr | F),

jepje Nrlir<yy nponeckojuje (F)-mepmus. 3atoje N7 (F;)-maprunran na ocroBy Teopeme
213y [51].

AKo je K; MapTHHTaJI KOjH je OpTOroHanaH Ha /V;, noTpe6GHo je mokas3aru a he /; 6urn
OpTOrOHAJAH U Ha 3aycTaBibeH nporec N7 = Ny,p. Hamme, morpe6Ho je ga mponec N7 K
Oyie TOKalaH MapTHHTAI.

E(NyoKs | F) = E(KoN'|F) = E(KxP(A|Gru) | F)
= E(KoP(A| Frn) | Fi) = E(Keo | F)E(E(La | Frae) | Fi)
E(la|F) t<T

= KtE(1A|E/\Tmft):Kt.{E(lAl}-t/\T) <t

N Ny t<T . p
B Kt'{NT Tt RN

Y nperxopHuM jepHakoctuma je kopuithena penamuja y3pourocru G |< G; F; P, koja no-
npasymena fia je 3a ceako A € (Go) 3a10BOILEHO

P<A’gt):P(A|~7:t);

kao u Teopema 1.26 y k0joj je nokasaua exsupancuimja G K G; F; P <— G kK Gr;Fp; P.
Hakne, NTK je mapTuHran, caMuMm TiM H JoKanan Maprunran, a N7 u K cy mebycoGHO
OPTOTOHATHA MapTHHTAITH.

[Torpe6Ho je jommfokasaru ia je ) crabmwian nornpocrop. Hekaje { N, } € ) musnporeca
Koju KouBeprupa ka N, y oksupy (F). Hekaje K; € M. Tagaje N K MapTHHran 3a cBako



I''TABA 2. Y3POYHOCT U TEOPUJA MAPTHUHI'AJIA 43

n,naje E((N,K)(T)) = 03acBako Bpeme 3aycrabbama 1. Heka je k < 0o ropma rpanuiia
3a K.

[E(NK)(T))| = |E((NaoK(T)) = E(NK)(T))]
< B(|[(Nw = N)E)D)|) < k- E(|(Noo — N,)))
< kB (vINoo = NaJ(0)) < k- [[Now = Nal| = 0.

Makse, Noo K je rakobe maprunran. Takobe, stable(G) =Y = {K € F, : N L K}je
sarBopen y (F3). O

3a ucnymcme yenora stable(H) = HP, moTpeGHO je ¥ JIOBOJLHO [1a j¢ CBAKA OTPAHHUCH
MapTHHIa] KOjH je oproronaiad Ha H jequaxk mya (suan [4]). Heka je ckyn H o6mmka (2.1)

Tj.
H ={M; = (P(A|H,)) [ A€ (Ho)}- (29)

Heka je P ckyn cBux BepoBaTHOA () KOje €y allcOMYTHO HEMPEKMTHE Y offHOCY Ha P (() <
P) u xoje 3a10BObaBajy:

(al) Q = Pua (%),

(a.2) cBaku cnement ckyna H je (Fy, (Q)-MapTHHTaL.

TpeOa HaMOMEHYTH U TO JIa IPYTH YCIIOB HE OM MMA0 HUKAKAaB 3HAUaj aKO CE 3a BEpOBATHOhY
() He MPETIIOCTABH JIa j alICONYTHO HENPEKMUIHA Y OJJHOCY Ha BepoBaTHOhy F.

Hanwme, Baxku cneficha Teopema.

Teopema 2.8. ([44]) Heka je H aodmiipocitiop 00 H?, 1 < p < oo, wwiaxo daje 1l € H. Taoa je
stable(H) = H? axo u camo axo je H K H; F; P.

Jokas: Hexka je, Ha ocHoBy mpernocraske 3amoBosber yenos H |[< H; F; P u ueka nocroju
BepoBaTHOha () € P* Koja je ancolyTHO HEMPEKMIHA Y OIHOCY Ha BepoBaTHOhy P m Koja
3aj10BoJhaBa ycrose (a.1) m (a.2). Tana je na ocroBy Teopeme 1.21 3aoBomeno H < H; F; Q).
H je ckyn (F;, P)-mapruurana u na ocnoBy Teopeme 1.25 (sexkaje G, = Hy, F;, = F;) ciepu
na je P exkcrpemua Tauka ckyna P* koju je ckyn Beposaraoha jedpunucannx Ha (Hoo). a
6u ce rokasana jequakoct stable(H) = HP moTpeGHO je 1 JIOBOJLHO J1a j¢ CBAKA OTPAHHUCH
MapTHHTAl KOjH j¢ OpTOroHanaH Ha [ jefHak Hynu. Axo je PP ekcTpeMHa Mepa, Taja je

d
P=Qrmeje Lo, = d—g =1ul, = E(Ls | 7t) = 1. Takobe je Ly = 1, na ocHOBY
npernocraske (a.1) u (a.2). Tapa je Ly — Ly orpaniyeH MapTHHTaI KOjH j¢ OPTOTOHAIAH Ha

HulL,— Ly =1-—1=0,1akne MapTUHran je jefHaK Hynu 1a je stable( H) = HP.

OGpHuyTo, Heka je stable(H) = HP, tajja cBU OTPaHMYCHA MAPTHHT A KOJH CY OPTOTO-
wannu Ha H cy jepnakn aymu. Hekaje Ly = E(Ly, | ), tie je Ly — Lo = 0, a MapTHETan
Ly — Lo je oproronanad Ha /1. Heka je

L— (dQ rﬂ)
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i€ je Loo MepmmuBo y opnocy Ha (Hoo) u My = P(A | H;) € H. Beposarnohe P, Q € P*,
a Ha OCHOBY NPETNIOCTABKE, eneMenTa ckyna H cy (F;, P)-maprudrand u Ha OCHOBY (a.2) cBH
caementr ckyna H cy ucroBpeMeHo u (Fy, ())-MapTuHraim, na je

EQ(MOO | ft) M = EP(Moo ’ ]:t)
EQ(P(A|Hx) [ F) = Ep(P(A|Hx) | F)
Eq(xa | Ft) = Ep(xalF)
QA|F) = PA|FR)

IJle e KOPUCTH YHE-CHUIA 1A j€ X 4, AHIEKaTop (yHKIEja cKyla A, Koja je (Hso )-MepibuBa I1a
je P excrpemHa Tauka ckyna cBux BepoBaTHoha P*. Ha ocHoBy Teopeme 1.25 cnenu ia je

Hk H; F; PO

Mocnepuna 2.2, ([44]) Heka cy cxyiiosu G u H aotmipociiopu 00 HP. Taoaje G K G; F; P
uH k H; F; P ako u camo ako je

stable(G) = stable(H).

Jloka3s: JToka3 qupekTHO e Ha ocHoBy Teopeme 2.8. U3 yenosa G |[< G; F; Pu H|<
H; F; P una ocrosy Teopeme 2.8 cienm 1a je stable(G) = HP u stable(H) = HP,naje

stable(G) = H? = stable(H).O

Ha ocroBy Teopeme 2.7 cnepu f1a je
sacBako Kr € M K, 1 G = K, L stable(G). (2.10)

Pasor 360r kora je penanmja (2.10) uarepecanTHa je omucan y [16]. IIpso, To moBesyje
KOHIIENT CTaOMIHAX MOTIPOCTOPA 3a Pa3NuIATe BPeTHOCTH Opoja p (KopucTehn jiyarHoct
usmeby pu g, 1. zla + % =1p#1)

Yenos (2.10) moBe3yje eKCTpeManTHOCT Mepe ca KOHIEenToM y3pourocTa. Heka je Fo (0-1)
o-anreOpa, Tajia je P ekcTpeMHa Mepa Ha cKylly P* Koju 03HauaBa CKyIl Mepa y OJHOCY Ha
Koje cy eneMenTH ckyna G JIoKajaHu MapTHHIa/li ako 1 caMo ako je H' = stable; (G U {1})
(Buiern Teopemy 11.2'y [16]). Axko je () mepa u3 ckyna P* Koja je arcoayTHO HCIPEKHJIHA Y
onHocy Ha P, onpia yeos oproronanuoctu (2.10) (re je Noo = dQ/dP) jecte cKBUBaNCHTaH

ca
RQeP,QKP=Q=P.

HpyruM peunma eneMenTH ckyna stable; (G) ocrajy MapTHHIAIE Y OIHOCY Ha GHIIO KOjy
Mepy @ < P,mazaVA € (Gy) Bakun Q(A | Fy) = P(A | ;). HaocroBy Teopeme 12.21 y
[16], (2.10) ce MOXKe IPUMEHUTH X Ha MAPTHHIATHE IPOOIIEME.

Hamomena 2.1. Ako ckyn BepoBaTHOha P* cajipku caMo jefian jeuHu ¢IeMeHT P, oBa
BepOBaTHOKA je €KCTpeMHA W TeopeMa ce MOXe MpUMeHUTH. HawmMme, oBa TpUBHjaTHOCT je
(yHTaMeHTaTHA Y IPIMECHAMA.
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[Tocnepuna 2.2 ce MOXe HIPUMEHUTU HA EKCTPEMHA peryiapHa ciala pelieha croxacru-
ukpX JuepeHIMjaTHuX jefHaunHa. AKO ce mpernocrasu jia je (Fo) KomiuieTna u fia je H
CKyII 3716CHA HenpekntHiX Mojndukarmja mapriarana P(A | FX7)3a A € (FX7), ragana
ocroBy unmscHmne (G;) = (F7) ycnos (2.10) mopnavn NocTojame eKCTPEMHOT, PETYIaPHOT
pelickha 3a Koje Baxu

stable,(G) = stable,(H), (p > 1)

e je stable, HajMamu crabunan norupocrop of HP.

Ipumep 2.3. ([44]) Axo je T BpeMe 3aycTaBbama cieficha reKoMno3uuja faje Bpio TpUBH-
jaJlaH IpUMEp apoBa OPTOTOHAHUX CTAOMIIHUX TIOTIIPOCTOPA

X=X"+(X-XT)

KOja ofiroBapa cTa0MIHIM MOTIIPOCTOPAMA CBUX MApPTHHIAJIa 3ayCTaB/LEHUX Y TPEHYTKY 1' 1
MapTHHrana Koju Cy jejiHaku nyjiu va uarepsany [0, 7'].00

Ipumep 2.4. ([44]) Heka je T' > 0 mpom3BoJLHO BpeMe 3aycTaBhama. MoXKe ce I0Ka3aTH j1a
je mpornec o6mmka X' = Aly>7y yHudOpMHO HHTETPAOHIaH MAPTHHTAN aKO H CaMO aKo je
A€ Li(Fr)uE(A | Fr_) = 0. Hanme, kania A nponasu kpo3 ckyn Ly (Fr) @ Lo (Fr_), X4
IPOJNa3y Kpo3 cTabmIaH HOTIPOCTOP MApTHHTANA KOJU CY 3ayCTaB/bEHA Y TPEHYTKY 1’ ¥ KOji
cy jemuaku Hymu Ha uHTepsany [0, 7). JemHOCTaBHO ce MOKa3syje fla ce Taj MOTIPOCTOP ca-
cToju Off MapTuHraia Y 3a Koje je mpomec Y (Fp_)-MepmuB. Onrosapajyha oproromansa
nekommnosunmjaje Y = Z + W, rueje

Zt — (YT - E(YT ‘ f‘T—))l{tET}a Wt - }/;5 — ZtD



I'nmaBa 3

Y3pOYHOCT M CTOXACTHYKE Tu(pepeHnujaine
jenHaunHe

U3pa3s croxactuuka qudepeHnujaita jefHaunta, npsu yopqu Beprmrramn (S Bernstein)
(1934,1938) npu mpoyuaBan,y Hr3a MapKOBCKEX JTaHana. Hesasucro o Mtoa, ['uxman (1.1.Gi-
hman) (1947,1950) pa3Buja Teopujy croxacruukux jAuepeHIMjaIHuX jeHaunna, jiajyhu u
pe3yaraTe 0 er3UCTEHI]H, jeIMHCTBEHOCTH U II0UETHUM ycnoBuma. [laHacje, Mehyrum, omre
npuxsahex Mo npucryn oBoj npoOieMaTuiy, HacTao u3 iepuHUIM]e CayuajHOT HHTErpaia
cnyuajue yHkimje ca BunepoBum mpormecom.

Op npBux pajioBa toa m ['mxmaHa nHTEpEC 32 MATEMATHUKY TEOPH]Y CTOXACTUUKMX JH-
(epennmjanHux jeHaunHa 010 je orpomMad. OBaj KOHIENT, 300T CBOj¢ MHTYUTHBHE IIPUPOJIC,
TOXMBIbaBa HAPOUUTY NPUMEHY Y TEOPHjH CTAOMIHOCTH, CTOXACTHIKO] KOHTPOJH, TEOPUjA
Arapa, MaTeMaTUIKOj €EKOHOMH]JH, MATEMAaTHUKO] OMONOTHj! U reHeTui. ONImMpHHje O CTo-
XaCTHUKUM JInpEPCHIMjATHIM jejIHauMHaMa ce Moxke Hahm y mareparypu [1, 22, 25, 51, 61].

3.1 Y3pouHnocT u cliada pelema CTOXaCTHYKNX
nu(pepennjaJHIX jeHAYNHA

Heka je ata croxactuuka qudepeHIujaiia je/IHaunHa
t
X = K; —|—/ us(X)dZ (3.1)
0

tneje Z = {Z;,t € 1} m-mumensuonanan cemamaptuaran, X = {X;,t € I} d-mumensnona-
Jtan nporiec pemema, K = { K, t € I} d-mumen3nonaian nporec Koju npejicTaBba 0UeTHY
BPE/IHOCT W UHMj€ CYy TPAjeKTOPHje HENPEKWIHE 3]IECHA M MMAjy TPAHWUHY BPEHOCT CIEBa,
koedumujent uy (X ) je d X m-TuMeH3HOHATaH IPEBUIUB IPOTEC KOjH 3aBUCH Off TPajeKTOpHja
nporeca X.

46
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Konnenr y3pounocru ce MOXe IIPUMEHUTH caMoO Ha ciaba peliewa, jep je KOj Crporux
pelea y3pouHocT Beh cajipxkaHa y jiepuHuImju.

Hexa je cBakoM cemumapTuHrany Z npujipyxeHa ciyuajHa mepa (0 Ha 74 X R™, nedn-
HICAHA Ca

M(W7 ) = Z I{AZS(W)¢0}8(51AZS(W))<.)7

s>0

a ca I HeKa je 03HaueHa HeHa JlyallHa IpeiBumBa npojeknmja (nata Teopemom 1.20), a To he
MOHOBO OWTH PEIBAIABA CyUajHa Mepa Ha R X R™.

Hexka je, tame, C' = {C"} npomnec nedunncan ca
CY = (M", M’)
KBaJ[paTHa KapaKTePUCTHKA JTOKATHOT MapTHHTana u3 iekommosummje (1.1).

ITo nepurmmmju, (A, C, v) je ToKaTHa KapaKTePUCTAKA ceMAMapTHHTana Z . {eduruncana
j€ 1o cKymoBa FP-Mepe Hyla i BaKu

(i) A je nponec u3 gekommosunmje (1.1), koju je (F)-npensmus, Ag = 0 # jecTe KOHaUHE
BapHjalije Ha CBAKOM KOHAYHOM HHTEPBAIY.

(ii) C je menpexmian, (F)-apantapan, Co = 0 n3a ceako s < t marpuma (Cf — C¥) je
CHMETPHYHO HEHETATHBHA.

(111) v je (F)-npensmusa Mepa.
Heka cy OcHOBHE KaHOHCKH TiporiecH iepunucann Ha cnejichn naunn (Buperu [17]).

KaHOHCKH npocTop nponeca Koju reHepuie jeHaunny
Hexka je (9, F, F;, P) npocrop BepoBaTHOha ca hrrrpaijom, Ha KoMe cy ieuHucann

- M-ITUMEH3MOHANAH ceMAMapTUHTal Z 1ie je Zy = 0, P-cKOpo U3BECHO.

- d-TMMeH3MOHAaH IPEIBAJINB, TIPOTIec /1, ca TpajeKTophjaMa Koje Cy 37IeCHA HeTPEKUJTHE
¥ IMajy TPaHAIHY BPEIHOCT CIIeBa, KOjH IIPEJICTaBiba MOUCTHY BPEHOCT (He MOpa OuT]
CeMAMAapTHUHTaN).

Tapaje

F=0{Zy,s>0} u ﬁzﬂa{Z},rés}jft:ftzéF:Fz,

s>t

(rre je F = {F}i=0). Taxobe, T je Bpene 3aycrasmarma y ofHocy Ha dpuntpangjy (F7).
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Kaunoncku npoctop npoueca pemema

Heka je (Q, F,F, }5) npocTop BepoBarHoha ca unrpamujom Ha Kome je fedunucan d-
TAMCH3MOHANaH Tporec peniema X . Taga je

F=0{X,s>0} u F={)o{X,r<0s},

s>t

j. F = jftff =F=F* (rnejeﬁ‘ = {ﬁt}t>0)-

3ajerHNYKH KAHOHCKH HPOCTOP

Heka je nepunucan npoussoy upocrop (2, F, Fy, P),tne je

Q=0xQ; F=FQF; E:ﬂ(fs®ﬁs)HF:{ft}t>0-

s>t

Taxobe, ce mocMmaTpajy 1 IpojeKTHBHA PECTNKaBama Koja cy ieprHucaHa

gb:Q—>Qca<,b(',d)):d),

@0 —Qcapl,d) =a.

Ca Z, K u X ce o3Hauagajy 1porecu Ha npoctopy {2 3a Koje je
p(2)=2; ¢(K) =K ; $(X) =X,

u T je Bpeme 3aycrabibama rjie je 3a10B0/beHo (1) = T. Taxobe, Baxu

~

G(F)=F=F? u ¢(F)=F =FX.

Ha oBom npocropy je edunucan koedumujent uq(X ) koju je (F)-IpeiBujiuB 1 OrPaHAICH
poIiec Ha mpocTopy 2.

[Tpobaemom ojipehuBama cnabux periera CroxacTuuKuxX AuEepeHIMjaTHIX e/ HaUMHA ca
cemmumapruHraanma Gaswn cy ce XKakop, Memun ([17, 18]), JTeGenes ([23, 24]) u ppyru.

Mebyrum, c1a60 peleme He Mopa YBEK ja noctoju Ha npocropy (§2, F, Fy, P), anu ako
¥ IIOCTOj ! OHJIa MOKE JIa 3aXTEBa HAMETAHE jaKuX yCiIoBa Ha Koeduujent 1y (X ). 360r Tora
j€ TIPUPOJIHO JIa ce MPOIIEC PelicHha KOHCTPYHIINE Ha JIPYTOM IIPOCTOPY, O MOTYRHOCTH Jia TO
OyJie POIIAPEH;¢ MOUYCTHOT pocTopa, Tj. Ha (2, F, F;, P).

Kakopgn Memun ([17, 18]) cy npoyuaBanu cr3uCTCHIM]Y U j¢/IMHCTBEHOCT PEIICH-A j¢/THA-
umHe (3.5) yBohemeM poImpea JaTor IpocTopa BepoBaTHoha. OHY Cy JOKA3aJIH fla Ha TaKO
M0OMjE€HOM IIPOCTOPY, MOCTOJ| Mepa 3a K0y MOCTOoju Iporec pemniewma X . Ty Mepy cy HazBanu
Mepa pellieHha, alli je Takobhe 1103HaTa 1 110 Ha3MBOM ¢1a00 pelleH:E.

Kaxkoy 1 MemuH cna6o pemese Aeuauity Ha crefichu HaumH.
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HMedunnnuja 3.1. ([18]) Caabo pewerve jeonawune (3.1) je seposaiinoha P na (2, F) koja
3a0080.ba84:

(i) ¢(P) =P,
(i1) Z je cemumapitiunzaa na (2, F, Fy, P),

(iii) axo je (A, C,v) aokaana kapaxitiepuciura 00 Z na apociiopy (2, F, F, P) onoa je

(o1 (A), o= 1(0), o\ (¥)) aokanna kapakitepucimiuka 00 Z na (Q, F, Fy, P),

(iv) 3a mepy P aociioju cadlag, (F)-adaiiimiupan ipoyec peutersa X Koju 3a00805a8a
jeonauuny (3.5).

Mepunnmjy cnabor pemera npsu yBogu [eaymamn (J. Pellaumail [33]). Ta pedunn-
umja je cmuna [Tedwummju 4.4, ann ue cajpsku yenos (ii1). (Yenow (i44) je gopar u3 cepehier
paziora: ako je Z Bunepos nporec Ha (2, F, F;, P) yenos (iii) o6e36ehyje na je Z Burepos
nporec 1 Ha mpocropy (2, F, Fi, P)).

JleGepen je (y [23]) renepanuszosao pesyarare u3 pajgosa [17, 18] u jokaszao erucreHnumjy
crabor periera (y jakoM CMECITY), 3a jeHaunne ommTaje of (3.1), Koje ykIbyuyjy u ClyuajHe
Mepe. OH je yBeO W HEIITO Apyrauujy neuHANm]y cnabor pelieckha I YTBPAHO YCIOBE 3a
PETYIapHOCT pEIiCHa.

JleGepes ([23]) nocMarpa cloXeHu]y jejiHAUnHY Ca MAPTHHTAIAMA U CITyYajHUM MepaMa:
X, =N+ fA+gM +hx (u° —v°) + h* p’. (3.2)

e je N d-iavensnoHanas, (.ﬁ)—nporpeanHo MepsbEB TIporiec, A je m-MMeH3HOHaTaH,
(F)-ajanrupas, HEIPEKUW/IaH poIeC IOKaTHO KoHaune Bapujanmje ca Ag = 0, M je m-
nuMeH3nonanan, nenpekuan (§2, F)-maprunran ca My = 0, p je cinyuajua Mepa 3a Kojy je
pd = Ijwp - pmp = p— p?, 10K je v meHa AyamHa TpeBUINBa NpoOjeKImja. f, g u h
cy (Fi)-upensuiuse 1 MepibuBe (QYHKIHjE, * O3HAUABA CTOXACTHUKHM MHTETPAJ y OJIHOCY Ha
CIyuajHe Mepe FeHepHcaHe ceMAMaPTHHIATAMAa Y CMICITY [24].

Jepmaunna (3.1) je cnenujanan cinyuaj jepuaunne (3.2). 3aucra, mocmartpajyhu IeKOMIO3u-
mmjy cemumaprunrana (1.1), noomja ce

t

t t
Xy = Kt—i—/gS(X)dZS:Kt—i—/gs(X)dA8+/gS(X)dMS
0

+/Ot ASI o, X) (4 — yc;)(ds,du) +/Ot /0u>1 oo (u, X ) (ds, du)

e je hs(u, X) = gs(X)udpy<1, ks(u, X) = gs(X)uly>1. JeGenes 3a jeqnaunny (3.2)
JIOJIA3H JIO CATMYHUX pe3ynarara kao 2Kakojp u Memus u yBojiu ciejchy nedununmjy.

NMedunnnuja 3.2. ([23]) Caabo pewerse jeonauune (3.2) je seposaiinoha P na (2, F) koja
3a0060.masa caeoehie ycaoae:

(i) Pl =P,
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(11) M je nokanan (Fy, P)-mapiiunzan u v je oyaana (F)-uipeosudusa P-tipojexyuja o0 f1,

(14i) 3a mepy P tiocitioju ipoyec pewersa na apocitiopy (2, F, Fy, P).
Bpiio yecro ce ymecTo yenosa (4i) 3axreBa jaun yCluoB

(i) caku maprunran na (€0, F, F;, P) je maprunran u na upocropy (€, F, Fy, P) unn je

P(di x d&) = P(d) - Q(i, di),

e je Q(w, d&) BeposarHoha Tpamsumuje ca mpocropa (€2, F) ma (€, F). Cra6o pememse
KOje 3aJ10B0JbaBa MOCTEHH YCIOB jecTe PEryAapHo Wik "BpJo o6po” pememe. (Q(w, dw)
je jemuHcTBeHO ofipehena dynkumja Ha € v Kako (unrpanyje urpajy GuTHy yaory, MOXEMO
3axTEBATH JIa j¢

sacsakot >0, A € F, Q(-, A) je (Q,F) — Mepmusa. (3.3)

Crnenehe TBphense fiaje Be3y m3ameby perymapHOr c1a0or peniemha i YCTOBHOT OUEKABamba.

Jlema 3.1. ([16]) Ako je P mepa pewersa onoa cy caedehiu ycaosu ekeusaneHitiHuL

(i) P 3adosomasa ycaos (3.3).
(i) (0, F,F, P, Z) 3a0060masa

saceaxoV € (FZ) E(V | F?) =BV | F). (3.4)

Ha ocuogy [ledpunummje 1.36 y3pounoctu, yciios (3.4) OUMIIe/IHO 3HAUH J1a j¢ £ COTICTBECHA
y3pok y okupy F my onHOCY Ha Mepy P.

Muknany je y [30] omucao ppyraumju upucryn pemasawy jepnaunse (3.1).  Ox je,
HAMMeE, MPOHAIIA0 YCIOBE 3a CI3UCTCHIU]Y PETYIapHOT peickha jejaaunne (3.1) y repMunmMa
y3pouHocTH Koju ce Hamehy Hanponec Y, = (74, K;). Mponec Y je (m+d)-nuvensuonanan,
Ijie cy IpBHX M (PECHEKTHBHO MOCTEBIX d) KOOpAMHATa ponieca Y ! yeTBapa KoopjiuHaTe
nporeca Z (pecir. mpomeca K).

HMedunnnuja 3.3. ([30]) Cryi objexainia (2, F,F;, P, X;,Y;) je pezyaaprno caabo pewerse
citioxaciuuuke ougpeperyujanne jeOHaqure (3.1) axo cy 3a0080.meHu caeoehiu ycaosu:

(1) p(A) = P{Z € A} iiokaaiia ce ca mepom na Gpociiiopy pyukuuja 20e Z y3uma
8peOHOCIIL,

(2) iipouec Y, je coiiciisenu yapox y okeupy F y oonocy na mepy P, itij.

saceaxo A € (FYL)) P(A|F)=PA|F,

(3) X;uY,' 3a0060masajy jeonaquny (3.1).
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3a cnabo peniete ce jieprHUIIE jeIMHCTBEHOCT U TO c1aba je/IMHCTBEHOCT 110 TPajeKTOpH-
jama, xao u ciada jeJIMHCTBEHOCT.

Medununuja3.4. ([18]) 3a caabo pewterve jeonauune (3.1) kaxce ce 0a je caabo jeOUHCTi8eHO {0
ipajexitiopujama, axo 3a cucitiem (Q, F, Fy, P,Y,'), koju 3a00eomasa ycaos (3.4), ilocitioju
Hajsuue jeOar Upouec peuiersa.

HMedunnnuja 3.5. ([30]) 3a caabo pewere ciioxacitiuuke Ougepenyujanre jeOHaqumHe Kaxce ce
oa je caabo jeOunciliseno axo 3a céaxo pewewe (2, F, Fy, P, X, Y,') e iocitioju mepa Q
na (FZX) koja ce pasaukyje 00 mepe P, na (FZX), mwako oaje (0, F2X, F/*,Q, X, Y}")
caabo peuterse jeOHaqune (3.1).

Er3ucrennmja oBako fpeduHAICAHOT CI1a00T peliemha CTOXaCTHIKE TUhEePCHITH]ATHE jeTHA-
umHe (3.1) 3aXTeBa HEKY BPCTY OTPaHAUCHOCTH KoeunujeHaTa. BehnHa KacHiHmx pe3yaTara
KOja ce THUE er3UCTCHIM]e pelickha jefHaunte (3.1), HajMame 3aXTeBa YCIOB OTPAHHICHOT
pacTa koeuIjeHaTa jefTHaunHeE 0 2-Y.

Teopema 3.1. ([18]) Caeodehe tipeitiiiocitiaske fiosaate ez3uciieHyujy Hajmarse jeOHOZ cAaboz
peuterva jeOnayune (3.1):

(1) koepuyujenii uy(X) je oZpanuuen,

(i) 3a ceako w € S, t > 0 Gpecaukasarve 0 — uy (W, w) je neipexuono Ha () (na kome je
OeuHuCana yHUpopmHa Woiosouja).

OBgaj pe3ynTar ce MOXe KOPUCTHTH ¥ 32 JJOKa3MBAH-C ET3UCTEHIH]€ CTPOTOT PEIICH:a je/[Ha-
umHe (3.1). AKO ce 3a cnmabo pelewe, Koje 3ajjoBosbaba yenobe Teopeme 3.1 flokaxe jia je
pEIIEH:E jOII 1 jeIMHCTBEHO 110 TPajeKTOpHjaMa, OH/Ia ET3UCTEHI]ja CTPOTOT pellIeHa Ce/Il Ha
ocuoBy ([17]).

N JleGenes ce GaBuO yTBphUBaWm-EM YCIOBa 3a €T3UCTCHIHU]Y cIabOr pelieHa, ald 3a
jemraunny (3.2), (Bugetn [24]). Mehyrum, mpumeroM Ha jepraumny (3.1), no6mja ce cneeha
TeopeMa.

Teopema 3.2. ([24]) Heka cy 3adoso.meni caedehu ycaosu:

(1) |g:A¢] + wp(g: My g)) < ¢ Z0e je ¢ lipedsudus tipoyec,

(ii) Dymuxyuja g;(X) je neiipexuona 3a ceaxo x* € RY, ckopo useecno y oOHocy na mepe
dP x |dAt’ udP x d<M>tH(lQ X R+.

Taoa iiocitioju caabo peuterve jeonavune (3.1) 3at € 1.
Ioka3 oBe Teopeme Moxe ce Hahmy ([24]).

HMpyru, cinabuju pe3y/araTy, BE3aHu 3a Cr3UCTCHIM]Y C1a0ux penictha jeHaunne (3.1) kao
 Be3e uzMebhy ersucrennyje cnabux u CTporux peliewmha Mory ce Hahu y pajjosuma JleGepena,
Kakoja, MemuHa u ipyrux.
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Croxacruuka judepeHnyjanta jejiHaunta oonmka

(3.5)

dXt = Ut(X)dZt
XO =x

npejicraBba cnenujanan cnyuaj jepnaunse (3.1) (kaga je X' = 0). Taga ce m meHO cnabo
pelembe MoXKe iepuHICATH Ha cirefichn HaumH.

HMedunnnuja 3.6. ([30]) Ckyii objexaiia (2, F,F;, P, Xy, Z;) je peZyaapHo caabo pewerve
ciioxaciiuyke ougpeperyujanne jeOnaqune (3.5) axo cy 3a0080.meru caeoekiu ycaosu:

(1) uz(A) = P(Z € A) ce iiokaaiia ca yHaiiped 00peheHoM MepOM HA TPOCTOpY
pyukyuja 20e Z y3uma 8peOHoCiU,

(2) cemumapiiunzan Z je couicitiseHu y3pok y oksupy F' y oonocy na mepy P uau

F” K F?;F; P.

(3) dpouecu X u Z 3a0060.masajy jeOHaquny (3.5).

3.2 Y3pouHoCT U cl1ada pelemha y ONIITeM CIIy4ajy

Heka je jata croxactinuka udepeHimjansa jefiHaunHa

{ dX, = a,(X)dt + b, (X)dZ,

%o (3.6)

e je a;(X) (F)-apanrupan y3pounn dpyrkiuonan (Kornent je u3 [31]), koedumujenr by (X )
je mpeBuuB y3pounn pyrkuuonan u nponec Z = {Z;, t € [0,4+00)} je m-1uMeH3HOHATaH
cemumaptunran (Zy = 0).

Hedunnnuja perynrapHor caador penieka 3a OBY CTOXaCTHIKY AU ePEHINjaTHy je/THAUMHY
TeHEpUCaHy CCMUMApPTHHTAINMA ce He MoXke Hahm y mureparypu. Mebyram, nonazehn of
c1abor pelewa jenaaunde (3.5) (OHa je cnenujainu caydaj jefHaunne (3.0)) 1 HaMeTambeM
HOBHX YCJIOBa Ha KoedHUIUjeHTe, MOXE ce JIoKa3aThu cieficha TeopeMa Koja mokasyje jia
jemuaunHa (3.6) MMa HajMarbe jeJTHO peIIeHhe.

Teopema 3.3. Heka jeonauuna (3.5) uma pezyaapHo caabo pewewe. Taoa, 3a céaku koegu-
yujeniti by(X) koju 3a0osomasa ycaoee Teopeme 3.1, jeOnauuna (3.6) iwiakobe uma caa6o
peuierbe.

Jloka3: Heka je 1aT0 OHjeKTHBHO, MEPJHUBO TpecinkaBame ¢ : ) — (2 medpunncano ca
Y(w,w) = (w,w) mejew (t) = w(t) — ar(w, w). Heka koeduuujenr b 3a10B0/baBa yCIoBe
Teopewme 3.1 u Heka je

V=boy™ = ¢ (b) =b Vet =b
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Zopy=27Z=(2)=y"Y2)=Z.

C o63upom ia je by (X)) nponec koju je (F;)-agaurupan ounrseuo je 1 (F;) = = F) = Fi.
[porecn a;(X) n by (X)) cy nedpunncanm na npocropy §2.

Heka je b npyru (F;)-npeiBujius mpoiec Ha Ipoctopy §2, Koju 3aj0Boibasa ycnose Teope-
me 3.1. Ha ocHoBy mpeTnocraBke, jeqnaunna X = b - Z mMa perymapro, cnabo pelmemhe
obmuka (2, F, Fi, P', Xy, Z;). Ha ocnosy Mecununuje 1.7 u3 [18], 3a cnaGo pemere Mepa
P’ je onpehena na kanouckom npocropy (£2, F, Fi, P) rje Z y3uma BpeIHOCTH 1 3a/I0BOJbCHA
je jenmakocr ¢(P') = P. Hanpocropy (9, F, F;, P'), nponec Z je ceMAMAPTHHTAI i BAXKH
maje X =b' - Z cBe o ckymosa P’'-mepe nyia. Takobe je n

Poy=P=¢P)=P ¢y (P)=P. (3.7)

Heka je npecnkasamse ¢ @ 2 — Q nedpumncano ca ¢(w, ©) = & HA TPOU3BOJ TPOCTOPY
Q=0 xQ,meje p(Z) = Z. Takobe, Baxe ¥ je[HAKOCTH

(Yo 9)(w,0) = p(P(w,w)) = p(w,w) = = (W, @)
P(P) = (Vo p)(P) = @(4(P)) = $(P) = P.
HMaxne, mepa P je mepuHncana Ha KaHOHCKOM POCTOPY (Q F,F, )
Ha ocrosy penanmje (3.7) mobuja ce
Wy(A)orp = PI(Z € A) o = P(Z € A) = ps(A).

Hanpocropy (Q, F, F;, P') safoomena je yspounoct FZ k& FZ; F; P’ 1a cXo[HO TOMe BaxXH
sacako A € (FZ) P'(A|F,) = P'(A|F?) (3.8)
Ha ocHOBY 106po mo3Hator pe3ynraraus [16] mornasimse X, ofiesbak 2-a, mpouec Z 0th = (Z)

je cemmmapTuHTan Ha pocropy (€2, F, F;, P) n Ha ocHOBY KOHCTpYKIHje je Z 0 1) = Z. JacHo
je ma Baxn jeHaroct ¢ (F7) = FZ np(A) = A, naje Ha ocroBy Teopeme 7.6 u3 [18]

P'(A|lFy) o = P(Aod|Fy) = P(A|F).

Taxkobe je
P'(A|F?) o = P(Ao y|F) = P(A|FY).

W3 jemnakoctu (3.16) moOumja ce

sacsako A € (FZ2) P(A|F,) = P(A|F?)
wm FZ < FZ;F; P.

Tana Baxu
Xotp = (Voyp)(Zod) = (X)) =) ¥(Z) =
X =bZ=2X-a=b-Z=>X=a+b-Z

cBe 10 ckymoBa P-mepe Hynma. Takobe, Ha ocHOBY KoHCTpyKIHje je b’ o) = bu X o) =
X — a4(X), naje ckyn o6jekara (2, F, Fy, P, Xy, Z;) cna6o pemicte jepuaunse (3.6). [

360r ycnosa fia je koedumjent b; orpanmicH, croxacrmukn uarerpan [ bs(X)dZ; je
no6po nedurncan. Caja ce Moxe Je(hMHICATH PEryIapHO cabo pelenhe jeHaunse (3.6).
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HMedunnnnja3.7. Cryiobjexaitia (2, F, F;, P, Xy, Z;) je pezyaapro caabo peuterse jeOnayure
(3.6) axo cy 3a0o8omenu caedehiu ycaosi:

(1) uz(A) = P(Z € A) ceiiokaaiia ca ynaiiped 00peheHom mepom Ha Apociiopy yHKyuja
Ha Kome iipoyec Z y3uma 8peoOHOCiiU,

t
) / las(X)|ds < oo,
0
(3) roeguyujeniti b je ozpanuuen (y cmucay Teopeme 3.1),
(4) apouec Z je coiiciisernu y3pok y oksupy F = (F;) y oonocy na mepy P, .
F? kK F%;F; P,

(5) wpouecu X u Z cy (F;)-aoaiiwiupanu 3a céaxo t € [0, +00) u 3a00680.6a8ajy jeOHauumy

t t
Xt:/ aS(X)ds—i—/ bo(X)dZs.
0 0

Ipumep 3.1. ([31]) Jepan o HajBaXXHMjUX IPUMEpPa je CTOXaCTHUKA JupepEHIHjalHa je/Ha-
YHA TeHepucana BurepoBum nporecom

(3.9)

dXt = Clt(X)dt + bt(X>th
XO =0

e ¢y a;(X) (d-mamensnonanan Bektop) 1 by (X) (d X d Marpuna) y3pounn yHKIMOHAIH,
W, je d-mumencronanan Bunepos mporiec.

Ha ocroBy Teopewme 3.3, ckym oGjekara (2, F, F, P, Wy, X}) je cnabo peniemse jeiHaumHe
(3.9) ako je

(1) Tponec W; renepume Buueposy mepy iy Ha B(C9),

() fo las(X)ds| < oo, (P—cm.),

(3) f X)|?ds < 00 (P—cm.),

(4) Iponec W, je concrpenn y3pok y oksupy (F;) 1j. FY kK FW: F; P,

(5) Tpomnec X je menpexupnan, (F;)-aganTapa mporec i 3a0BoJbhasa jeuaunny (3.9) P-c.m.,
WIH

t t
X: = X +/ as(X)ds +/ bs(X)dWs, 3acmakot € [.0J
0 0
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3.3 Cnada nokanHa peniemha CTOXaCTHIKHX
nu(pepeHnjaJHuX jeHAYNHA

Heka je rata ctoxacrtutka nudepeHimjaina jegHatmna (3.1)
t
Xy =K, —|—/ us(X)dZg (3.10)
0

Y npakcu cBe Behy IpuMeHy UMajy BpeMEHa 3ayCTaBibamba, 11a y CKIIajly ca THM CE YBOJM
110jaM ¢1aboT JIOKATHOT PEINCH-a 3a CTOXaCTHUKY judepeHnujanny jepnaunny (3.10).

Hedummmuja3.8. ([22]) Cryiobjexatia (K, Z, X, T) je caabo rokaano pewereakoje (K, Z)
sepauja (powuperse) 00 (K, Z) u jeOnavuna

tA\T
Xt/\T = Kt/\T + / US(X)dZS (311)
0

je 3a0osomena kada (K, Z, X, T samemyje ckyi objexainia (K, Z, X, T).
Heka je TOHOBO j1aTa jeIHOCTaBHH]a jeiHaunHa (3.5)

{ dXy = w(X)dZ, (3.12)

X():I

Koja ce tobmja u3 jepnaunne (3.10) 3a K = xo. OBaj ciiyuaj je MHTEPECAHTAH jep CY pellicHha
jemHaumHe (3.12) ceMUMapTHHTANH, TOK TO HE MOpa Jla BaXHd 3a peliewma jequaunse (3.10).
Cnabo OKaHO petierbe jeHaumHe (3.12), ce iehuHAIIe Ha 3aje THHYKOM KAHOHCKOM IIPOCTOPY
Ha KOMe je fie(prHmCaH POoIiec KOjU TEHEPHUIIIE je/THAUNHY.

HMedunnnuja3.9. ([22]) Caaboaokaano pewerse jeonaqune (3.12) je seposaitinoha P na (€2, F)
Koja 3a0080.masa:

(1) $(P) =P,

(2) wpouec Z je cemumapitiunzan na iipocitopy (2, F, Fi, P) koju 3aopacasa céoje nokaane
Kapaxiepuciiuxe,

(3) T'je (FtZ’X)—BpeMe 3aycilasmparsa,

(4) upouec X je aoauittiupar u 3a0080a8a jeOHAUUHY

tA\T
Xt/\T =T+ / US<X)dZS (313)
0
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Ha 3ajejanukom kanonckoM npocropy (€2, F, Fy, P) pedunuiie ce BpeMe 3aycraBibara
7 X . : .
Ty opmocy na dpunrpammjy (F; ") mmu T : Q — [0, +00] je ciyuajuo Bpeme u jecre Bpeme
3ayCTaBIbamha aKO BAXKH

{(@,0);T(W,0) <t} e F/¥, t€[0,400].
~ Kopucrehn npojextasro npecmkasame ¢ : ) — Q, no6mja ce H(T) = H(T(w, ) =
T(w)raejeT : 2 — [0,400] n
{w;T(w) <t} € FPY = {(W,0);T(w,w) <t} e FA¥
= ({06 T@,2) < 1) € ¢ (FX)

= {0;Tw) <t}eF =7

pyrav peunva (T') = T je (FZ)-Bpeme 3aycraBmara.

Kopucretin unmennmy fa je T, (F7~) BpeMe 3aycrasmatba, yenosd (2) 1 (3) u3 Tedun-
mmje 3.9 na ocuosy I[Iponosunmje 4.6 u3 [17], Teopeme 1.26 Mory GUTH 3aMCH-CHH ca

F7 < F7;F"; P

nim

saceako A € (FZ)  P(A| F7) = P(A| Firr).

Ha ocuosy [Iecpununuje 3.3 3a perynapua cinaba peiiesa jeaaunne (3.10) u Bese usmehy
MEpe pelieH-a W YCIOBHOT OUCKUBAaHa, MOXKE CE JIaTH JIc(UHUIA]A CTIa0O0T JTIOKATHOT PENcHa
y TEPMHHAMA Y3POUHOCTH.

HMedunnnuja 3.10. (yiopeouiuu ca [30]) Ckyi objexaitia (0, F, Fy, P, Xy, Zy, T) je caabo
AOKAAHO peulerse jeOHadune (3.12) ako
(1) mepa pz(A) = P{Z € A} ce iiokaaiia ca yHaiiped 0aiuiom mepom Ha GPOCTAOPY
pyukyuja 20e Z y3uma 8peoHoCiil;
2) samuF? < FZ;FT; P uau

saceako A € (FZ) P(A|FF) = P(A| Firr);

(3) T je (ftZ’X)—epeme sayciiasmara (jow ce nazusa "lifetime” ipoueca (Z, X)),
(4) Gpouec X je adauiiupar u 3a0080ma8a jeOHaquny (3.13) P-c.u.
Ako je T = oo omjia je ckyn o6jekara (2, F, Fy, P, Xy, Z;) cnabo peleme jeiHaunHe

(3.12).

HNedunnmumja 3.10 Moxke Gutr nporupeHa u Ha jefsHaunny (3.10) rje je moueTHa BpeiHOCT
upensuus nponec K;. Tana je jernaumna (3.10) remepucana npouecom Y,! = (Z;, K;) na
cnepicha nedpuHIIMja aje BEHO a0 JOKATHO Pellekhe KopucTehn KOHIENT Y3pOUHOCTH.
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HMedmnunnja 3.11. (yiiopeouitiu ca [30]) Cryii objexaitia (Q, F, Fi, P, Xy, Y,', T) je aokanno
caabo peuterve jeonayune (3.10) ako cy 3a0060menu caedehu yeaosu:

(1) iipouecY,' uma ynaiipeo oOpebeny paciiooeay;

(2) saapoyec Y, sancu (F¥' < FY'; FT; P);

(3) Tje(F’ 1’X)-epeme 3ayCilasmaray

(4) iipouecu X; uY; cy (F;)-aoailitiupanu u 3a0060.m5a6ajy jeonayuny (3.11).

Takobe, n3amehy perymapHor ciabor pemniema u JTOKaTHOT ca0or peniemha 3a Je[HAunHy
(3.12) MOxe OUTH yCIIOCTaBhbeHa CKBABAJICHIIAjA ITO TOKa3yje cieeha Teopema.

Teopema 3.4. Heka je T’ (EZ’X)-epeMe 3aycimasmarba. Taoa cy caedeha 0sa wwiepherba exau-
6aNEHIUHA

(i) (U, F,Fy, P, Xy, Zy) je pezyaapro caabo peuterve jeOnaqune (3.12);
(i) (Q,F,F, P, Xy, Zy, T) je nokaano caabo peuterve jeonayure (3.12).

Hoka3: Kopucrehu Jedununinujy 3.6 3a perynapuo cnabo pernicwe jepanauunte (3.12), moxe
CE YOUWTH JIa je pa3iiiKa je[MHO Y YETBPTOM YCIIOBY, jep Beh moctoju mpermnocraBka jia je 1'
(FZ)-Bpeme 3aycrabmarba.

Perynapso ca6o peniene jeaaunse (3.12) Mopa j1a 3a/10B0JbaBa jejIHaYHHY
t
Xy =x0+ / us(X)dZg (3.14)
0

ay| ¢1abo JOKAITHO peHICHE MOpa J1a 3a10BOJbaBa je}IHa‘II/IHy

AT
Xiar = o + / us(X)dZs.
0

Axoje (2, F, Fy, P, Xy, Z;) perynapHo cna6o pemerme onjiasat < 7' c1a00 JOKAIHO PEICHE
3a710B0JbaBa jepHaunny (3.14), anu 3a T < t cmabo JOKAJIHO PEIHICHE MOpa Jia 3a/I0BOJbaBa

jeTTHAIAHY
T
Xr :1'0—|—/ US(X)dZS
0

Axo je T'Bpeme 3aycraBibama Ha 0cHOBY Teopeme 1.18 cepm
T t t
Xr =z +/ us(X)dZs = xq +/ us(X)I{s < T}dZs = xy +/ us(X)dZsnr.
0 0 0

3a T < t npeTxojiHa jeHAUMHA je OUMINICIHO 3a0BOJbeHa jep je (Q, F, Fy, P, Xy,
Zy) perymapro cna6o pemewe. akne, (2, F, Fy, P, Xy, Z;, T) je cnabo JTOKATHO PeHICH:C
jemuaunse (4.9).

OOpHYTO je 0UnrIeIHO 3aJJ0BOJLEHO aKo je 1’ = oo.[]
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3.4 Y3pouHocT H c1a0a jeIHHCTBEHOCT CJA0HX pelemha
CTOXACTHYKNX H(epeHnnjaHnX jeHAYNHA

Cnaba jeuHCTBEHOCT j€ 110jaM Koju ce iepunuine 3a cinabda pemewma. [log tum nojmom
ce Moj[pa3yMeBa jia ¢y jiBa ciaba pemniema caado JeMHCTBEHA aKO Cy MM jeJIHAKE PACIOfIeC 1
Hamehe cnaluje ycnoBe Ha peliehe jefJHAURHE O] JeJAHCTBEHOCTH [0 TPajeKTOpHjama.

HMedunnnuja3.12. ([51]) 3a caabo pewerse jeonayune (3.10) kaxce ce 0a je caabo jeOunciiserno
flo wipajexiiopujama, axo 3a cucitiem (Q, F, Fy, P, Y;'), kojusadoeomasa ycaos (3.4), iocitioju
Hajsuuie jeOar ipoyec peuiera X .

HMedunnnuja 3.13. ([30]) 3a caabo pewerse jeonayune (3.10) kaxce ce 0a je caabo jeOunciiseno
ako 3a ceaxo pewerse (Q, F, Fi, P, X;, Y, ue L_tOCLTtOju mepa Q na (F=X X ) Koja ce pazaukyje
00 mepe P, na (FXY"), mako oa je (Q, FXY' FX 0, X,Y, 1) caabo pewterse jeOnauune
(3.10).

Cnaba jeTMHCTBEHOCT pelieha jeTHAUNHE MOXKE CE IOBECTH Y BE3y W ca eKCTPEMHOIIIhY
Mepe, IITo 1oKa3yje cneicha Teopema.

Teopema3.5. ([41]) 3acaabo pewere (U, F, Fy, P, Xy, Z;) jeonauune (3.12), P je excitipemna
mepa na (FZX) meby mepama Q 3a Kxoje je (S2, FiX ]-"ZX,Q Xy, Zy) caabo peuterve
aKo U CaMo AKO C8AKO UPOULUPEeHe (Q F,P) apociiopa (2, F 22X P) 3a0060maea oa je

(Zt,Xt) COUCUIBEHU Y3POK Y OKBUDY F y 00HOCY Ha P 3a ceaxo F = {.E} iako oa je
(Q F,F, P, Xt,Zt) caabo pewerse.

Mokas: Hexa je (0, FZ2X, F/X,Q, Xy, Z;) cnaGo pememe jepnaunse (3.12) u Heka je Ha
(FZX) nedpunncanamepa P xojaje ekcrpemnay ckyity ceux Mepa @ 3akojeje (Q, F2X, F/~,
Q. Xy, Z;) cnabo pemerse. Ha ocroy npernocraske na je (Q, FZ2X, F/% Q, X,, Z,) cna6o
pelene, cnen yspounoer F? k< FZ: F2X; P, Ha ocHoBy lpeTnocTaBke fia je P excrpeMHa
Mepa CIejid J1a TOCTOj i MepihbiBa hyHKIHja f (Q,]:" ) — (Q,F) KOja3aIIOBOII)aBaP ft=r
Ha J ¥ J1a eKCTeH3Hja (Q, F, P) npOCTopa (0, FZX, P) canpxu dunrpanmje FZ — {.7::Z} u
F2X = {F25Y meje FE = {f1(A), A e FELFPY = {f1(A),Ae FIYN} FE C
fZ - ]—} Hna]e 3a cako F = {_7-}} (Q F,Fi, P, Xy, Z;) cnabo pemieme. 360r nocie-
JIIHCT yCIIOBA j& F7 |< FZ:F; P. Ha ocuoBy Teopeme 4.1 u3 ([41]) nperxopna y3pounocT
3HAYM []a Cy CBH CJICMCHTH CKYTIa

i = {31, 3, = P(A| ). A e 72

(F})-Maprarranm, na je

3a cako M, € H E( oo|.7-'t) M, tel.

A

Kako je ]}tZ’X C Fi,t € I,1aocHoBy Teopeme 1.25 je

| = FZX B P
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saceako A € (FZX) E(P(A| FZX) | F) = P(A| F/Y), tel
Ha cmuan nauns ce jo0mja 1a je 3a ceako A € (FZ~) sagopomena penampuja

P(A’ﬁt):P(A‘ﬁtZX)'

Kakoje FPXC Fite I mo6wuja ce
F2X = F4X B P

OGpHyTO, HeKa 3a Cabo pelekhe (Q,F,F,, P, X,, Z,) saxu na je (Z;, X;) concrsenn
y3pok y okBupy F' y omocy ma mepy P. Hekaje P = a1 Py + a2 P (ay, a9 > 0), Tako ja ce
mepe Py 1 P noknanajy va (FZ2~) u ga cy enementu ckyna H o6muka

H={M,M =PA|F}),AcFL} (3.15)

MapTHHTAJIA y OJTHOCY Ha Mepy P, Tako fia je Py # P,. Tapa je
Q=0x{1,2}, F,=Ax {1}UB x {2} : A, B € (F%¥)

P(A x {1}U B x {2}) = a1 P,(A) + a, P»(B).

3a pmrrpangjy F = A{}A}} na npocropy (Q, F, P), ckyn oGjekara (Q, F,F, P, Xt, 7)) je
cnabo peniewe, ann (Z;, X;) muje concrenn y3pok y oksupy F' y ogrocy Ha mepy P. [lakne,
TBpheme cnenn.L]

Creneha reopema ofipebyje ycmose oy Kojuma CTroxacTiuuka udepeHujansa jejiHaunHa
(3.12) (cienmjanan cnyuaj jegraunne (3.10)) mma cmabo jeIMHCTBEHO PEIICH:C.

Teopema 3.6. ([41]) Caabo pewierse citioxacimiuuke Ouepenyujanne jeOnaqune (3.12) je caabo
JjeOunciusero axo u camo axo je (Zy, X,) couciuisenu y3pok y oxsupy F = {F;} y oonocy na
P, ij. axoje

FZX K F4X. F; P.

Jokas: Heka nocroju cma6o jeuacTBeHo penerse jeqraune (3.12). Akocy (2, F, Fi, P, Xy,
Z)u (Q, F2X F7X P, X,, Z,) npa caGa peiicma, Taja je

F? < FZ,F;P u F? kK FZ;F%X, Q. (3.16)

Kaxo cy cnaba pemema jegaaunse (3.12) cna6o jemmacTBena cenn fa je P = Q Ha (F2X).
HMaxste u3 (3.16) cinenu ja je
F? kK FZ. F%X, P. (3.17)

Hexka je H ckyn obsamka (3.15), M; cy 3jiecHa HENPEKWIHA MapTHHTAA, a HA OCHOBY
penangja (3.16) to ¢y (F7™, Q)-maprunranu u (F;, P)-Maprusrana. Takobe, Ha OCHOBY
(3.17) cBu enementu ckyma H cy (F7~ | P)-vapruarana. Jakne, mepe P, Q € My, (My
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j€ CKyII CBEX MEpa y OJ[HOCY Ha KOje Cy eJeMeHTh ckyna H maprudranu) u Ha ocHoBy |[16]
(Teopema 11.3 u Teopema 11.2) cnem fia je P excrpemun enement ckyna M. dame, Ha
ocHoBy Teopeme 1.25 cnenu 1a je

F?X kK F%% . F; P.
OO0pHyTO, HEKa je
(Q7f7‘7:t7P7Xt7Zt)

c1abo peniemhe croxacTauke fAudpepennujanue jeqaaunte (3.12). Tanma je
F? K FZ.F; P. (3.18)

Ha ocroBy npeTnocraBke TeopeMe (Z;, X;) je concrBenn y3pok y oksupy {F;} y ojHocy Ha
mepy P, maje
F7X K F7X, F; P, (3.19)

Axoje (9, FZX, FI¥ 0, X, Zy;) Takobe cabo pelehe, OHjia je

F? k FZ, F%X, Q. (3.20)
36or ycnosa (3.18) u (3.19) u [Iponosummje 5.4 u3 [30] Baxkn

F? k FZ, F%X, P, (321)

Heka je H ckym o6nuka (3.15). 36or ycrosa o6muka (3.18), (3.20), (3.21) n Teopeme 4.1

w3 ( [41]) enemenrn ckyna H cy (F,, P)-vapruaran, (F7°, Q)-vaprusrana u (F/~ | P)-

mapruarand. Tapa je, 36or penanmje (3.19) 3amoBombena u Teopema 1.25. Takne, mepa P je
. Z,X

ekcrpemna y ckyny M g amepe P u Q ce noknanajy va (F-0 ).

Jlakne, Baxn
Eq(My | F&%) = M,, tel

Heka je \ 4 mHMRaTOp (DyHKIMja cKyma A, X 4 je orpanmiucHa u (FZ ) —Mepibupa QyHKIHja,
maje
Eq(B(xa | F2) | FI¥) =M, tel,

Eq(xa | F™) = My, tel,
QAT F™) = P(A| F)
360r ycmosa (3.18) m (3.19) Baxu
QA F/Y) =P(A| F)
unn 3a cBako A € (F2)je

QA | F2Y) = P(A| F/).

Takobe, ako je A € (FZ*) ranaje x4 orpanmucna u (FZ~)-mepmusa pyHKImja, ma je

QA FZ™) = Eq(xa | FZ¥) = xa.
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360r penanyje (3.19) 3a ceako A € (FZX) paxu

E(xalF) = BElxalFY)
= B(Eq(xa| FZ¥) | FT)
= Bo(E(xa | FZ) | 7
= Eo(xa| F)
= QU F)
y TpeheM Kopaky je BcKopunrheHa ynmecHuna ia cy Mepe P u Q nedpunucane a (FZX). Makre,
cnepu aje Q = Pra (FZ2X).0
Ha ocHOBY peTx0jiHa J[Ba pe3yaraTa cIe/iu ja Baxu cnejicha Teopema.
Teopema 3.7. ([41]) Ceaxo caabo pewere (2, F, Fy, P, Xy, Zy) ciioxaciviuyke oughepenyu-

jaane jeonaqune (3.12) je caabo jeOuncitiseno axko u camo axo je 8eposaitinoha P excitipemua
HA CBAKOM CAAOOM Pelliersy.

Jloka3: Cnenn na ocHOBY Teopeme 3.5 m Teopeme 3.6.L1

Jemnaunna (3.10) mMa c1abo jeIMHCTBEHO PEIICHE aKO CY 3aJ0BOJbECHE HAPETHE TEOPEME.

Teopema 3.8. Csako caabo pewerve citioxaciiuyke ougpeperyujanne jeonaqune (3.10) je caabo
jeouncitieeno axo u camo axo je (Xy, Y;') coiicitieenu yspox y oxeupy F = {F;} y oonocy na
mepy P, wj.

FSY K PYL R P

20eje Y = (Z,K).
Tokas: JTokas oBe TeopeMe ce Gasupa Ha EKCTPeMHAM Mepama. Heka moctoju cabo jeyis-

cTBeRo pememse jenaumse (3.10). Taa, akocy (Q, F, Fy, P, X, Y,!) amy (Q, FXY! 75V
P, X;,Y,') nBa cnaba pememsa, oHja je, Ha ocHoBy [dedunmmmje 3.3

FY' kF F:PuF" kKF,FY".Q. (3.22)

Kako cy, Ha OCHOBY TpeTnocTaBke, pelierba jegHaunne (3.10) cmabo jeuHCTBeHa, OHJIA je
P = Qua (FXY"). Usycnosa (3.22) je

FV' <k FY P P (3.23)

Axko je ckyn G obsuka (2.2), 1.
G={N,|N,=PA|F"), Ae FI'}. (3.24)

Taja Cy 3jccHa Henpekmian Mapruaramm Ny, Ha ocHoBy (3.22) (F ’Yl, (Q))-MapTuHTaIH 1
(F, P)-maprunramu.  Takobe, Ha ocHOBY pemanmje (3.23) u ITocnemune 2.1 cBu eneMenTH
ckyna G cy (F;* ’Yl, P)-maprunrama.  [Takie, BepoBatHohe P, QQ € Mg (Mg je ckyn
CBHX BepoBaTHOha P TakBHX Jla JIa Cy CBU €JIEMEHTH cKynma G MapTHHIAIH Ha MPOCTOPY
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(Q, F,Fi, P)). Y ckaany ca Teopemom 11.3 u Teopemom 11.2 u3 [16] cirejin 1a je Beposaruoha
P excrpemun enement ckyna M. lame, na ocaoBy Teopeme 1.25 ceiu fia je

F*Y'" k F¥'.F:. P
OOpHyTO, HEKa je
(Qafvft7P7Xt7)/;l>
cnabo pelete croxacruuke audepennmjanue jepuaunte (3.10). Taja je ucuymeHo
F¥' K ¥V . F: P (3.25)

Ha ocnoy npernocraske Teopeme (X;, Y;!) je concrsenn y3pok y oksupy (F;) y ogHOCy Ha
BepoBaTHOhy P, maje )
1
F*Y Kk FY , F; P (3.26)

Taxkobe, ako je (€2, Fo)g’yl,ﬁX’Yl, Q, X;,Y,') jom jenno cnabo pememe, oHxa je

F¥' k FY' FYY . Q. (3.27)
36or ycnosa (3.25), (3.26) u [Tponosunuje 6.4 u3 [31] 3a10B0/bEHO je

F'' kK BV, FYY . P (3.28)

Hexka je G ckyn o6nuka (3.24). 360r ycnosa (3.25), (3.27), (3.28) u [Tocaepune 2.1 enementn
ckyna G cy (F;, P)-mapruuram, (F;" , Q)-vaprusran u (ﬁX’Yl, P)-maprunranu. Taja
je 36or ycnosa (3.26) 3ajoBosbena Teopema 1.25. [lakae, P je eKCTpeMHA Y CKYIy CBUX
BepoBaTHOha M ma ce Mepe P u () oKnanajy Ha (puaTpanju (fo)g’yl ).

Jlakne, Tajga Baxkn
1
Eo(My | FXY ) =M,, tel.

Hexka je x 4 mHpuKaTop yHKIHja CKyIa A, Koja je joI OrpaHnucHa i (.7:221 )-MepJbUBa, I je
1
EQ(E(xa | FX) | FM ) =My, tel,

Eqlxa| F*Y) = My, tel,
QAIF™) = PA| R,
36or penamnuja (3.25) u (3.26) Baxku f1a je

QA F) = P(A| F)
wn 3a cako A € (FY') paxn
QA F) = P(A| F).
Takohe, akoje A € (FXY") onpa je dyukupmja x 4 orpanmuca u (FX ¥ )-Mepmusa, na je

QA | FEYY = Bg(xa | FEY) = xa.
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360r yenosa (3.26) je 3a ceako A € (FX)

PA|FSYYY = Blxa | FY) = B(Bg(xa | FXY) | 7Y
= Eo(B(xa | FEY) | FYY) = BEolxa | FOV ) = QA | FXY)

Tpehin Kopak je onpasyiad jep cy mepe P u () necdununcane Ha (fgngl). Hakne, () = P Ha
(FEYH.0

Hexka je nar cucrem

{ dXy = w(X)dz, (Z,X) e A (3.29)

XOZZB

riie je A mepmbuB ckyir. [locraBiba ce murame 1mira je c1abo peniemhe oBor cucrema? Pememe
OBOT mpobaemMa Kao u ciaba JeIMHCTBEHOCT PEIICHha Cy IMPEKTHO TOBE3aHN Ca CKCTPEMHIM
peryiapHuM c1abuM penembumMa jeaaunse (3.12).

HNepununuja 3.14. ([31]) Pezyaapro caabo pewewe (2, F, Fi, P, Xy, Z;) jeonauune (3.12)
je excitipemHo ykoauko eaxcu Oa iociioje mepe Py u Py na (FZX), 3a koje eaxcu 0a axo je
P = a1 P, + ayPy (ay, a3 > 0) na (FZX) waro cy (0, FZ2X, F/X P Xy, Z4),i = 1,2
pezyaapua caaba peuwiersa, onoaje Py = Py = P na (FZ5X).

HMedurumumja npocropa L, (2, F, P) je u3 upeysera u3 [24]. Mepa P je o-koHauHa,
clyuajHa Mepa ca Bpejiaocruma u3 ipoctopa L (Q, F, P). 3a mepy P je nepunucan npocrop
L'(F, P) kao npocrop (F)-MepLEBAX CTyuajHO IPOMERBABHX 7) ca F|n|oo, 1 Ha TOM mpo-
cTopy je nedpunncana HopManHa cemunopma. Creniehia TeopeMa fiaje cna6o penieme npobaeMa
(3.29).

Teopema 3.9. 3a ceako excitipemro pewerse (2, F, F;, P, Xy, Z;) jeonauune (3.12) tociioju
mepmus ckyii A na tipocitiopy pynkuuja zoe (Z, X)) yauma spedrociuiu, iwaxo oa cucitiem (3.29)
uma pezyaapro caabo pewerse (2, F, Fy, P, Xy, Zt) koje je u caab0o jeOunciugero.

Jloka3: Tepheme fa cBako pemniemhe jepnaunue (3.12) jecre u pemniemne jepHaunue (3.29) je
OUHIJTIETHO aKO je A cKyIl cBux Moryhux Tpajekropuja nponeca (Z, X ) (1j. A = ) je KaHOHCKH
npoctop). OBO BaXKN YaK 1 3a pellckha Koja HACY EKCTPEMHA .

Heka je ckym oGjekara (2, F, Fy, P, X, Z;) perynapro cna6o pemerme cacrema (3.29).
OBo pelniense je eKeTpeMHo 3a jenaaunny (3.12) u npema Teopemu 2.1 y [62], P je ekcrpeMHa
Mepa ako je npocrop Ly (FZ, P) cemapabunan (1. pocTop je KoHauaH, IpeGpojuB uan uMa
cByfia rycr nojickyi). Jlakiie, Ha ocHoBy [23] Mepa P gonymira npormpeme dunrpamnuje (FZ)
na dpunrpagjy (FZX) una ocuosy Teopeme 3.(a) u3 [24], mepa P je jeqmucrsena y (FZX).
Ha ocHoBy Tora, Moxe ce pehnjia je cnaGo pememe (2, F, Fy, P, Xy, Z;) cucrema (3.29) cna6o
jenuHcTBeHO. [
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3.5 Y3pouHOCT M TOKATHA jeJUHCTBEHOCT

[Tojam noKamHE jeIMHCTBEHOCTH je OOJMK JeIMHCTBEHOCTH KOJH j€ jaul Of OOWNUHE je/InH-
crBeHocTn. Cnepieha iecununyja je Be3aHa 3a mojaM crabe JOKATHE jeJAHCTBEHOCTH (TO je
JIOKAJTHA jeJIMHCTBEHOCT § CMUCITY paciojienia) Koja je KapaKTepUCTHIHA 3a caba JOKaTHa
penieta jeraunne (3.10).

HMedunnnuja 3.15. (/22]) Caabo aokaano pewerse jeonaqune (3.10) je caabo aokaano jedun-
cilisero ako 3a céaxa 06a caaba aoxaana peuwersa (K, 74 X1 TY) u (K?, 7% X2, T?) ca
T' = hy (XY uT? = hy(X?) 3a mepwuse gpynkyuje hy, hy éaxcu oa (X', hy A ho(X1)) u
(X2, hy A ho(X?)) umajy ucitie paciiodeae.

3a cmabo TOKAITHO PeleHe CTOXacTHIKE uepEHIIjaTHe jefTHAUYNHE KOja je TeHeprCcaHa
ceMAMapTUHramuMa o0omuka (3.12), necunmuine ce mojam ciabe JTOKaTHe jeTMHCTBEHOCTH (JTOKa-
JIHA JSJIMHCTBCHOCT Y CMUCITY paciojiesic). A, OBaj ojaM je/IMHCTBCHOCTH CE HE MOXKE TaKO
JIaKO WCHHTATH, JEp BPEMEHA 3aycraBibamha Mopajy Outn yukimje pemema. Cuepeha Teo-
pema Jrokasyje Kako ce mojam ciaabe JOKalHE JeIMHCTBEHOCTH MOXKE TOBE3aTH Ca KOHIICTI-
TOM Y3POUHOCTH, aJ| CE Y OKa3y KOPHUCTH II0jaM JIOKAITHE jETAHCTBEHOCTH MApTHHTATTHOT
npo6eMa 3a 3aycTaBibeHe mporiece (IITo je U TIaBHE Pa3yIor 3a MPOYyUaBarmhe JTOKATHE je/IiH-
CTBEHOCTH MapTHHTATHOT TIpobieMa), 300r uera he foka3 OMTH HaBEJICH KacHHjC.

Heka je mar mpocrop (€2, F) tie je pmnrpanmja (F; ) reHeprcana mponecoM X | IponecoMm
KOjU FEHEPUIIIC jE/|HAUKHY KOja je IPUPYKEHA MAPTUHIATHOM 1Ipo0ieMy.

Takobe, Heka je nepurucana n punrpanmja (F; ) Koja HAje HeMPEKAHA 37€CHa, K BaXKH 1
je
ft,Cf?Cft, t>0
e je

(7’) ’7:t = ns>t fso7 ‘FSO - ‘FSZ7X7
(i) F = Fe =V, Fu.
Tapa je punrpanmja F o6nuka
F={F,tel} (3.30)

npyram peunmMa F' je HajMama dunrpanmja 3a Kojy je nporec (Z, X ) agantapan. Y ofHOCY Ha
dunrpammjy (F7) ce nedpuHuIIE B BpEME 3aycTaBhama.

JMedunnnuja 3.16. ([19]) Ciipozo speme saycitiasmarsa (uau 8peme 3ayciiasmamwa y 0OHOCY
na F)) je iipecauxasawe T : Q — R, iiaxo oa je {T < t} € (F?) 3a ceakot € R,.
Axko je T citipozo epeme 3aycitiaswarsa, iiada (F2) osnavasa o-anzebpy ceux A € F koju
3a0osomasajy 0a AN {T < t}iipuitaoa (F,) 3a ceaxot € R,.
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Hanomena 3.1. Crporo BpeMe 3aycraBibaka je 1 Bpeme 3aycrasbama. Takobe je o C Fru
Fr_ C Fluackyny {T > 0}, e je

Fr- = {Ae F;An{T <t} € F,3acBakot > 0};
Fh o= {Ae F;An{T <t} € F? 3acBakot > 0};
Fr = {Ae F,An{T <t} € F,3acakot > 0}.

Hauwme, Baxu cnejieha Teopema.

Teopema 3.10. Caabo aokanro pewterse jeonauune (3.12) je A0kaAHO jeOUHCTIBEHO AKO U CAMO
ako je
FZX)" k F(Z,X)T; FT; P,

20e je T’ citipozo 8peme 3aycitias.mparsa.

Hloxka3s oBe Teopeme je aT y ey 3.7.

Hanowmena 3.2. Buitie o KOHIIENTY TOKATHAX CTa0KX peliekha 3a jeTHAUNHE KOje Cy TeHEpUCaHe
BunepoBuM 1po1iecoM, HUXO0BO] €r3UCTCHIM]U, JEJMHCTBEHOCTH TaKBUX PEIICHA U BE3U ca
CTPOTMM pemiethnma Moxke ce Hahmy [7, 59].

3.6 MapruHrajaau npodiemMm

Hexka je nata jenaunna (3.5), (Buu [17, 18)])

{ dXt = 'U/t(X)dZt

N, (3.31)

e je upouec Z = {7y, t € I} m-pumen3nonanan cemumapunran (Zy = 0) u koeduuujeHr
u(X) je n X m-guMCH3HOHAJIAH TIPC/BAIUB (PYHKIMOHAI.

Y mpeTXofHOM Jleny cToXacThuka JudepeHIjaita jeflHaunHa je pelllaBaHa y "crabom”
CMHUCITY, Tj. TIpoHabeH je JeTMHCTBEH MpOIlec ca OfiroBapajyhoM KOHAUHO-TAMEH3MOHATHOM
pacmojiesioM Koju he 3a710Bo/baBaTH IaTy je[IHaUuHY y C1a00M CMHUCIY.

Mpyraunjunpucryn, Koju cy npsu ysean Ctpok (D. W. Stroock) uBapajian (S. R. S. Vara-
dhan) (y [61]) je mocrynak Hanmaxema BepoBaTHohe P Ha mpocropy (€2, F) Tako fa je gatn
nporec X pelerwe y OHOCY Ha 3aJlaTu poliec £, Koju je renepuiyhu npornec. OBo je popmy-
JaIyja TaK03BaHOT MAPTHHTATHOT MPo0IeMa KOjH je CKBUBAIICHTAH PEIIaBamhy CTOXaCTHUKE
nicepeHIjanHe je[HaulHe Yy c1aboM CMUCITY, alli HE YKIbYUYje EKCIUIAIUTHO je/[HAUNHY.

MapTtuHaranam npobiaeM ce MOXKe MOCMaTpaTH Kao CTOXACTHIKHA aHAOT OOMYHUX Jiude-
PCHIMjATHUX je[HAUMHA, ali CE PETKO KOPHUCTH Y MOjielnpamy pusmukux mporeca. Map-
THHTAHK TIPO6JEM ce MOXKE KOPHCTUTH 3a MOJICIMPAkC [ICHE aKiija. YTBphuBawe er3u-
CTEHIH]a JeIMHCTBEHOT PEIICH-A j& caMO MPBU KOpAK Y IPUMEHA MAPTHHTATHOT po0IeMa y
Mofienupamy PU3HIKAX PeHOMEHA.
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Heka je (€2, F, F;) upocrop BeposarHoha ca dunrpauujom (Mepa jour Huje oppehena)
u Heka je (Ho) nop-o-nosbe o (Fo), Koje ce Hazua noueranm o-nombem. O je damuimja
ONIMOHKX Tporieca Ha npocropy (£2, F, Fy).

HMedunnnuja 3.17. ([19]) Heka je Py mepa na tipociuiopy (§2, Ho) (Hasusa ce jout u iioueitinu
ycaos). Taoa je pewerse mapitiunzaanoz ipodaema upuopyxcero apovecy K u mepu Py mepa
P na dipociuiopy (2, F) koja 3a0060maea

(i) pecitipuxyuja P|y, 00 mepe P na o-iiomwy (Ho) je mepa Py; wj. Ply = Py

(1) ceaxuiipoyec X € O je nokasan mapimunzan Ha iipocimopy (2, F, Fy, P).

Hanwme, punrpanmja F = (F;) jomn Hrje KoMIITeTHa jep BepoBaTHOha P Huje yHAIpe mo3-
Hara. Maprusranau npo6iieM Moxe nmaTa Buiiie penietsa. 2Kakopu lllupjacs (A. N. Shiryaev)
y [19] cy npBu yBenu Haj3HauajHUjy KiIacy MAPTHHTAIHAX MPOGICMa BE3aHNX 32 KapPaKTePH-
CTHKE CCMAMApTHHTAIA.

®opmyaanuja "cemumaprunraanor" npodaema ([19]).

Hexa je (€2, F, F;) npocrop BepoBaTHOha ca dunrpammjoM, o(Yp) HOUETHO o-I0Mhe U
noveTHE ycioB P (mrro mpesicrasiba Mepy Ha poctopy (€2, o(Yy)). Amu, ma mpocropy (€2, F)
jOIII yBEK HHje jiepuHUCaHa Mepa.

[Morcehama pamu, Y je xKaroHCKE mponec nedunmcan Ha 2 ca Y = (Z,X). Ca S,
je o3maucH ckyn BeposatHoha P Ha mpocropy (€2, F) koje 3ajj0BosbaBajy jia je mpouec Y
cemmmapruHTai Ha npocropy (2, F, F;, P) npu uemy je ypehena tpojka (A, C, v) nokanua
KapaKTEePHCTHKA ceMAMapTHHTana Y, e je Yy ™' = 2% cm., 3a cBako i < 7 (a Ha OCHOBY
koHcTpyKnmje je Yy = O kapaje i < m).

Hexka je C? ckyn orpammyennx ¢yskmmja oncenama b : R? — RY (R? je xommakTan

npocrop) e je h(z) = x.

HNeduuunnja 3.18. ([19]) Pewerve mapitiunzaarnoz iipobaema Koju je Apuopyxcer CUCTEMUMA
(0(Y0),Y)u (P, A, C,v)jemepa P naipocitiopy (€2, F) koja 3a0osomasa caedehe ycaose:

(i) peciipuryuja Plo(vy) = P

(11) dpouyec Y je cemumapiiunzan na upociiopy (Q, F,F;, P) ca kapaxitiepucitiukama
(A, C,v) y oonocy na pynkuujy ooceyarsa h.

CKyII CBUX TaKBHX pelicka ce osnauasa ca S(o(Yy), Y|P, A, C, v) (vorauuja je npeysera
u3 [19]). Mepa peniema je caja onpehena, na je u puwirpammja F = (F;) kommnerHa.

Pemewe maprunransor npobsaema je Ouo npeMeT mpoyvaBama JOKTOPCKE JIUCEPTAIU]je
[20], Te ce 3a MapTuHraaEE Tpo6IeM Kopuctu o3Haka (0,1, b, ¢, F, K)™ (sugu llemy 2.29 y
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[20]). Ty je kopumihena HemITo Jipyraunja HOTAIM]a 38 UCTH IPOGIIEM M BAXE BE3€
Ah) = /tbs(X)der/t/(h(x)—x)F((X,s),dx)ds
0 0
L Seonon / W) K((X, 5), dx), (3:32)
C - /Otcs(X)ds,

v([0,t] x G) = /0F((X,S),G)ds+Zse®ﬂ[0,t]K((X73)?G\{O})a

e je h - RY — R pynxmmja ocenama (Tedmmmmuja 11.2.3 m3 [19] 3a crenmjanse cevm-
maprurrane je h(z) = x) Koja ykibyuyje u jesrpa npenasa F'u K 3acsakot € Ry, G € B
Yak mrrapue je Py, = 1.

Nako Ou "cemumapTuHransu npobaem” 0M0 MHOTO IPUKJIA/[HUJU HA3UB, UIIAK CE TEPMUH
"maprunraigag npotiem" Hajuerihe kopucr jep je Ha ocoBy Teopeme 2.7 u3 [19] 10BOBHO
MOKa3aTH Jia je mpoiec Y JIOKaJaH MapTUHTAN Y OJIHOCY HAa WCTH MPOCTOP, Ca aJlcKBATHAM
IPOTECAMa KOJH PEJICTaBIha]y IOKATHY KapaKTEePHCTHKY CEMAMAPTHHTamna Y .

Cneneha Teopema mokasyje fla ce MOXE YCIOCTaBATH CKBHBaICHIHWja m3Mehy crmaGor
perera jeqaaunse (3.31) ¥ MapTHHIATHOT TPOGIeMa KOjH je IPHIPYKEH UCTO] jeIHAUMHH.

Teopema 3.11. ([41]) Hekaje X € R auy(X) iipedsuous pynxyuonan. Taoa cy caedeha
084 iliepherba eKeUBaNeHIlIHA

(1) Ckyi objexainia (2, F, Fy, P, Xy, Zy) je pezyaapro caabo pewerse jeonauune (3.31),
(2) mepa P je pewerse mapiiunzaanoz apobaema uau P € S(o(Yy), Y\P, A Cv).

Jloka3s: Teopema Baxku Ha ocHOBY Teopeme 6.3 u3 [17] rjie je TBpheme JOKa3aHO 3a 3aje/IHIUKY
Mepy peimiewa.  [lojam 3ajeHuuke Mepe pelliemha je OIIITHJeT KapakTepa Off IojMa Pery-
JapHOT cnabor pemieka jep ce MPOIEC pereHha KOHCTPYHITE M HA KAHOHCKOM TIPOCTOPY TTIE j€
e MHICaH CCMAMaPTHHTAN 7, Kao W Ha npornmpey (Bugu [23]). Hakie, reopema Baxu. [

[IpeTxojiHa TeopemMa 3axTeBa KpaTKo 00jalilbemhe. Y IPUMEHaMa, CTOXacTHIKU (PEHOMEHI
ce Hajuelrthe MOJIETNPAjy CTOXaCTHUKUM IUEPEHIIMjaTHIM je/ITHAUNHAMA KOj€ CY TEHEpHCaHe
Buneposum npornecuma. Onaj yoOmuajen u300p je, Ha ocHoBy Teopeme 3.11, mpupopan ca
TQUKE TJIEIUINTA MAPTUHTATHOT IIPo6IeMa YKOIIKO ce IOCMATPA]y caMO MOJIEITH ca HENPEKH-
maEM Tpajektoprjama (1j. v = 0). CuTyangja HEje TaKO OUYMIJIC/IHA aKO TPajeKTOPH)e
micy Henpekupae. Mako dopmanao Mapturraiam npotonemu (rje je o(Yy) = () mory Gurn
TPaHC(OPMUCAHN Y PEIIABAKE CTOXACTHIKE IU(EPEHIINjATHE jeJIHAUAHE Y cTabOM CMHUCIY,
y ofHOcy Ha Bunepon mporiec u [ToaconoBy ciywajHy mMepy, n300p u 3HauCHE Koeduimje-
HaTa HUCY TAKO OUAIJIECNHH. 3aTo ce Moxe pehi fia je, moceOHO y cnydajy ca NpeKujimma,
MapTHHTATHA TPOOIEM BUIIIE HHTYUTUBHE KOHIETIT HOCEOHO Kajia je ped 0 MOJICTTHPAY.

Heka cy H n GG cKynoBw 3jicCHa HENPEKATHAX MOJIUpUKAIIMja TIPOIieca JIePuHICAaHNX ca
21)u(2.2)
H = {M, = P(A|F?); A € F2}, (3.33)
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G = {N, = P(A|F/Y); A e FZX3. (3.34)

Hekaje S, ckymceux Mepa P manpocropy (€2, F), rakeux jja je mpornec N, (F, P)-nokaman
MApTHHIAJ.

Creneha reopema nmokasyje j1a ce er3ucTeHIja EKCTPEMHOT PETCHha MAP THHTATTHOT TIPO-
61eMa MOXKe JIOBECTH Y BE3y ca KOHIIEIITOM Y3POUHOCTH.

Teopema 3.12. ([41]) Mepa P pezyaapnoz caa6oz pewersa jeonauune (3.31) je excitipemno
peluierbe MapiiuHZaiHoZ apobaemna ako u camo axo je (Z;, X;) coiicitisenu yspok y oksupy F,

ilj. ako eaxu
F%X kK F%X,F; P.

Joka3: Heka je Mepa P eKCTPEMHO peliche MapTHHramHOT npobnema win P € ext(S,).
Ha ocuosy TTociemune 11.4, Teopeme 11.2 u Teopeme 11.3 u3 [16], nperxogHo TBpheme je
€KBHUBAJICHTHO Ca

QesS, N QKP = Q=P

Ako je P € ext(S,) n P je perynapro c1aGo pemctse, onga u3 ¢(P) = P, ciepu ja je
FZ |< FZ;F; P, na cy eneventu ckyna H (F;, P)-maprunramu (sa ocrosy Teopeme 6.3 u
[Mponosunuje 4.6y [17]).

Hexka nocroju mepa Q1 € S, na (FZ~) 3a kojy je Q1 # P. Heka je Q2 mepa na (F2)
3a KOjy Baxu P = %Ql + %Qg. Mepe Q1 1 (2 ce OUArIeHO MOKTamajy ca P Ha (]:_Zof)
Takobe, exemenrnu ckyma H cy (F;, P)-mapruaramn. Kaxko je ()1 € S, cneqm ja eeMeHTH
ckyna H jecy (F;, QQ1)-maprurranm, takobe. C npyre crpase, 1o ¢y i (F, () )-MapTHHT AN
Hame Ha 0CHOBY (hOPMYJIE O CMEHH IIPOMEH/LUBHX (BUeTH Ha ipuMep [55]) cnepu pacy Qq f !
uQsf ' € S, mamepa P nuje ekcrpemua y ckymy S,. OBO je CynpOTHO IPETTIOCTABIA fia j€

Q17 P.

akne P = Q; u Heka je mepa excrpemna Ha (F2X). Ha ocrosy Teopeme 4.2 3 [41],
akoje (0, F, P) = (Q,F, P) cnenu paje (Z;, X;) cONCTBEHH y3pOK WK

FZX kK F4X.F P.

OOpHYTO, HEKA BaXH
FZX kK FZ4X. F; P.

Ha ocuosy Teopeme 4.1 u3 [39] u 360r nperxopiHe penanuje eaemenru ckyna G cy (Fi, P)-
MapTHHIaIH, a 300T unkcHAIE fia je P = ()1, ouu cy u (F;, ()1 )-MapTHHTANIN.

HNakne, 1 € S, (3aT0 mTO je cBaKM MApTHHTAJ ¥ JIOKAJIaH MapTuHran) u (); = P, 1na Ha
ocrosy [Toczenume 11.4 w3 [16] cnepm pa je P € ext(S,). O

Ipumep 3.2. (ynopeauru ca [20]) Heka je jara croxacruuka judpepeHiujaita jejiHaunHa

{ dX, = ay(X)dt 4 by (X )dW, (3.35)

X():ZL‘
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e ¢y 9 € R,a,b : R x Ry — R pare wenpekupue ynkuuje u W je cranjappan
Bunepos nponec.Taga je X nporec pemema maprurransor npodaema, S(0, ., A, C, 0), rae
je ex Tupaxona (P. Dirac) nenra mepa, A; = [o ay(X)dsuCy = [ by()by(X)Tds.C]

Taxkobe, mocroje u pyre fecpuHuITje "petmema” cCTOXacTHIKAX TUEPEHINjaTHIX je/THA-
unHa. AJd mmak BehmHA ce CBOAM Ha MapTHHTATHE TpobieM, Tj. TpobieM ofpehuBama
CKYIIa MEpPa KOje 3aJI0B0JbaBajy YCJIOB Jia je ofjpeheHn cKyIl mporeca ycrBapu CKyll MapTHHTrana
(HapaBHO, Ty ce Hamehy 1 JIpyrH yCII0BH Ha CKyn Mepa). Y BehuHu cliyuajeBa eKCTPEMHOCT MEpe
ce KOPHCTH Ha CITMYaH HAUMH K40 Y PETXOJHOM JIENTy M [OKas3yje ce /1a HOCTOj! MOBE3aHOCT ca
KOHI[ETITOM Y3POUIHOCTH.

Y cayuajeBEMa Kajja MapTHHTAIHH OpoOJIEM MMa BHUIIE Off JE€JHOT PEHICHa, KOHIENT
y3pOUHOCTH OMOryhaBa ia ce mpoHabe eKCTPEMHO pelleHhe MapTUHTANHOT nmpobmema. Pa-
3710T 300T KOTa je OBO MHTEPECAHTHO j€ Taj IITO Ce Tajja CBa peliea JaTOT MApTHHIATTHOT
11po0JeMa MOy pEKOHCTPYHCATH €a OipehEeHOT OJICKYIIa EKCTPEMHHUX PELICH:A.

Monenupame ¢pu3mukux peHoMeHa moMohy MapTHHTAIHOT TpoOiemMa MOXe ce TocMa-
TPATH Ka0 CTOXACTHUKM CHHOHUM 3a O0uuHE iupepeHIjanne jefiHaunte. Y caejehem jeny
j€ MIYCTPOBAHO KAaKO CE€ MAPTHHTAIHE MPOOJIEM MOXE MPUMEHUTH Y TPakcH. MapTuHramm
MIMajy BEJIMKY PUMEHY y (PMHAHCH]CKO] MATEMATHIIN, y ONIMCHBAHY CKOHOMCKHUX KoneOama Ha
TP3KUIITY.

O06a HaBejicHa MapTHHTATHA TpoOIeMa ce MOTY TIOCMaTpaTh Kao MOJICIH TICHE aKIyja,
rjle HCTH lorahaj He caMo Jja Mea IoBpaThE nponec X, Beh Takobe moehapa BomaTmiHOCT
akmmje X 7. Pasnuka m3Meby oBa jiBa Mofiena je y Tome mTo ce y [Ipumepy 3.3 BomaTumsOCT
MOKE MHTEPIPETUPATH KAO IIPUXOJ] Oj] IPOMEHE NEHE, 10K ce y [Ipumepy 3.4 unrepupernpa
Kao Mepa IPOCEUHE BEIMUMHE CKOKA IICHE aKIlHja.

Ipumep 3.3. ([20]) Heka cy ukcupann mapametpn 1o € R, o, 3,0, 79 € R, 71 € (o, 00).

Hexa je o mepa na (R, B) koja uma A\-rycruny  — eI, Hexa je necunucana mepa

|z
F(((w',w?),t),-) kao cauka npecaukasama h(w?)e e je h : R — R, u 3a50Bobasa
naje h(r) > § 3acBako z € R, m h(x) = x 3a cBako v € (a,00). Heka je, name,
nednuncan n koedumpjent by (w) = (p, —(0? — a)B + [ 22F((w,t),d(x1,22))) 3a cBako
(0,t) = (@', @?),t) € D? x R,. Tanaje 3a mapruaramsa npo6aem S(0, ey, A, 0, v) (tne
cy A; n v necpmmmcann ca (3.32)) mponec Y = (X!, X?) concrsenn y3poxk.

3a mponec pemema (X', X?), nponec X? ce mATEpIpETHpPa Kao BoJaTmwiHocT. OH ce
noBehaBa 3aBECHO Off O3MTHBHEX CKOKOBA (KOj Takohe yTiay mHa X ') 1 Ha B-era HeraTHBHO
yTHUE HUKa BPEIHOCT akuuje «v 1Ipeko u3pasa — (0 — «)B. 3aro je pejHoct npoueca X
YBEK M3HaJ] BpEIHOCTH nporeca ov.[]

Mpumep 3.4. ([20]) Heka cy dukcupann napametpa i1 € R, o, 3,0, 29 € R, 21 € (o, 00),
W HeKa Cy ¢, h euHncany Kao y nperxogHoM npuvepy. 3a crako (@', 0?),t) € fR? x
R, nedunume ce mepa F(((w!,©?),t),-) kao canka npeciukasama ¢ : R — R* x —
(oh(@})x, h(w?)|z|). Heka je mkoedummjent b ieprrucan Kao y npeTxogHoM npumepy. Taja
je 3a mapTurranEn npobiem S(0, €,,, A, 0, v) mponec Y = (X', X?) concrpenn y3pok.[]



I''TABA 3. Y3POYHOCT U CTOXACTHUYKE TU®EPEHIUJAIIHE JETHAYMNHE 70

3.7 Maprusranaau npodJem 3a 3ayCcTaB/beHe npouece

[Mojam MapTHHTATHOT POGIIEMa 3a 3ayCTaBJbeHe Mpoliece yReeH je y [19].

Heka je ypebena tpojra (A, C,v) nokaigHa KapakTepuCTHKA ceMUMapTHHTana Y =
(Z,X). Axo je T Bpeme 3aycranmama onpa cy u Y7 AT CT saycrarmenn nponecu n
"3aycTaBheHa clydajaa Mepa" v ce epuHmIIE Kao

v (w,ds,dz) = v(w,ds, dz) [{s<rw)

Nako, moxjia, HEje OunTaeHO U3 JIcUHAIN]C CEMIMapTHHTANa, IIPOCTOP CEMUMapPTHH-
rana je Beoma ypebhes mpocrop. OH je cTrabuinaH y OfHOCY Ha MHOTe TpaHcdopMmaimje Mehy
KOjHMa je 1 3aycTaBlbame (Kiaca mporeca A ce HazuBa cTabHITHOM y OJIHOCY Ha 3ayCTaBIhabhe
aKo 3a ceaku poniec X € A 1 cBako BpeMe 3aycTabibama 1, 3aycTaBmer nponec X - = Xar
npumaya kiacu A).

Mponec A7 je noroso (F)-mpensums nponec Ha ocioBy [Tponosumuje 2.4y [19] mkonaune
Bapujanyje Haji KOHAUYHMM MHTEpBaaMMa (jep je Kiaca Ipoleca KOHAYHEC Bapujaldje Hajl
KOHAUHMM HHTEpBATMMa CTa0MIIHA Y OIHOCY Ha 3aycTaBmbame); porec C7 je (F)-npesupus,
HenpeKuian nporec, jep 3a maprunranx M, M7 je nonoso maprunran (Teopema 1.39y [19]).

Medunnimja permeHa Map THRTATHOT IPOGJICMa 3a 3ayCTaBJheHe mporece je yseenay [19)].

Hedunnmmja 3.19. ([19]) Pewerve mapitiunzaano? iipobaema 3a aycitias. vene iipouyece, Koju
je apuopyxcen cuciiemuma (o(Yy), YT) u (P, AT, CT vT) je mepa P na uipocitiopy (€2, F)
iiako 0a cy 3a0080smenu caedehiu ycaosiu:

(i) pecitpucyuja Plo(v,) = P,

(ii) apouecY T je cemumapitiunzan naiipociiopy eepoeaitinoha (2, F, F, P) ca kapaxitiepu-
ciiuxama (AT, CT vT) y 0onocy na pynryujy ooceyarsa h.

Tpumep 3.5. ([47]) Heka je par jeopuMeH3nonanan npomec qudysuje Koju 3a10B0JbaBa
jeHauHY

(3.36)

dXt = at(X)dt ‘I— bt(X)th
X() =X

e ¢y z9 € R,a,b : R x R, — R nmate venpekwmine ¢ynkmmje u W je cramgapnan
Bunepos nponec. Taga je X7 nporiec pemema MapTHHraTHOT IPoGIeMa 3a 3ayCTaB/beHe Ipo-
nece, S(o(Xo), XT|e,, AT, CT,0), re je ex Mupakosa enta mepa, A = JAT as(X)dsu
tAT
CF = [ bs(2)bs(X) Tds.O
Y caenehoj npono3unuju je yrBpheHa Beza m3mehy mMapTuHTATHOT Tpo0iIeMa W MapTH-
HTATHOT po0eMa 3a 3aycTaBlbeHe Iporece 3a jeHaunsy (3.31).

TMponosumuja 3.1. ([47]) Hexa je T (F7)-epeme saycimasmarsa, wada cy dsa caedeha
{isphera eKeUBaNeHIIHA:
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(1) mepa P je pewierse mapimunzanroz ipobaema uau P € S(o(Yy), Y|P, A, C,v);

(2) mepa P je pewemwe mapuiunzannoz ipodaema 3a sayciuiasmene upoyece uau P €
S(o(Yy),YT|P, AT, CT V7).

Jlokas: Hekaje BepoBaTHOha P pemieme MapTurranaornpodiemat. P € S(o(Yp), Y|P7 A,
C,v). T je (F/™)-Bpeme 3aycrabmamwa. Ilpouec Y je ceMmMapTHHIan Ha IpoCTOpy
(Q,F, F, P) ca kapakrepuctukama (A, C,v). Ha ocuosy depuummmje 111.2.4y [19] n
YT cemmmapriaran ca kapakrepucrikama (A7, CT, 7). Beposarroha P ocraje ncra. Ha

ocHoBy [lecpunmimje 3.19, BepoBaTHOha P je pereshe MapTHHIATHOT IPOOIeMa 3a 3ayCTaBIbeHe
nponece mmu P € S(o(Yy), Y|P, AT, CT vT).

OOGpHYTO ce jeiHOCTaBHO JIOKa3yje, ako je T = oo, U

Cneneha teopema ycnocraBba Be3y u3Meby peniewa MapTUHraJIHOT npo0Jema 3a 3ayc-
TaBJLCHE TIPOTIECE U C1ab0 JIOKATHOT penicha jefraunne (3.31).

Teopema 3.13. Heka je X € R4 uy(X) iipeosuous gpynkyuonan, T (FtZ’X)—epeMe 3ay-
ciiasmama u (F) = (F;). Taoa cy caedeha Osa iiephersa exsusareHitina:

(1) ckyi objexaitia (2, F, F, P, Xy, Zy, T) je caabo aokaano peuterse jeonayune (3.31),

(2) mepa P je petuerve MapuiliHaiHo iipobaema 3a 3aycitiasmere ipouece uau P €
S(o(Yy),YT|P, AT, CT V7).

Toxka3: Hekasaxuycnos (1). Hekaje ckymoGjekara (2, F, F, P, X, Z;, T') perynapuo cna6o
JiokaHo peniewse jeruaunse (3.31). Ha ocrosy Teopeme 3.4, ckyn o6jekara (2, F, F, P, Xy,
Zy;) je W perynapHo c1abo pelere ucre jeanaunne. Ha ocmoBy Teopeme 3.11 mepa P je
pelnere MapTHEranHor mpoGiema, wir P € S(o(Yy), Y|P, A, C,v). Takohe, Ha ocHOBY
[Tpono3unuje 3.38 ako je 1" crporo Bpeme 3aycrasibamwa (1'je Ha ocHOBY jicunuimje cnado
nokamHor pemewa, (F;)-BpeMe 3aycraBbara), OHA je Mepa P PElicHkhe MapTHHIAIHOT
npo6eMa 3a 3ayCTaB/hLeHE MPOIIECe.

OGpuyro, Heka je P € S(a(Yy), YT|P, AT, O, ") mim neka je Mepa P pemniee Map-
THHTATHOT po0JieMa 3a 3aycTaBiheHe porece. Onjia je Ha ocHoBy [Tponosuimje 3.38, mepa P
pememe MapTrHTaTHOT Ipo6iaemMa. HaocroBy Teopeme 3.11 ckymo6jekara (£2, F, F, P, Xy, Z;)
je perynapro c1a6o pememse jepnaunse (3.31). Kopucretin Teopemy 3.4, axo je T (F7)-
BPEME 3ayCTaB/bakba, [IITO j& 3a/J0BOJHEHO, Tajia je ckymobjekara (2, F, ) P, Xy, Z;, T') cna6o
JIOKAITHO perierse jerraunte (3.31).0

KoHnnent nokanHe jeIMHCTBEHOCTH 32 MAPTHHTAHE IIPOOIeMe je jaun off IojMa "oOudHe "
jenmacrBenoctd. [peu nyr ce yBoju y [19]. OBaj Mopen jeIMHCTBEHOCTH C¢ YBOH 300T
MpoyuaBama alcoNyTHE HENMPEKWIHOCTH U NMATakha CHHTYIAPHOCTH pelleHha MapTUHTATHAX
npoodnema.

Hedummuja 3.20. ([19]) Hexa je uaitipayuja F o6auxa (3.30). Taoa je pewierse mapiiiu-
nzaanoz ipobaema S(o(Yy), Y|P, A, C,v) a0KkaiHo jeOuHCiliBeHO aKko 3a c8aKo CilipozZo
speme 3ayciiasmarba’l ce ceaxa 0sapewersa Pu P’ mapitiunzaanoz ipob.aema 3a 3ayciiias mene

ipoyece S(o(Yy), Y|P, AT, CT  v") tiokaaiiajy na o-anzebpu (F2).
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Hanowmena 3.3, V3 jtokanue jejiMHCTBEHOCTH criejiu c1aba jeuacTBeHocT (ako je 1" = t).

Heka je S(o(Yy), Y|P, A, C, v) maprarransu mpoGieM IpuipyxeH jensadwmad (3.31),
Tajia Baxu jegaakoct F = FZX 1 1a 61 ce foka3ana noKanHa jeluHCTBEHOCT Tpea I0Ka3aTH
Jla ce cBaka jipa peiicka P u () MapTHHraaHor po6ieMa 3a 3ayCraB/baHe IPOIIECE IIOKIIaIajy
na prrrpanuju (F2 )0, Hamve, Baxu ciejicha reopema.

Teopema 3.14. ([47]) Hexa je T citipozo 8peme 3aycitiasmarba. Peuierbe MapitiuHzanHoz ipo-
oaenaS(o(Yy), Y|P, A, C,v) je aokaano jeduncitieeno axo ucamo axojeipoyecY = (Z, X)
cotictisernu y3pok y okeupy ¥, iij. axo saxcu

FZX)7T K F(Z,X)T; FT; P

HNokas: Heka je T' cTporo Bpeme 3aycraBibamba U HeKa je Mepa P JIOKAHO je/JHHCTBECHO
peuiewe maprunransor npotdiema S(o(Yy), Y|P, A, C,v). Ha ocuosy dedunnnmje 3.13 0
cnaboj jemmacTBeHocTr U Hamomewne 3.3 mepa P je cma6o jeuacreena. Ha ocHoBy Teopeme
3.12 cnepu ia je iponiec Y = (Z, X') cONCTBEHN y3POK WITH BAKH

FZX kK F4X. F; P. (3.37)

Kaxo je T (F7 ) -speme 3aycrasmarma 1o je T u (F7 )-Bpeme 3aycrabmama. Ha ocHoBy
Teopeme 1.26 Baxxu
F2X kK FZ2%.Fr; P. (3.38)

360r ycnosa (3.37) u (3.38) Baxu

F(Z,X)T ;< F(Z,X)T; FT, P

OO6pHuyTO, HEKa je T’ cTPOTo BpeMe 3aycTaBibatbha 1 Mepa P peremhe MapTHHTATHOT TTPO-
' 7,X
onema, P € S(o(Yy), Y|P, A, C,v) nedunncana va (F;")°. Ha ocHOBY mpeTHOCTaBKE,
TakBa Mepa P 3a[0BOJbaBa yCIOB Y3pOUHOCTH, Tj. BaXKH

FOX)" « FEXOTFT P oyau
saceako A € (F7X) P(A| FLX) = P(A| Frp).
Ha ocnoBy Teopeme 1.26 npeTxojiHa penaija je eKBUBaJICHTHA ca
FZX < FZX.F; P um

saceako A € (FZX) P(A| F/X)=P(A| F).

eKa TOCTOJ| jOTI jJe[HO PEIICHe MapTHHTAIHOT mpobiema () nedurmcano Ha (Fr ™ )Y C
(FZX). Ha ocrosy Teopeme 3.12 u ITponosummje 1.25 crepu fa je pememne P cnabo jeaus-
CTBEHO W aKO TOCTOJH jOTIT HEKO PEIIeH¢ MAPTUHTATHOT pobuema (), onna je P = () Ha

Z,X ; Z,X\0 Z,X Z,X : Z,X\0
(FZ™). Takobe, Baxupaje (Fr°)? C (Fp™ ) C (FLY ) maje P = Qua (F; ) nmepa
P je nokamHo jeuHCTBEHO pemmietnhe. ]
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Mpumep 3.6. ([47]) Heka je X' mponec pemema MapTHEraaHOT Ipo0ieMa 3a 3aycTaBi-
jene nponece S(o(Xy), X e, AT, CT,0), npugpykeHOr croXacTHukoj AucepeHIujaTHo]
jemnaunan. Tajia je permeme MApTHHTATHOT IPOOIEMA JTOKATHO jJEJMHCTBEHO aKO | CAMO aKO
BaXH

F¥' Lk F¥X",F", PO

Cajta, Kajia je yBeJieH TojaM MapTHHTATHOT IPoOJIeMa 3a 3ayCTaBheHe TPOTece W IeroBe
JIOKAJIHE jeJIMHCTBEHOCTHU, MOXKE c€ HaBecTH u Jlokas Teopeme 3.10.

Jlokas Teopeme 3.10: Heka je ckym oGjekara (2, F, F, P, Xy, Z;,T') perymapuo cia6o
JOKATHO pemiewe jeaHaumHe (3.12). Ha ocHOBY mpeTmocTaBKe TO pelewhe je cnabo je/iuH-
creeno. Ha ocuosy Teopeme 3.4 (2, F, F, P, Xy, Z;) je peryaapHo ciabo pelicH-¢ jejiHauiHe
(3.12). Ha ocuosy [edununmje 3.20 o mokannoj jequncTBeHoctr u Hamomene 3.3, cma6o
pemewe (0, F, F, P, Xy, Z;) je cna6o jepuucreeno. Ha ocuosy Teopeme 3.6 u 3601 crnaGe
JETMHCTBEHOCTH 33/I0BOJHEHO j€

FZX kK F4X. F; P. (3.39)

Axoje T crporo Bpeme 3aycTaBibama (BpeMe 3aycraBibama y OJIHOCY Ha (OUITpanujy (]—"tZ’X)O),
. Z,X . .
oupia je ro u (F;" )-peme 3aycraBbama. Ha ocroBy Teopeme 1.26 penanmja (3.39) je expu-
BAJICHTHA Ca
F2X kK FZ2%.Fp; P. (3.40)

360r penanuja (3.39) u (3.40) Baxkwu f1a je

FZX)7T K F(Z,X)T; FT; P

Z,X
WM CKBUBAJICHTHO 3a cBako A € (F77 ) je

P(A|ft%\77)“():P(A’E/\T>‘

OGpuyTO, HeKa je ckymo0jekara (2, F, F, P, Xy, Z;, T') cnabo TOKAITHO PENICH-E j¢/THA M-
ue (3.12) tie je 1" cTporo BpeMe 3aycTaBbama. Taja je 3aJI0BOIbeHa pelianmja

FEX" | O BT p (3.41)

Ha ocnoy Teopeme 3.4 ckyn o6jekara (2, F, F, P, Xy, Z;) je peryaapHo cna6o peniese.

3at < T penamgja (3.41) nocraje o61uka F?’X |< FZX,F; P, u na ocaoBy Teopeme
1.26, To je exBuBanenTHO ca FZ-X |< FZX: F; P. Ha ocoBy Teopeme 3.6 perymapHo cna6o
peuewe (2, F,F, P, Xy, Z;) jennaumne (3.12) je cnabo jeuHCTBEHO. AKO IOCTOjU JIPYrO
pemee (Q, FZ2X, F/X Q, Xy, Z,) jennaunne (3.12) Beposarrohe P u Q ce noknanajy Ha
(FZX). Ha ocrosy npetnocraBke 1’ je CTPOro BpeMe 3aycTaB/hama H Kako je P crma6o
jeIMHCTBEHO peetbe, oma je P = Q na (F7 )P,

3aT < tpenanuja (3.41) je eKkBUBAJICHTHA Ca F?X = F?X ; Fr; P. Ha ocuoBy Teopeme
1.26, 1o je exBuBaneHTHO ca FZX |< FZX, F; P, u cnmuno ce fokasyje ga je P = Q Ha
(FZ). Makne, reopema je jokazana.]



I'maBa 4

Maprunraina penpe3enranyja

Teopmja MApTHHTATTHE PENPE3CHTANH]E JaTHpa joti off ITOBOT pajia 0 BANICTNMEH3HOHATTHAM
CTOXACTHIKAM HHTETPAJIAMA, a TCOPHja 3a KBaJ[PATHO HHTeTPaGIUTHE MAPTUHIANC j¢ HAaCTANa
npema pajosuma Kyrure (H. Kunita) n BatanaGe. MHOTH 3HaUajHA pe3ysITaTé Ha OBY TEMY
upesenrosanu ¢y y pajgosuma [denamepuja (C. Dellacherie) n Mejepa ([4]). Besy u3meby
CKCTPEMHOCTH MEPE W MapTHHTAIHE PEIPE3CHTAIMje TPBH je poyuaBao [lemariep, a npasy
dopmy u gedurmnm)y nanu cy Kakop u Jop (M. Yor) y cBojum pagosuma ([16, 52]).

4.1 CgBojcTBO MAPTHHTAJIHE penpe3eHTAN]e

[Tpo6aem ofpebuBama MapTHHranHe penpeseHranygje je cnepehn. 3a aTy KonekImjy Map-
THHTaNa (WM JTOKATHAX MApTUHTamia) A, mocTaBba ce MATAE /a JIH Ce MOXKE OfIPE/IATH CKYII
MapTHHraja (Wim JOKaJHUX MAPTUHIaja) KOju CC MOTY IIPE/ICTABUTH KAO CTOXACTUYKH MHTC-
rpasm y ojfHOCy Ha nporece u3 kinace A. [Turame ofpehuBama MapTHHIATHE PEIPE3CHTAIT]E
je m3HeHabyjyhe BaXXHO y pMEHaMa i BEOMa MHTEPECAHTHO Y TEOpHji (PUHAHCH]a, Ha TIPEMED.

Y oBOM jieny IATaH-¢ MAPTHHTAIHE PENPE3CHTAIIH]C j€ TPOMUPEHO U Ha CCMAMAPTHHTAJIC.
Y naureparypu ce Moxke Hahi MHOTO pajioBa O MApTHHTAIHEM penpe3eHTanujama. OBaj KOH-
IENT ce MOKe TIOBE3aTH ca KOHIENTOM CTATHCTUUKE Y3POUHOCTH M €KCTPEMHUM Mepama, O
yemy he OuTy peun y oBOj Ii1aBu.

HMedunnnujad.1. ([52]) Heipexuoan aokaran mapiiunzan X uma MapiiuHzaany peipeseniia-
yujy axo 3a ceaxu (F;X)-noxanan mapiiunzan M, iiociioju (F;*)-iipedsuous ipoyec H itiaxo
0 je 3a0080,beHO

t
M, = My + / H,dX,. (4.1)
0

Heka je U (pecnekrusro K) ckyn Beposarroha na npocropy (£2, F) 3a koje je nponec X
JokanaH mapraarai (peci. Maprunran). Axo je P € U, oupa je (F, P) uajmama 3jiecHa
HenpeKuIHa (PUITPaIja, KOMILTETHA 3a Mepy P, Tako fia je 3afoBomeHo (FX) C (F).

[Mojam excrpemunx Mepa (Jedpunnmuja 1.37) ce MOXKe TOBECTH y Be3y ca CBOJCTBOM Map-
THHTAJTHE PENpE3eHTalje, Ha ITa yKa3yje cieficha Teopema.

74
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Teopemad.l. ([52]) Mepa P je exciipemnay cyity K axo u camo ako mepa P uma mapiiunzanmy
petipeseniuiayyy u (Fo, P) je ipusujanan iipociiop.

Bunepos nporec uma cBOjCTBO MapTHHTAIHE pelpe3eHTaluje, a 1 Buneposa mepa fiyy je
OUWTJICITHO €KCTPEMHA, TIITO CE MOXKE JIOKA3ATH U JIUPEKTHO.

[MpeTxomHa TeopeMa MoXe GUTH mpOIIpeHa ca cKyma K Ha cKyn .

Teopemad.2. ([52]) Mepa P je excitipemna y ckyityU axo u camo ako mepa P uma mapitiunzanmy
peipeseniiayuyy u (Fo, P) je iipusujanan iipociiop.

VY [19] u [51] ce yBoaM reHepanu3anyja nojMa MapTHHTaIHe npe3enTamuje. HamMe, Heka
je mat npocrop (2, F, F;, P), Ha koMe je nedpunncan cemamaptunran Z = {Z;, | t € I}
ca jjokanuum Kapakrepucrukama (A, C, v), y ogHocy Ha HeKy yHKImjy oficenarma h, Z° je
HENPEKUJaH /Ie0 ceMUMapTHHrana Z u i = 17 je ceMumapTiHransa mepa jiccunucanay [19].

CBaku JI0OKanaH MapTHHTAJT ce MOXKE HAIMCATH KA0 CTOXACTUUKA MHTETPAJ Y OJHOCY Ha
Bunepos nporec. Anu, curyanyja je MHOIO KOMIUIMKOBaHM]a 3a IIPOU3BOBHE CEMUMAPTHH-
rajsie. He camo jia je morpe6HO jiechuHncaTy jiBa mHTETpaia, yMecTo je/iHOT (PBH y OJIHOCY Ha
HETIPEKU/IHY JIeO ceMIMapTHHTala, Kao 1 Koy Buneposor 1porieca u ipyry y ojiHOCY Ha Ofro-
Bapajyhy Mepy 3a CKOKOBE CEeMAMApPTUHTANa, Tj. HETOB PEKMWIHA J1¢0), Beh 0Ba mpe3eHTanmja
BaKH CaMo MOJ] YCIOBAMA KOJH €Y IOBE3aHM ca MAPTHHTATTHAM TIPOOIEMOM.

HMedunnnujad.2. ([19])/Jokasanmapiiunzan M umaceojciuiso mapiiunzanme peiipeseniiayuje
y 00HOCY Ha fpouec Z ako je obauka

M=My+H-Z°+Wx(u—v) 4.2)

20e je H iipeosuous iipoyec u uHiliezpan ca 0ecHe Ciipame je CilloXaciiudKu UHiiezpan y 0OHOCy
Ha cay4ajue mepe (Oehunucan je y [19)).

Kao mrro ce moxe yountu [ledpunnimja 4.2 je 6nara renepanuszanyja lepunummje 4.1.

MapruHransa penpeseHranyja je Ouna MHTepeCaHTHA TeMa HAyUHHIIUMA U3 CTOXaCTHIKE
aHaJU3e JOII Off MHOHUPCKUX pafioBa Utoa o punrpanuju Buneposor mpomneca. PesyntaTtu cy
MOKA3aJH fIa je Off KIbYUHOT 3Havaja 32 MpAMEHY Y HeKUM 06JacTiMa HIIp. KOJl HEJTMHEAPHOT
(unTpupama u y puHaHcujckoj MaTeMaTuny. Yak u jjaHac je BeoOMa HHTEPECAHTHA, HAjBUIIIC
360r Be3e ca Maymasunosum (P. Malliavin) pauysom wa Buseposom npocropy.

4.2 Y3pOYHOCT W CBOjCTBO MAPTHHTAJIHE penpe3eHTanuje

CBOjCTBO MapTHHTAIHE PENPE3CHTAIIN]E j€ Be3aHO 3a nojam ¢unrpamuje. Ha jaTom mpo-
cropy BeposatHoha (§2, F, P) ueka cy (G;) u (F;) nse (paznmuunre) dpuarpamuje Koje 3aj10-
BOJbaBajy yoOmuajeHe yeiose u 3a Koje Baxu (G;) C (F;) C (F) 3a cako t. Heka je mporec
M (G,)-apanrupan, Henpexkupan (F; )-T0KanlaH MAPTHHTAJL.
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Y 0OBOM JIeqy Cy IPE3CHTOBAHM PE3YJITATH KOjU CE TUUY KapakTepHu3alyje MapTHHrana
KOjU ¥Majy MapTHHTalHy pelpe3eHTanyujy. Beoma je BaXHO 3HATH Jia 1M je MapTHHIajaHa
penpesenTanuja y ofrocy Ha punrpauujy (F;) win (G;). Toctoju MHOTO IpuMepa Tjie polec
X mma penpesenTanujy y ofHocy Ha (G;), am He u y ofiocy Ha (F3). 360r TOTa je IpApOJTHO
MIOCTABHUTH MATAHE 0 0OPHYTOM TBphewmy: AKo X IMa MapTHHTaTHY peTIpe3eHTAIH]Y Y OTHOCY
Ha (F;) ma mm 1o Baxu u 3a purrpanmjy (G;)? Y ommreMm ciydajy oaroBop je HeraTHBaH.
Cneneha Teopema fiaje ycmoBe Kajia OBO TBphewe Baxku U yTBphyje €KBUBANCHIHU]Y u3Mehy
KOHIIENTa y3POUHOCTH, MAPTHHTAIIHE PENPE3CHTAIjE U OUYBaHkhy CBOjCTBA MAPTUHTATHOCTH.
(yommrreme [Tponosumuje 9 3 [2]).

Mponosumuja 4.1. ([46]) Hexa (F;)-10kasan mapiiunzan X; uma Mapiiunzaany peipe-
seniuiayuyy y oonocy na punitipayujy (Fy). Taoa cy caedeha wiephersa exeusaneniuina:

(1) wpouec X; uma mapitiunzanmy peiipesenitiayujy y oonocy na (Gy);

(2) ceu (G;)-aokaanu mapiunzanu cy (F;)-10KaaHu Mapiiunzaau;

(3) G je coacimieenu yspox y oxkeupy F, wwij. G K G; F; P saxcu.

AKo mporiec X; MMa CBOJCTBO MApTHHTAIHC pempe3cHTanuje y ogaocy Ha (F), oHfa
nocroju (F; )-nokajnan Mapraaran M, Koju je o6uka

t
M, = a+/ H,dX,,
0

rie je a € Ru H je (F;)-npensuus nponec. CImuHo, ako Iporec Xy MMa CBOjCTBO Map-
THHTATHE pernpeseHTanuje y opHocy Ha (G:), Tama ce (Gp)-mokaman Mapraran N; MoOxe
TIPEJICTABATH Y OOIAKY

t
Nt:b+/ K,dX,,
0

e je b € Ru K je (G;)-npeaBuuB mporiec.

Hokas: Tlpsu geo [Nponosumuje, ckpuBancunmja n3mehy ycmosa (1) m (2) je mokaszana y
[Mponosumuju 9 y [2]. ok je apyru neo tBphera, ekBuBaicHnuja u3mehy ycnosa (2) u (3)
mokasana y Teopemn 2.3.

Cnenehn pesynrat je reHepamusanuja [Iponosummje 4.1. Tlpenmsnuje, aTa je renepa-
J@3anyja MOBE3aHOCTH W3Mehy MapTHHTANHE penpe3cHTaldje W OUyBama CBOjCTBA CEMU-
MapTUHTATHOCTH Y OJJHOCY Ha pusiTparje.

Teopema 4.3. ([46]) Hexa (F;)-10kanan mapiviunzan X, uma mapiiunzaimy peipeseninayujy
y oonocy na (F;). Taoa cy caedeha dsa iispherba exsusareHitiHa:

(1) apouec X, uma mapiiunzaany peipeseniiayujy y oonocy na (Gy);

(2) csaku (Gy)-cemumapiniunzan je u (F;)-cemumapiiunzaa.
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Joka3: Heka uponec X; uma maprudranny penpescuranujy y oguocy Ha (G;). Taja Ha
ocuoy [Tponosuimje 4.1 cBu (G, )-nokanuu mapruaran cy (F; )-JTOKaJTHA MAP THHTAJTH ¥ CBAKH
JIOKAJIaH MapTHHTAJ OBE B¢ (DMIITPAI|je MMa MAPTHHTAJIHY PEIPE3CHTAIH]Y

t
M, =EMy | F)=a +/ H,dX, yonuocy na (F;),
0

t
N;=E(Ny | G:)=b +/ K,dX, yonsocy Ha punrpanyjy (G;).
0

OunrsepHo je, upouec V; (G;) u (F;)-nokanan mapranrai, a 36or [ponosuiuje 4.1 Baxku
G |< G;F; P. Hexa je Z; (G;)-cemumaprunran umja je gekomnosunuja Z; = M; + Ay, tie
je M, nokaman mapruaran u A, je mponec Konaune Bapujanuje. [Iporec Bapujammje Var(A;)

nporeca A; je iepurucan ca
i+ 1 1
(%) Gl
n n

Kaxko je mporec A; mporiec KOHauHe BapHjarije KCTOBPEMEHO 1y OfiHoCy Ha (G;) 1y OfHOCY Ha
(F:) OH je CKOpO M3BECHO KOHAUAH 3a CKOPO CBAKO ¢ 1 pacTyhn y offHOCY Ha 06¢ (miTpanje.
Makne, Z; je(F;)-ceMAMapTHHIAIL.

Var(A;) = lim Z

n—00
0<i<nt

OGpuyT0, Heka cy (G;)-ceMuMapTHHT A HCTOBpeMeHO 1 (F; )-cemumaptuarami. Tphe-

¢ BasKM 1 3 JIOKATHE MapTHHTale, 114 j¢ JaKIe, 33/l0BOJheHa i TeopeMa (BujieTd [Ipomo3nimjy
4.1). O

Crienieha ekBUBANCHIH]A j¢ BPE/IHA TTAXKH-E.
Teopema 4.4. ([46]) Hexa iipoyec M uma mapitiunzaany peipeseniiayujy y 00HOCy Ha ¢pua-
wpauujy (F;). Caeoeha iwiephera cy exeusaneHiina:
(1) (G:) je coiicitisenu yapox y okeupy (Fi) uau saxwu G K G; F; P;
(2) csaxu (G;)-mapiiunzaa je neiipexuoar (F;)-cemumapiiunzan.

Jloka3: Heka je 3a/10Bo/beHA IPETIOCTAaBKA fla Iporiec M, IMa MapTUHTATTHY PETPE3CHTAIA]Y
y ofHocy Ha (F;) Tj. IOCTOj| NpeNBUIMB Iporec H 3a Koju BaxKH Jia je

t
M, = M, —i—/ H,dX,
0

1 Heka je 3a70Boibeo G < G F; P, 360r uumcnnrge jia je (G;) CONCTBCHA Y3POK, 3a CBAKO
A € (Goo) MOpa f1a BaxKu
P(A|G)=PA|F). (4.3)

Heka je N, (G;)-maprumran. Tapa je Ny = E(Ny | G¢). 360r (4.3) Baxu j1a je 3a CBako
A€ (Gx)
E(xa|Gi) = E(xal| F),
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nimn

E(Nw | Gi) = E(N& | F1).

Makne, Ny je (G;) u (F;)-Maprunaran, na Ha ocoBy [Iponosunuje 4.1 u [ocnepuue 2.1, M
FIMa CBOjCTBO MAapTUHIaNHe penpe3eHTanuje y ogaocy Ha (G, ). Tana ceaku (G;)-Maptuaran [V
MOXe OMTH HallMCaH Kao

t
Nt = E(Noo | gt> = C—|—/ gOudMu,
0

e je ¢ € R u p je upeasupus npouec y ogsocy Ha dunrpanmjy (G,). Makae, Ny Moxe Ouru
HAIMCAH K0 CTOXACTHUKM MHTErPal y OAHOCY Ha M, 1a je m3 TOT pasjiora TO HENPEKHjIaH
(F;)-MapTHHIaJ, a CAMHM THM 1 HepeKujian (F; )-ceMAMapTHHT A

O6puyro, Heka je N; (G;)-maprunran u wenpeknjian (F;)-cemumaruaran. Ha ocHoBy
npernocraBke Ny ce MOXKe HAICATH Kao

t
N, = c+/ wsdM + Ay,
0

cac € R, pje (F;)-upenusmus nponec u A je (F;)-afantupan, HeIPEKujIaH MPONEC KOHAUHE
Bapujarmje.

Tajyia, kako je nponec M wenpekmpan, npouec [N, M|, = fot psd(M, M) je nenpexujian
u (G;)-apantupan. Tajma ce Moxe m3aGparu nporec ¢ = d[N, M]/d{M, M) koju je(G;)-
upeasupus. Takne, N, — (c + fg godes> je (G;) menpekupan MapTuHran, jefHak A, a 1o
je nporec konauHe Bapujarmje. OBo nosnaun ja je A = 0. Ilponec /V; uMa MapTHHraJIHY
penpesenTanujy y opsocy Ha punrpanuje (F;) u (Gy).

Taya na ocaosy [ponosummje 4.1 cineu fa csu (G, )-Mapruaran jecy u (F; )-Map THHTJIH,

u Ha ocHoBy [Tocnenmume 2.1 (G;) je concrBenn y3pok, mmu Baxku y3pounoct G |< G; F; P.
HNaxue, rBpheme Baxku.[]

Crneneha Teopema nokasyje fia je CTaTUCTHUKA Y3pOUHOCT OMTHA IPETIOCTaBKa Kajia ce
TOKa3yje MHBapUjaHTHOCT MEpe KOJI MApTHHTATHE PENPE3eHTAIH]C.

Teopema 4.5. ([46]) Hexa cy (Gi) u (F:) uaitipayuje na mep.wusom iipociiopy (2, F) u P u
Q cy seposaitinohe na uaitipayuju (F;) koje 3a0osomasajy oa je Q < P ca tipomermuson

P koja je (Goo )-Mepusa. Heka je 3a0osomen ycaos G |< G; F; P. Taoa cy caedeha 0ea

{iepherba eKeUBANEHIIHA:

(1) Ipoyec X uma ceojcitieo mapimiunzaane peipeseniiayuje y oonocy Ha (Fi, P);

(2) Ipoyec X uma ceojcitiso mapiniunzaane peipesenitayuje y oonocy na (F, Q).

Jlokas: Heka je 3aoBommena y3pounoct G < G; F; P u meka X nMa CBOjCTBO MAapTHHTaJTHE
peupescnranuje y ognocy Ha (F;, P). Ha ocaosy [Tponozunuje 4.1 u ITocnepuue 2.1 je

t
M, = Ep(My | F2) = mg +/ H,dP(X,).
0
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360r ycnosa Q < P moxe ce aedpunncaru Pajon-Hukopumos (J. Radon, O. Nikodym)
301 L(00) = dQ/dP xoju je (G )-MepibuBa cilyuajua npomenbusa. Heka je gedunncan
maprunaran L(t) = Ep(L(co) | F;). Tanaje
ML, = Ep(Mx | Ft)Ep(L(c0) | F2)
dQ

= EP(MOOL(oo)|]:t):xO+/ H,dP(X,)==.
0 P

Haxme, Baxn

d
M, = LtlE(Mood—g | F) = Eo(My | F).

Ha OCHOBY IOCIICTHHET TpreH)a X nMma CBOj CTBO MapTHHTAaJTHC perCSCHTaHI/Ije Y OTHOCY
Ha (Fb Q)

O6puyTo0, Heka je 3aoBombeHo G |< G;F; P u meka X MMa CBOjCTBO MapTHHTAIHE
penpescHTanmje y ogHocy Ha (F, (). 360r y3pounoctr 3a cBako A € (G ) Bakn

P(A|gt):P(A|-7:t)-

Takohe, X wma maprunrainy penpesenranujy y ogaocy Ha (F;, Q) wiu Baxu
t
0
Tapa je

d d
M, = Eo(Ma | F) = Ly BOML 52 | F) = L E(M 52 | G,)

G oo )-MEPIHHBHL,

: Q
[Tocnenmu Kopak Basku 300T MPETIOCTABILEHE Y3POUHOCTH, jep Moo 1 pY (

Ha kpajy je
My, = Ly'E(Le | G)E(Mw | Gi) = L; ' E(Loo | 1) E(Mw | F)

t
— E(Ma | F) =20+ / H,dP(X,).0
0

4.3 Y3pouHOCT M MAPTHHIAJIHA peNpe3eHTaHja CJIAduX peulenha
CTOXACTHYKHUX () epeHnnjaHNX jeHAYNHA

Y oBOM Jieny ce pa3MaTpa Be3a u3Meby cnabux pemema cCTOXacTHUKIX AU ePEeHINjaTHIX
jeMHaUnHa ¥ CBOJCTBA MapPTUHTANHE pEeNpe3eHTAIHje.

Hexkaje (2, F, F;, P)upocrop BepoBaTHOha ca (U TpaIiijoM Ha KOME j¢ Jie(hMHICAH CCMU-

mapruHran Z ca kapakrepucrukama (A, C, v). TIpBo cy fate jefHauMMHE KOje CY TCHEPUCAHE
Buneposum nmponecom.
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Heka je jaTa croxacruuka judepeHnujansa jejiHaunHa

{ dX; = a,(X)dt + by (X)dW, (4.4)

Xo=n

rjie je W Bunepos nporec u koeduiujeHtu a,, by cy y3pounu pynkuuonanu. Haume, Baxn
caepeha reopema.

Teopemad.6. ([46]) Hekaje (2, F, Fi, P, Xy, W;) caabo pewerse jeonauune (4.4). Taoa ceaku
mapuiunzan M, koju je aoauiiuupan y 00HOCY Ha PUATUPAYU]Y KOja je UHOYKOBAHA UPOUECOM
peuierva X, UMa MAPTIUHZAAHY Pelipe3eHIalUfy U Moxce ce peOCilasuiiii Ha caedehu HavuH

t
M, = My + / H,dX,, (4.5)
0

20e je H, (F{X)-iipedsuous iipouec axo u camo ako je X; coiicilienit y3poK ua ako 8axcu
FXk FX;F; P.

Toxka3s: Hekaje (2, F, F, P, Xi, W;) cnaGo pemerse jepnaunne (4.4). Takobe, Heka je nporec
M, o6nuka (4.5) mim eKBUBANCHTHO Tporiec X MMa MapTHHTATHY penpesenTanyjy. Tana, Ha
ocHoBy [ledunummje 4.2, nporiec X je HeNmpeKujIaH nokanad Maptuarai. MugykoBana mepa P
nporieca X Takohe mMa CBOjCTBO MapTHHTANHE penpe3eHTanmje. [{akme, Ha ocHOBY Teopeme
4.1, mepa P je excrpemna Ha dunrpamuju (F- ) y ckymy U (a To je ckyl cBuX BepoBaTHOha
ua npocropy (£2, F) 3a Koje je 3aj0BObEHO Jia je npornec X JIOKajaH MapTHHIal Ha Mpo-
cropy (2, F, F;, P)). Ha ocuosy Teopeme 4.4y ([41]) cnabo pememe (2, F, Fy, P, Xy, Wy)
jenaunne (4.4) je cnabo jemuHcTBEHO M Ha OcHOBY Teopeme 5.9y [31] mponec X, je corncrBenu
Y3pOK I €KBHBATIEHTHO Baxu y3pounoct FX kK FX; F; P.

OO6pHyTO, HEKa je mporec X; CONCTBEHH Y3POK WM CKBUBAJICHTHO HEKA j€ 3a/J0BOJHCHA
penamuja FX |< FX; F; P 3a cna6o pememe (2, F, F;, P, Xy, W;) jennaunse (4.4). Ha
ocuoy Teopeme 5.9 u3 [31], 360r concrBene y3pousocTu nponeca X; peicwe je cnabo
jemmucreeno.  [lakme, Ha ocHoBy Teopeme 4.4 w3 [41] mepa P ma dunrpamuju (FX) je
ekcrpeMHa Mehy cBEM Mepama 3a Koje je nporec X pemnieie jenuaunne (4.4). 36or Teopeme
4.2 Mepa P iMa cBOjCTBO MapTHHTaJIHe penpesenTanyje Ha (- ) una cpaku (F;X, P)-nokanan
mapturran M ce Moxe npejicrasutu y oomuky M = H - X, e je H (FX, P)-npeasunus
TMPOIIEC, @ CTOXACTHIKA MHTETPAJ je y OJTHOCY Ha Mepy P win

t
M, = M, +/ H,dX,
0

riie je My = 0. [Makne, Ha ocHOBY [ledurnmmje 4.1 nporec X WMa MapTHHTATHY PENPE3CHTA-
mjy. [

Crnenehm xopak jecte reHepanm3aindja OBE TEOPEME, Tj. IOKYINAj la € MapTUHTATHA
pemnpe3eHTanmja T0BeJe Y BE3y ca y3pouHoIThy 1 3a penieHha CTOXaCTHIKAX U EePCHITjATHAX
jeMHaUnHA KOje Cy TCHEPHUCAHE OMIITH]AM MPOIECAMA, Tj. CEMAMAPTHHTATTAMA.
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Heka je mara croxacruuka judepeHiyjaina jej[HaunHa Koja je reHepucaHa CeMUMapTH-
uranuma (Bupu [18]), koja je o0mka

{ dX; = u(X)dZ, 46)

X():O

e je Z; m-umensnonanan cemamaprunrai (ca Zg = 0),u(X) je (n X m)-mumensnonanasx,
(F7)-npensupus nponec 1 X, je mporec pelerba.

Hekaje Y = (Z, X) pame (m + n)-quMeH3MOHaNaH IPOIIEC KOJI KOTa Cy MPBE 1M (peciek-
THBHO MOCIIC/IHAX 1) KOOPAMHATE YCTBAPH KOOPAMHATE Mpotieca Z (PeCIeKTHBHO Off polieca
X). Tana Baxku cienicha Teopema.

Teopema 4.7. ([46]) Hexa je (U, F,F;, P, Xy, Z;) caabo pewerme ciioxacitiuuke Ougpe-
peHyujanre jeOHaqure (4.6). Taoa ceaxu mapiiunzan M, koju je adaiiiiupan y 0OHOCY Ha
uaitipayujy koja je unoykosana ipoyecuma (Zy, Xy) uma mapiiunzanry peipeseHiiayujy u
MOdce ce tpedciuasuiiiu y 00auxy

t
Mt:MO+/ H.,dY;
0

20¢je H, (.7-",52 X P)-iipeosuous iipouec axo u camo axo je (Zy, X;) coliciuisenu y3pok, iij. axko
saxcu peaayuja yapounociiu F4~ < F2X, F; P.

Jlokas: Hekaje (2, F, F;, P, X, Z;) cnabo pemieme croXxacTHuke audepeHImjaate jejiHa-
unHe (4.6). Tapa cBaku MapTuHTan M, AiMa MapTHHTANHY pernpe3enTanyjy. Ipyrum peunma,
cBakM MapTHHTaN M, KOju je ajaliTupaH y OfHOCY Ha (pUITpanyjy Koja je HHIyKOBaHa Iporie-
cuma (Z;, X¢), MOXE Ce IPEJICTABATH Y OOJIHKY

t
Mt = MO +/ HdeS,
0

3a ofiroBapajyhu (ﬂZ’X)—npenBHnHB npornec f;. Tama mepa P koja je neduHmcaHa Ha

(FZX), y opsocy Ha KOjy je H3BpIICHA CTOXACTHUKA MHTETPAIja, TAKOhE MMa MAPTHHIAIHY

penpesentamujy. Ha ocaoBy Teopeme 4.1, P je ekcTpeMHa Mepa Ha CKyIy CBHX Mepa 3a Koje

cy nednnmcann Mapriaramn oomuka M, = P(A | FZX). Taj ckyn je (FZX). Hanme, 3a
Z,X

nponec M; € (F) Baxu

E(Mw | FPY) = B(P(A|FEZ5) | FPN) = B(BE(1a | FZ%) | F77Y)
= E(14 -7:oZ<§X mj:tZX) = P(A| -7:tZ’X) = M,,

nakne, M, je (F/~)-maprunran. Taka ckyn mepa je o3HaueH ca K. CKyll reHepuca
nponecuma M; je yersapu (FZX) jep je To MuBIManHa punTpanmja Ha Kojoj je AepuHucano
cnabo pemerse jeaaunne (4.6). Ha ocaoBy Teopeme 4.3 u Teopeme 4.4y [41] mepa P je cna6o
JEMMHCTBCHO pemene jenaaune (4.6), omakite cnemu aa je (Z;, X;) CONCTBCHN y3POK WA BasKH
penaiyja

FZX kK F4X. F; P.
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OO6pHYTO, HEKa je 3a0BobeHa y3pounoct FZX |< FZX:F;: P. Tapa, je Ha OcHOBY
Teopeme 4.3 u Teopeme 4.4 y [41] cna6o pemewe (2, F, Fy, P, X, Z;) croxacruuke juce-
peHnmjanue jenHaunne (4.6) cnado jepuncreno Ha punrpanuju (F2X ) nmepa P je ekcrpemua
3a CBAaKO CI1a00 PEIICHE.

U3 yspounocrn F2X |< FZX:F; P, cnepu na je dunrpangja (EZ’X) TeHeprcaHa Ha
cnefiehn HaunH ftZ’X = F; N FZX uenementn dunrpanmuje (.7-",52 ’X) Cy MapTHHTalI! 00NAKa
M; = P(A | F). Hpernocraska F4X k< FZ4X; F; P je eksupaneHTHa ca

sacako A € (FZX)  P(A|F/)=P(A| F).

Mepa P je excrpemua u iepunucana Ha (F2X), na va ocroBy Teopeme 4.1 cenm ja mepa P
¥Ma MapTHHTaHy penpeseHTanyjy Ha (F2X) umn ceakn (FY , P)-noxanan maprunran M ce
Moxe Hanmcath y o6muky M = H - Y, e je H (F), P)-Ipensuius Opoliec A CTOXacTHIKA
uHTErpanyja je y oguocy Ha mepy P. [akne, npouec Y; = (Z;, X;) uma maprusranny
penpesenTanyjy. L

Ha ocHOBY cBOjcTBa MapTHHTATHE pENIPE3CHTAlje CBAKM MAPTHHI AT OArOBapajyhe ¢ui-
Tpanygje Moxe OUTH jJEeJAHCTBEHO HPEJCTAB/bEH KA0 CTOXACTUUKM MHTETpal y OfHOCY Ha
JOKalaH MapTHHTal, 3a ofiroBapajyhu npepsuaus mponec. OBaj KOHIENT MMa IPUMEHY Y
CTOXACTHUKO] KOHTPOIIH, (PUITPUPALY U Y IOCIE/IHE BPEME Y EKOHOMU]Y TPrOBaa aKijjama.

HajBaxxuuju npumep MapTuHranse penpesenranyje je Bunepos nporec. Ogjie cy npe3e-
HTOBAHU NPUMEPH JOKATHAX MApTHHTANa, Udje TPajeKTOpHje MMajy CKOKOBE U KOJH UMajy
MapTHHTJTHY PEIPE3CHTAIH]Y.

Ipumep 4.1. ( [51]) Heka je nara crpykrypra jeaaunna Emepuja (M. Emery) (Bupern [51])
t
dX, Xy —t = / HydX; (4.7)
0

3akoje je Xo = O mkomnensarop (compensator)on [X, X, je mpouec A; = . Heka je mara

jenunaunua (4.7) koja je cajia jara y popmu Koja nojiceha Ha jjucpepeHIumjanHy jejHaunHy
C 063upom, J1a join yBeK HHje Jie(UHACAH TIPOCTOpP BepoBaTHOhA, jefiHA MOTYh HAaUnH
uHTepnperanyje jenHaunHe (4.8) je mpeko cmabor pemema. To 3HAUM 1a MOCTOJH MPO-
crop BepoBaTHOha ca unrparmjom (2, F, F;, P) xoju 3aj0BohaBa yoOUIajeHe XHIIOTE3¢ H
JoKajiaH MapTunran X Koju 3aj10Bo/basa jejiHaunny (4.8). Ako je periethe c1a0o je/JMHCTBEHO,

mITO 3HauM j1a ako ¢y X m Y pemiewa jepuaunne (4.8), taga nponecu X u Y umajy mcre
pacnoiene. Ha ocuosy Teopeme 4.3 u3 [41] cnenm pa je (X, [ X, X ;) concreenu y3pok.

AKo je ¢ adpuna dpynKIEja o6muKa ¢(x) = « + [z jennaunna (4.8) mocraje
dlX, X]e = dt + (a + BX;-)d Xy, (4.9)
ukajaje # = 0(4.9) nocraje

d[X, X, = dt + adX,. (4.10)
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Kapa je u @ = 0 npouec X je cranpapyian Busepos npouec u va ocaoy Teopeme 4.3 u3 [41]
nponec X je concTBenu y3pok. [lame, Ha ocHOBY Teopeme 4.1 npomnec X; iMa MapTHHTAJIHY
perpe3eHTanyjy.

Baa =1, = 0 jennaunna (4.8) je obnuka

Kaxko je X maptunran koHause Bapujammje, AX; = 1, orga nponec X mMa caMO CKOKOBE
Koju cy yBek Benmunne 1. Heka je X; = N, — t xomnenzoas [Toaconos nporec. [Tpomnec X
3aJI0BOJhbaBa jeTHAUMHY, a 300T crabe jeTHICTBEHOCTH TO j€ TPOIEC KOjH je COTCTBEHN Y3POK
1 Ha ocHOBY Teopeme 4.1 mMa MapTHHTANHY PENPE3CHTAIN]Y y OJJHOCY HA CBOjY IIPUPOJHY

unTpammjy.

4.4 Y3pOYHOCT M MAPTHHIAIHA PeNpe3eHTaNlja pememha
MapPTHHTAIHOT MPo6JiemMa

CBOjCTBO MapTHHTANHE PENPe3CHTAIH]e je GIUCKO TTOBE3aHO ca MAPTHHTATHAM TMPO0Ie-
MOM. 3amcra, YBEK Kajia je Mepa P jeJUHCTBCHO PCIICH:¢ MAPTHHTATHOT IPO0JIEMa, KOjH je
osuauencaS(o(Yp), Y|P, A, C, v) (noraumja je npeyzeraus [16]), mepa P je curypHo ekcrpe-
MHA Ha OBOM CKyIy. [laKie, CBH CIIyUajeBH jeJIMHCTBEHOCTH BOJIC KA CBOJCTBY MAPTHHIAHE
penpeserTanyje (Bupu [19] u [41]).

Oga Be3a jjaje HellITo Jipyrauujy Teopemy off pe3yarara u3 IPETXOHOT Ojie/bKa U BaXH 3a
cBe mokairse Maprunrane M = {M;,t € I}.

[Morcehama paju, nporec Z je cemumapTurran (ca modeTHuM yeaosom Zg = 0), X je
mporec pemetba, Y = (Z, X). Tlouernn ycios je na je (F/) nog-c-anreGpa on (F)) u
P|pz = P je pecrpuxumja mepe P na (F7). Tapa Baxu ciejicha Teopema.

Teopema 4.8. ([46]) Heka je iipoyec Y peuerse Mapitiunzaanoz ipobaema, y3 apeiiiiiocitiasky
(F) = (Foor). Taoa cy caedeha 06a iwispherva ekeusaneHIiHa:

(1) Ceaxu a0Kanan MapiiuHzZan umMa MApIIUHZAAHY peiipe3eHitiayLjy y 00HOCY Ha iipouec
Y, uax witia euwe (Fo) je cadpicana y o-aazebpu koja je Zenepucana ca (FZ) u ckyiiosuma
P-mepe nyaa uz o-anzebpe (F).

(2) MpouecY je coiicitieenu y3pox y oxeupy F uau eaxcu peaayuja F¥ < FY; F; P.

Hloka3s: [IpBo, Heka je 3aj0BO/beHA IPETIIOCTABKA J1a CBA JIOKATHA MApTHHT AT KIMa]y CBOjCTBO
MapTuHranHe penpesenramuje. Tana, Ha ocHOBY Teopeme 4.29 u3 [19] mepa P je ekcrpemna
y CKyIly CBUX Mepa Koje cy pemiewa Maprunranuor npobdiema S(o(Yp), Y|P, A, C,v). Ha
ocuoBy Teopeme 5.4y [41], Y = (Z, X) je concrBenu y3pok, 1ITo je 1 TpeOao T0Ka3aTH.

OOGpHYTO, HEKa je 3aj0BOJbeHa IpeTnocTaBKa ia je Y = (Z, X) concrBenn y3pok win (Ha
ocuoBy Teopeme 4.3y [41]) ckynoGjekara (€2, F, Fy, P, Xy, Z;) je cnaGo jeIMHCTBEHO PEIICH-E
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jennaumne (4.6). Kopucrehu Teopemy 5.4 u3 [41] moxe ce 3akibyunTu ia je Mepa I eKCTpeMHO
petiese MapTarraiHor npodiema, 1j. P € S(o(Yy), Y|P, A, C,v).

Yxkomuko Mepa P HeMa CBOjCTBO MApPTUHTATTHE PENPE3CHTaIM]e Tajia je, Ha ocHOBY [Tocie-
mane 4.27 w3 [19], nponec M HerpuBHjanaH, OTPAaHMUCH MAPTHHTAJ Ca TOUCTHUM YCIOBOM
My = 0 u moxe ce npernocrasuty fa je |M| < 1. Axo, ¢ apyre crpane, o-anrepa (Fp)
HHje cafipXaHa y o-aireOpH Koja je reHepucana ca o (Yy) u ckynosuma P-mepe Hyia u3 (F)
ompla moctoju ckym A € (Fy) 3a xoju Baxkn 1a P(A | o(Yp)) HEje cKOpo H3BECHO jeTHAKO
uHuKaTop QyHKmju Y 4 gorabaja A. Hekaje My = xa — P(A | 0(Yp)),3acBakot € R,
naksie M je maprunrai ca yeimosom | M| < 1.

Koncrpyncan je maprunaran N = 1 + M xoju 3aoBommaBa 0 < N < 2. Heka Baxnu
E(N;) = 1,3acBakot € Ry u P(Ny = 1) < 1. Takne, Q1(dw) = P(dw)Ny(w)
nedunmine HOBY BepoBaTHohy (1 Ha ipoctopy (€2, F) mna ocroBy Teopeme 3.24y [19] nponec
Y je QQ1-ceMumapTHHIan ca okanHuM Kapakrepucrakama (A, C, v). Yak mira BUIe Baxd fja
je E(Ny | 0(Yy)) = E(Ng | 0(Yy)) = 1, Ha OCHOBY KOHCTPYKIIHj€, Tla PECTPHUKIja MEpe
Q1 Ha (F7) je jemmara mepn P 1 cxomo Tome je Q1 € S(a(Yp), Y|P, A, C, v). Konauro,
Q1 # P3Gor P{N, = 1} < 1.

Cmiano, ako je N' = 1 — M, omfa Qo(dw) = P(dw)N/ (w) nedunmme pemene
MapruaramHor npobnema Qo € S(o(Yy), Y|P, A, C,v)u@Qy # P. Kakoje N + N’ = 2,3a
ceako A € F Baxkuaje

Qu(A) + Qu(A) = / Now () P(dw) / N ( — BE(Nala) + E(NL L)
= ) E(14)+ E(N.)E(14) = P(A) + P(A) =2P(A).

Nakne, P(A) = 3(Q1(A) + Q2(A)) n cnabo pemewe (Q, F, Fy, P, Xy, Z,) muje cnabo
jenHcTBeHo 1 Ha 0cHOBY Teopeme 4.3 u3 [41] To joBoju 10 KonTpajukimje. [
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Summary

Theory of statistical causality, stochastic
differential equations and martingale
representation property

One of the important and basic goals of science is to establish cause-effect re-
lations between events. Many discussions were about the concept of causality and
how it can be measured. The concept of Granger’s causality (Granger, 1969) is very
well known in economy and it can be applied in researches. Granger’s definition of
causality is based on the idea that the present and the future cannot effect the past.
About the concept of causality have been discussed for a very long time in all areas
of science. In last decade we are dealing with a significant progress.

Today, a concept of causality have a wide application in physical, biological and
social sciences, history, medicine, especially in epidemiology, economy and etc.

The area of research of this Phd dissertation is statistical theory of causality
and its application on weak solutions of stochastic differential equations and mar-
tingale representation property. It have been shown that this concept of causality is
equivalent with the concept of weak uniqueness of weak solutions for the stochastic
differential equations and extremal solutions of the martingale problem. This con-
cept of causality can be characterized with stopping times and its connection with
extremal solution of the stopped martingale problem can be proved, as well as with
locally unique weak local solutions.

The concept of causality can be related to the theory of martingales, too. Namely,
this concept can be connected with the preservation of the martingale property,
orthogonal martingales, stable subspaces as well as with martingale representation
property, which have an application, especially in financial mathematics.

In Chapter 1 are given basic definitions from the theory of probability, stochastic
processes and an overview of some properties. There are also given definitions of
martingales, semimartingales and stochastic integration relative to semimartingales.
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In this Chapter is given definition of strong solutions of stochastic differential equa-
tions relative to semimartingales, while the definition of weak solution is introduced
in Chapter 3. At the end is given definition of causality, which is introduced by
P. A.Mykland in [32], and the upgraded form that is used in this dissertation is
given by Lj. Petrovi¢ in ([11]). And at the end the given definition of causality is
characterized with stopping times. Some basic properties of this various concepts of
causality are given.

In Chapter 2 is shown how the concept of statistical causality can be applied
in Theory of martingales. The martingale property is a property that depends to
filtrations and when the information c-algebra increases the preservation of that
property is strongly connected to the concept of causality.

There can be, also established equivalence between the concept of causality and
orthogonality of martingales (see [64]). The same can be proved for local martingales
and stopped local martingales, too. The concept of causality can be connected with
stable subspaces which contains right continuous modifications of the martingales
of the form M, = P(A | F;) (see [44]).

In Chapter 3 are given definitions of weak solutions for different types of stochas-
tic differential equations driven with semimartingales. Namely, the given concept of
causality is equivalent with weak uniqueness of weak solutions (see [39]). The weak
solutions can be characterized with stopping times, so here is investigated connec-
tion between local uniqueness for local weak solutions and the concept of causality
with stopping times. Here is also, considered the other approach in solving stochas-
tic differential equations, the martingale problem and the results shows that there
can be established an equivalence between extremal solution of martingale problem
and the concept of causality (see [41]).

In Chapter 4 is considered a connection between the causality concept and mar-
tingale representation property relative to different filtrations with special reference
relative to already known results. The given results can be then applied to weak
solutions of stochastic differential equations driven with semimartingales as well as
to martingale problem which is associated to the given equation.

Some parts of this Phd dissertation are published in scientific journals (see [39,
41, 44, 64]).
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