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I1pearosop

OBa JOKTOpPCKA JIUcepTalifja jeé MPOUCTEKIAa KAaO PEe3yJTaT BHIIETOIUIIHET
pana moj MeHTopcTBOM Jp MupocnaBa IlerpoBuha, pemoBHor mpodecopa Ha
[IpuponHo-maTemaTuukoM GakynaTeTy YHUBep3uTeTa y Kparyjesiy.

Tema ucTpaxuBama JOKTOPCKE TUCEpTAlje je KapaKTepusaluja eKkcTpeMan-
HUX rpadoBa y pa3IUIUTUM Kilacama moBe3aHux rpadosa. Ilox excrpemanHum
rpadoBuMa noapasymeBajy ce rpadOBU ca MUHUMAJIHOM HajMambOM KapaKTepH-
CTUYHOM BpEIHOIINY, MAKCUMAIIHUM MHJIEKCOM WM MAKCHUMAJTHUM PACIIOHOM Yy
onpehenum kaacama rpadosa. Y 0BOj TOKTOPCKO] AUCEPTAIM]U PE3YITATH CY J10-
OujeHU y Ki1acaMma MoBe3aHux rpadosa ca pUKcHpaHuM OpojeM YBOpPOBA U IpaHa
(y x1acaMa YHUIUKIAYHUX, OMIUKINYHUX, TPULUKIUYHUX, TETPALUKINYHUX U
MEHTAIMKINYHUX TpadoBa), y KIaCH KakTyca ca (PUKCUpAaHUM OpojeM YBOPOBA
1 puKcUpaHUM OPOjeM KOHTYpa Kao M y KJIACH KaKTyca ca (GUKCUpaHUM OpojemM
YBOPOBA.

VY nepuony ox 2007. mo 2011. roguHe pe3yaTaTd OBOT UCTpakMBama 00ja-
BJbEHU Cy y OKBUpPY IpojekTa Teopuja rpadoBa U MAaTEMAaTHUKO MPOTPAMUPAIHE
ca mpuMEHaMa y XeMHUjU U TeXHUYKUM Haykama (puHaHCUpaHOT Of cTpaHe Mu-
HuctapcrBa Hayke PemmyOonuke CpOuje) moa pykoBOJCTBOM akagemuka J{paroina
[IBerkoBuha, a 3atum o 2011. roguHe y okBupy mpojekra Teopuja rpadoBa u
MaTeMaTHUKO MMPOTrpaMUpame ca MpUMeHaMa Yy XeMUJU U pauyHapcTBy (puHaH-
CHUpaHOT OJ1 cTpaHe MuHHCTapcTBa mpocBeTe U Hayke Penybnuke Cpbuje) mon
pykoBojicTBoM mpodecopa np Crobomana Cumuha.

OBOM IPUITMKOM TTOCEOHO C€ 3aXBaJbyjeM CBOM MeHTOpPY Ap Mupocnasy Ile-
TpoBuhy Ha CTPY4YHO] MOMONM M BEIUKO] MOAPIIIM KOJy MM j€ CBAKOJIHEBHO
MPYXKAa0 OJI MOYETKA Hallle capa/iibe. 3aXBATHOCT IyTyjeM U akafgeMuKy ap Bany
['yTMaHy Ha capaJmy Yy TOKY TOKTOPCKUX CTYAMja, KOja MU je 3HAYajHO TTOMOTTIa
y pasyMeBamy unTaBe oonact. JKemuM a ce 3aXBajluM akaJeMuKy ap Jlparoiry
LIBerkoBuhy u 1p Cnob6omany Cumuhy ca kojuma caM UMasa u3y3eTHY capaamby y
okBupy cemuHapa CAHY, Ha npojektuma no \UX0BUM PYKOBOJICTBOM. Takobhe,
3axBaJbyjem ce Ap Mupky Jlenosuhy u ap bojanu BopoBuhanun Ha omMuHOj
capa/mu, MTOMOhU U KOPUCHUM CyrecTHjaMa TOKOM JOKTOPCKUX CTYyIHja.

Ha kpajy, HajUCKpeHHje ce 3aXBaJbyjeM CBOjOj MOPOJMI, MpHUjaTebUMa U
MEHU JparuM JbyIuMa KOJU Cy OJ MPBOT JlaHa BEPOBAJIM y MEHE, HA CTPIUbEHY,
MOXXPTBOBAHOCTU U JbyOABH KOj€ CYy MU HECEOMYHO MPYIKAJIU CBUX OBUX TOUHA.

KparyjeBart, armpun 2012. Tatjana Anexcuh
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I'a1aBa 1

YBOJI

I'padoBu mpencraBibajy CBEMPUCYTHE MOJENe, KAaKO MPUPOIHUX CTPYKTYpa,
TAaKO U CTPYKTypa Koje je kpeupao yoBek. OHU ce MOTY KOPUCTUTH 3a MpecTa-
BJbAhE PA3IMYUTUX BPCTA pelalivja U JUHAMUYKUX Mpoleca y GU3NIM, XEMU]jH,
OMoI0THj1, EKOHOMM]H, COLIMOJIOIIKUM MpekaMa. Hemoryhe je yrBpauTu kana cy
JbY/IM TIOYEJIN Ja KOPUCTE AujarpaMe, Koje JaHac Ha3uBamo rpadoBuma, 3a MoJie-
JTUpamke pa3UYUTUX CUCTEMa U3 PEealHOT )KUBOTa. MaTemMaTuyapu cy, mehytum,
TEeK Ipe HEKOJIMKO BEKOBa MOYENH /1a ce OaBe BUMa, TAKO Ja je Teopuja rpadoBa
penatuBHO Mitaga Hayka. Leonhard Euler je 1736. ronune o6jaBuo pan ,,Cegam
mocitiosa Konuzcoepza™ , xoju ce cMaTpa MPBUM PAJIOM Y UCTOPUJU TEOPH]jE rpa-
¢dosa. Kao mocebHa matemaTnyka JUCIUILIMHA Teopuja rpadoBa je 3aCHOBaHA
1936. ronune kaga je Denes Konig o0jaBuo KwUTY ,,Teopuja KoHauHux u bec-
Konaunux Zpagposa’ ' ¥ Taja MoYHIbY TpBa Beha HCTpaKUBaEba y OBOj TEOPH)HL.
CBOj MHTEH3UBHHU Pa3BOj, BEIUKY IOIYJIapHOCT U IIPUMEHY, TeopHja rpadoBa je
JIOKUBENNa ca rmoBehameM yrorpede padyHapa, y JAPYroj MoJIOBUHHU JIBAJIECETOT
Beka. O moMmohHOT uUjarpama 3a CIIMKOBUT OMUC MpooOiema, rpad mocraje jenan
0J1 OCHOBHUX MaTeMaTHUKHUX MOJMOBA.

[Ipe HEKOMMKO AelieHHja, MATEMAaTHYAPU CY YBUIETH MOTYhHOCT J1a ce pe3y-
TATH JIMHEeapHe anredpe, Koja YKIbydyje TeOpUjy MaTpULId, HCKOPUCTE Y TEOPHUJU
rpadoBa U mwEeHUM MpuMeHama. Tajaa, yBohemeM HOBUX HaAUMHA PE30HOBAIHA,
JIOIIIJIO je IO HACTaHKa CIIeKTpasHe Teopuje rpadoBa, Koja ce JaHac cMaTpa Io-
ceOHOM MaTeMaTUYKoM TeopujoM. OcobuHe rpada raHac ce u3ydanajy momohy
COIICTBEHUX BPEIHOCTHU, OJHOCHO CIEKTpa MAaTpHIle MpUapyxkeHe rpady, Kao u
IbEHUX COINCTBEHUX BEKTOpPA U COINCTBEHUX MoTmpocTopa. IlokasaHo je na crek-
Tap rpada aaje MHOIITBO MHGOPMAIMja O CTPYKTypH rpada, mrTo je T0Beo 10
HETOBE BEJIMKE MTPUMEHE, MTOYEB O/ TPUMEHE Y XeMUjU, OMOTIOTH]H, METULIMHHU, TTd
CBE JI0 TPUMEHE Y EKOHOMMU]U, OTIEPALTUOHUM UCTPAKUBAHLUMA, EIICKTPOTEXHUIU U
CBe IPHUCYTHH]E MpUMeHe Y nHpopMaTuild. Haj3HauajHUjH pe3yITaTi OBE TEOPHje
CyMUpaHH ¢y y MoHOTpadujama [10, 11, 13].

*Seven Bridges of Konigsberg
fTheorie der endlichen und unendlichen Graphen



1. YBOJ,

JemHa o1 MIHTEpecaHTHUX TeMa y CIIEKTPATTHO] TeOPHUjH rpadoBa je n3ydaBame
rpadoBa ca eKCTPeMAITHUM (MaKCUMATHUM UM MUHUMAJTHUM ) UHIEKCOM, EKCTpe-
MaJIHOM HajMamkbOM KapaKTEPUCTUYHOM BPEAHONINY MM MaKCUMaJHUM PacIo-
Hom' mely rpadosuma mocmarpane kmace. I'padoBe ca MOMEHyTHM OCOOHHAMA
HA3UBAMO EKCTPEMAITHUM rpadoBUMA.

[IpoGaem onpehuBama ekcTpeMatHuX rpadoBa yBenu cy Collatz u Sinogovitz
1957. ronuse [8] 6aBehu ce mpobiaemom unaekca crabana. Lovasz u Pelikan [28]
Cy, 3aTUM, mokasanu aa mehy cradbauma ca pukcupanum Opojem uBopoBa HajBehu
WHJICKC MMa 3Be3J/1d, a HajMamu MHJIEKC uMa myT. [lo JaHac je mo3HaTo MHOTO
pe3ynrata o rpadoBUMa KOJU CY €KCTpeMAallHHd y cMHCTy uHaekca. Onpehenn
Cy, Ha mpumep, rpadoBU ca MaKCUMATHUM HHAEKcoM Mel)y moBeszaHum rpado-
BuMa (3], mehy rpadoBuma ca ¢ukcuparum 6pojem rpaHa [36], OUIMKIMIHAM
rpadosuMa pukcupasor obuma [48] kao u rpadoBH ca MUHUMAJIHUM UHIIEKCOM Y
pasuum Kitacama rpadosa [34, 46, 47]. V Be3u ca HAjMAKHOM KapPAKTEPUCTHYHOM
BpeIHOLINY jOII yBEK HUje 00jaB/LEHO MHOTO pe3ynTara. McTpaxkuBama ce yrias-
HOM CBOJIe Ha oapehuBame rpada unja je HajMamba KapaKTePUCTHIHA BPETHOCT
MUHHMaHa y oapehenoj kimacu. IlpBu pagoBu Ha OBY TeMmy ce mojaBibyjy 2008.
rojune. Pesynratu cy nobujenu 3a yHuiukiuuae rpadose [16], komruiemenTe
crabana [17], ounukanune rpadose [33], kakryce [32], rpadose ca apTukynanuo-
HuMm uBoposuma [43], uta. OBa qucepraiuja ce HajsehuM jiennom 6aBu rpadoBrUMa
KOJU CY €KCTPEMAITHU y CMUCITY MUHUMAJTHE HajMahe KapaKTePUCTHYHE BPEIHO-
cTH y onpeheHnM Kiracama, TaKO JIa ¢y HEKU OJT IOMEHYTHX Pe3yNnTara caapKaHu
y nuceprauuju. Ilopen Tora, mpuka3aHu cy ¥ pe3yJTaT 0 rpadoBUMa KOjU UMajy
MaKCHUMaJTHU PACOH Y HEeKUM Kj1acama rpacdosa. Jlucepraiuja ce cacToju U3 1mect
rJIaBa v JIOJATKa.

[1pBa rmaBa je yBOIHOT KapakTepa. Y H0j je IPEACTaBIbeH KpaTaK UCTOPH-
jaT cmeKTpaiHe TeopHje rpadoBa Kao U MOTHUBAIMjA 3a PAll ca EKCTPEMATTHUM
rpadoBuMa.

V npyroj riaaBu oBe gucepTalvje yBEIASHU CYy OCHOBHHU IMOJMOBH U KapakTe-
puctuke rpadgoBa, MOJIMHOMA U MaTpulla U JepUHUCAH je TTojaM CrieKTpa rpada
U BeroBe ocobmHe. HaseneHe cy neme Koje cy 3aTuM KopuiiheHe y ToKazuma
pe3yJTaTa OCTaIMX ITOTIaBIba.

VY Tpehoj rmaBu cy MpencTaBibeHH pe3yaTaTH y BE3H ca CTPYKTYpPOM rpada
KOJU UMa MUHUMAJIHY HajMamby KapaKTEPUCTUUHY BPEIHOCT y KIIACU MOBE3aHUX
rpadoBa ¢pukcupaHor peaa u BenmuurHe. OBa TlIaBa je MHCIIMPUCAHA pagOBUMa
unju cy ayropu Bell, LBerkoBuh, Rowlinson u Cumuh [4, 5| a xoju cy ¢yH-
JTAMEHTAITHU 3a OBy TeMaTHKy. Takolje, MmpencTaBibeHH Cy pe3ylTaTH Koje je
A. Sawikowska [37] mobuma 6aBehu ce cimunoM TematukoM. Ha kpajy morma-
BJba, MOCEOHA MaXma je mocBeheHa excTpeManHuM OUNapTUTHUM rpadoBuMa
MOMEHYTE Kjlace, ba3upaHuM Ha pe3yratuMa paja [31].

YerBpTa rimaBa qucepranuje ce OaBu eKCTpeMaHUM rpadoBUMa y Kj1acama mo-
Be3aHUX rpadoBa ca MaJIUM IUKIOMATUIHUM OpojeM. JloOujeHH cy jeTMHCTBEHU

tPacrioH rpada ce nepuHMIIe K0 pasiuka m3Mely HajBelie 1 HajMabe KAPAKTEPUCTHIHE BPE/i-
HocTH rpada.



1. YBOJ,

rpadoBH KOju UMajy MUHUMAJTHY HajMakhy KapaKTepUCTHYHY BpeTHOCT Mel)y yHH-
UUKJIAYHUM ¥ OMIIMKINYHUM rpadoBUMa a 3aTUM j€ U3BPIICHO YOIIITEHE pe-
3yJTaTa Ha CBE c—LMKINYHE rpadoBe 3a BpeaHoctu 1 < ¢ < 5. OBO moriasibe
ce ocnama Ha pajose [16, 31, 33|, mpu ueMy Ccy y HEKMM pe3yJITaTUMA TEXHUKE
TOKA3MBabha N3MEHCHE.

V meroj IaBu, KOja CaapXkKu pe3yaTare pamoBa [2] u (32| mpeacTaBibeHu cy
eKcTpeMaHH rpadoBU y Kiracu Kakryca. Haume, mely cBuUM kakTycuma (uk-
cUpaHor peaa ca GUKCHpaHUM OpOjeM KOHTypa OIMMCAaHA je CTPYKTypa KakTyca
ca MaKCUMAaJIHUM HMHJIEKCOM, KaKTyCa Ca MUHUMAJHOM HajMamkbOM COINCTBEHOM
BpenHOIINy M KaKTyca ca MAKCUMAJHUM paclioHOM. Heku pe3ynraTu cy 3aTum
MPOILIUPEHHN Ha KITACy CBUX KaKTyca puKcupaHor pena. [lokazaHo je na mobujeHu
KAKTYCH UM4]y OOJIMK CBEXKHbA.

[lecra rasa je Gasupana Ha pagosuma [1, 6, 12, 16, 31, 32, 33] u 6aBu ce
rpadoBuMa KOjU Cy €KCTPEMAJIHU Y CMHUCIIy MaKCUMAJIHOT pacrioHa. OBaj mpo-
OJ1eM je pelleH y Kilacama IMOBE3aHUX YHUIMKIMYHUX U OUIMKIMYHUX rpadoBa,
K40 M y KllacaMa TPULUKIUIHUX, TETPAUKINYHUX U EHTAIIUKINYHUX rpadoBa
TOBOJHHO BeTHKOT pera. Kaxko je mpoOiem onpehuBama MaKCUMAITHOT paclioHa
y OJIMCKO] Be3u ca mpo0ieMoM ojipehuBamba MaKCUMAJTHOT MH/IEKCA U MUHUMAJTHE
HajMarmbe KapaKTePUCTUYHE BPEITHOCTH Y JATOj Kitac rpadoBa, y OBOM IOTJIABIbY
Cy KopultheHu pe3yaTaTh MPETXOHKX IMOTJIaBIba.

Jomatak A oBe nucepTalyje caapKy CIIMKE CBUX MOBEe3aHUX rpadoBa ca Ma-
b€ OJT IIECT YBOPOBA U Ta0eTy lbUXOBUX HHICKCA, HAJMABHUX KapPaKTePUCTUIHHUX
BPEJHOCTU U pacmoHa. Takolje, mMpHKa3aHU Cy WM CBH IOBE3aHU OUITUKIHIHHI
rpadoBU ca IIECT YBOPOBA M HbUXOBU UHACKCH, HAJMahe KAPAKTEPUCTUUHE BPE/I-
HOCTH 1 pacrionu. Heke 0J1 OBUX BpeIHOCTU KOpUIIThEHE CY y JIOKa3uMa pe3yjiTaTa
y MIPETXOHUM TJIaBama.

V nomatky b, Ha kpajy DOKTOpPCKE AUCEpTAIMje, HAa EHIJIECKOM J€3UKY CY
YKPaTKO CYMHPAHH CBU IIPETXOIHO MPUKA3AHH PE3yNITATH.

HajBaxHUju HOMPUHOC ayTopa y OBOj AMCEpPTAIMjU oriiefa ce y cieachum
pe3yaTaTumMa:

e kapakTepusauuja rpadoBa uMja je HajMamba KApPAKTEPUCTHUUYHA BPEIHOCT
MUHUMAITHA Y KJIACH MOBE3aHUX OUMapTUTHUX rpadoBa PUKCHpaHOT pena
u BermunHe (cexiuja 3.2, Teopeme 4 u 5, mpema pesynratuma pana [31]);

e KapakTepusalnuja rpadoBa YHja je HajMarmba KapaKTePUCTHYHA BPETHOCT
MUHHMMAJIHA Y KJIACH MOBE3aHNX OUIIMKINYHUX TpadoBa (cexuuja 4.2, mpema
pesynratuma paja [33));

e KapakTepusalyja rpadona umja je KapaKTepUCTUYHA BPEAHOCT MUHIUMATHA
y KJIacu MOBe3aHUX IrpadoBa ca MaIuM IUKIOMATUYHUM OpojeM (ceKuuja
4.3, mpema pesyntatuma pana [31));

e kapakTepusauuja rpadoBa uMja je HajMamba KApPAKTEPUCTHUUYHA BPEIHOCT

MHMHUMAJIHA y KJIACH KakTyca (uUKCHMpaHOT pena ca (pUKCHpaHuM Opojem
KOHTYpa (cexumja 5.1, npema pesyararuma pajia [32]);
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1. YBOJ,

KapakTepusanuja rpadoBa 4yMja je HajMamba KapaKTEPUCTUUHA BPETHOCT
MUHHMMAJIHA Y KJIACU KakTyca pukcupaHor peaa (cekuuja 5.2, mpema pe3yJi-
Tatuma paia [32));

KapakTepu3alyja rpadoBa Udju je paCliOH MaKCHMAllaH y KJIACH KaKTyca
(bukcupaHor pena ca pukcupaHuMm OpojeM KoHTypa (cekmuja 5.1, mpema
pesyntatuMma pana [2));

KapakTepusaluja rpadoBa UMjH je paclioH MaKCUMaJaH y Kjacama MmoBe3a-
HUX rpadoBa ca MaTuM OpojeM KOHTypa (T71aBa 6, IpeMa pe3ylITaThuMa paia

[1D.
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I'1aBa 2

Cunekrap rpadga

I'pagh G ce moxe nedunucatu kao ypehenu nap (V, E), rae je V koHauau
HeIpas3aH CKyI eleMeHaTa KOjU ce Ha3uBajy ygoposu Tpada, a I ckym qBowIaHuX
IOJICKYITOBa cKyIa V' Koju ce Ha3uBajy Zpane Tpada G. OBako aepuHHCcaH rpad
je KOHAyaH, HEOPUJCHTUCAH, 0€3 MET/bU M BUIICCTPYKUX IpaHa U HA3UBAMO Ta
npoctum rpadom. I'pad ce Ha3MBa HETPUBUjATHUM AKO CaJpXKu Oap /1Ba YBOpA.
3a rpad G kaxemo ja je pena n = |V| u Benuuune m = |E|. [IBa uBopa rpada G
Cy CycellHa YKOJIUKO TMOCTOjH IpaHa Koja UX claja. bpoj uBopoBa Koju Cy CyceTHI
ca YBOPOM v HA3MBa Ce CTEIeH YBopa v M o3Havasa ca d(v). I'pad pema n uuju
CY CBH YBOPOBH CTeIleHa N — | HA3UBAMO KOMILICHIHUM Zpagom U O3HAUABAMO ca
K,,. UBoposu crenena 0 u 1 y rpady Ha3uBajy ce uzonosanu u euceliu YBOPOBH,
PECIIEKTUBHO. 3a Mpou3BoJbaH uBop v rpada G, ca N(v) 03HaAUaABAMO CKYII CBUX
cycena uBopa v 'y rpady G.

I'pady G = (V, E) ca ckynmom uBopoBa V' = {vy, v, ..., v,} ce Ha mpupogaH
HauuH Moxe npuapyxuti (0, 1)-mamipuya cycegcimisa A(G) = (aij)nxn KOja ce
nedunuie Ha ciaenehn HaunH

1, ako ViV € E
(21) Ai5 = .
0, ako vv; € &

IMomwro je A(G) cumeTpuvHa MATPUIIA HEHE KAPAKTEPUCTUUHE BPEJHOCTH Cy pe-
amHA OpOjeBH U HA3UBAMO UX KAPAKIHEPUCTAUYHUM (COTUCTABEHUM) 8PeqHOCTAUMA
(enrm. eigenvalues) rpada (G. be3 ryOuUTKa OMIITOCTH, KAPAKTEPUCTUIHE BPETHO-
ctu rpada G MOKEMO IUCATH Y HepacTyhieM mopeTKy Kao

M(G) = Ma(G) = = M(G).

Hajsehy corcreny Bpentoct rpada G o3HauaBamo ca p((G) U Ha3UBaMO je un-
gekcom WA ciexiaparnum pagujycom rpadpa G (enrm. index, spectral radius).
Hajmamy corcrBeny BpemHocT rpada G osHauaBamo ca A(G). Paciion 2paga
(enru. spread) mpecraBiba pa3nuky u3Mely HajBehe u HajMamkbe KAPAKTEPUCTUUHE
BpeHocTH rpada u o3nauasa ce ca S(G) = p(G) — A(G). Ckyn cBuX Kapax-
TEPUCTUYHUX BpeIHOCTU rpada HazuBamo ciexiipom rpada (eHri. spectrum).

12



2. CIIEKTAP 'PADA

Kapaxitiepucitivunu onunom rpada G (eHrin. eigenpolynomial) ce medunuine kao
det(A — A(G)) n o3nauaBa ca ¢(G, \).

[Toesan rpad C,, ca n YBOPOBa KO/ KOTra Cy CBH UBOPOBH CTEICHA 2 HA3MBAMO
Kouiypom nyxune n (eHri. cycle). ITosezanu rpadoBu KOju HE calipke KOHTYPE
Cy citiabna (eHTT. trees) M o3HaYaBaMo uX ca 1, re je n Opoj uBopoBa crabia.
Crabino ca n YBOpOBa KO/ KOTa je jelaH YBOP CTeneHa 1 — 1 a CBU OCTAJIM YBOPOBU
cTerneHa 1 Ha3UBaMo 36e3gom (€HIM. star), y o3Hanu S ,—1. YBop creneHa n — 1
Ha3UBa ce yenitap 36e3ge. [loBezanrpad P, ca n YBOpoOBa KOjU HE CaJIPKU KOHTYPE
U Yy KOME HUje/laH YBOP HUJje cTereHa Beher o1 2 Ha3uBamo iyiiem (eHrit. path).

Jema 1 ([11]). Cueximap ayima P, ce caciwioju uz 6pojesa obauxa 2 cos 1 k 2ge je
k=1,...,n.

[loBesan rpad G je buiiapitiuitian aKo ce HETOBU YBOPOBHU MOTY TOJEIIUTH Y
nBa nucjyHkTHa ckyna U u V' tako ga cBaka rpaHa y rpady G moBesyje uBop u3
ckyma U ca uBopom u3 ckyna V. bunapruran rpad G je komiieiwian buiapiauitian
(enrn. complete bipartite) ako je cBaku uBop u3 ckyma U cycemaH ca CBaKUM
ygopoM M3 ckyna V. Kommineran 6unaprutan rpad o3HagaBaMmo ca K, ,, I1e je
p 6poj enemeHaTa ckyna U a g 6poj enemenaTa ckyma V. 3Besna S; 4, je Takohe
komruietaH ounapruran rpad K ,. I'pad G = G1V G, je komineimian ipouzsog
(enru1. join) nBa aucjyuktHa rpada G u G ako Baxu V(G) = V(G;) UV (Gs) n
E(G)=E(G))UE(Gy)UE,rneje E = {uv|u € V(Gy),v € V(Gs)}.

Heka je G menmose3an rpad ca xkomroneHTaMma mosezanoctu Gy, Go, . .., Gy,
KOje MOKEMO IMOCMATPaTH U Kao camocranHe rpadose. Heka cy Aq, Ao, ..., Ay
Marpuiie cyceacTsa peaom rpadosa Gy, Go, ..., Gi. Taga je maTpuua cycencTna
rpada G ob6nuka

A0 - 0

0 Ay -+ 0
A= . . .

0O 0 - A

OuurieaHo, KapaKTepUCTHYHU ITOMHOM Tpada G je

(2.2) (G, A) = 0(G1, A) - d(G2, A) - ...+ 9(G, ),

OJTaKJIe 3aKJbyuyjeMo Ja ce crektap rpada GG 1obuja objeMmbaBabeM CIIeKTapa
IEFOBUX KOMIIOHEHTH moBe3aHocTu G, Go, . . ., G.

Hexka je X = (21,29, ...,2,)" Bektop kKomona y R™ u G rpad ca uBopoBuMa
vy, V9, ..., U,. Taga ce X Moxe mocmarpatu kao GyHkuja gepuHrcaHa Ha CKYITy
uBopoBa rpada G Koja MPOU3BOJHHU YBOP v; MPECIUKABA y eleMeHT =; = X (v;).
KaxxeMo 1a je x; BpeqHOCT YBOpa v; nata pyHkijoM X . MoKe ce MoKa3aTH 11a je

(2.3) XTAGX =2 >z

viv; €E(G)
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2. CIIEKTAP 'PADA

1 J1a je \ KapaKTepUCTHYHA BpeIHOCT Ipada G Koja oarosapa KapaKTepUCTUIHOM
BekTOpy X ako u camo ako je X # O u

(2.4) A= Y x o (i=1,2,...,n).

Vi Uj GE(G)

Jennauune (2.4) Ha3uBajy ce (A, X )—kapakrepuctuune jejHaunte rpada G.

Taxkole, 32 IPOM3BOJLHHU jeIMHUYHU BeKTOp X = (71, To, ..., 2,)] ucnymeHa
j€ HejeTHaKOCT
MG) < XTAG)X.

JeTHAKOCT ce MOCTHXKE aKO M caMo ako je X KapaKTEPUCTUYHU BEKTOP MATPULIE
A(G) koju oroBapa HajMambOj KapakTepucTHYHO] BpenHoctu A(G) (Buneru [13)).
Crora,

2.5 AMG) = min XTA(G)X = min 2 Tiks.

2.5 (€)= pin, XTAGX = min2 Y
viv; €EE(G)

Cnuuno,

2.6 G) = max XTA(G)X = max 2 Tl

(2.6) p(G) = max XTA(G)X = max ;;(G) j
VV;

CrieKTpaJTHU paaujyc MoBe3aHor rpada je MpocTa KapaKTepUCTHYHA BPETHOCT
U TIOCTOjH jJeIMHCTBEHU KapaKTEPUCTUUYHU BEKTODP KOJH jOj OAroBapa U UMje Cy
CBe KOOpIUHATE MO3UTUBHE. OBaj KAPAKTEPUCTUIHH BEKTOP ce Ha3uBa [1epoHos
gexitiop rpada G.

Jlema 2 ([44]). Hexa je G ipoussoman cpag pega n u X jequuuunu sexitiop uz R™.
Axo je p(G) = XTA(G) X, maga je A(G)X = p(G)X.

JIema 3 ([44)). Hexka je G iiosesan 2pagh pega n u p(G) we2os cilekiipainu pagujyc.
Hexka cy u,v gsa usopa 2pagha G u d(v) citietien ueopa v. Ilpetniocitiasumo ga
v, V2,...,0s € N()\ Nu) (1 < s < dw))ugajeX = (v1,29,...,2,)7
Ileponos sexitiop cpaga G, 2ge koopgunaitia x; ogéosapa ueopy v; (1 < i < n).
Hexka je G* 2pagh gobujen uz epagha G ykiarsarem epana vv; u §ogasarem Spama
wy; (1 < i < 8). Aro je x, < xy, waga je p(G) < p(G*).

Jloxas. Tlpumerumo aa je
XT(AG) = AG)X =2 wi(zy —x,) 2 0.
=1
Capna je Ha ocHOBY (2.6)
(2.7) p(G*) = max YTA(GH)Y > XTA(G)X > XTAG)X = p(G),

IY]l=1
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2. CIIEKTAP 'PADA

omHocHo p(G) < p(G*). [da 6ucMo ToKa3aIH TEOPEMY IIPETIIOCTABUMO CYIIPOTHO,
1. p(G*) = p(G). Tana y penauuju (2.7) cBy1a Baxke jeIHAKOCTH 1

p(G*) = XTA(GMX.
Ha ocHoBy nmeme 2 ciemu 1a je A(G*) X = p(G*) X, ma nobujamo
(2.8) p(G*)zv = (A(G*)X)v = Z Li.
v; ENgx (v)

Taxobe, kako je A(G)X = p(G)X, onna je

(2.9) PGz =(AG)X)y = D wmi= }, wm+) =

UiGNg(U) v; ENg* (v)

[Tomro je X IleponoB BekTop rpada (G cBe HEroBe KOOPAMHATE Cy TIO3UTHBHE,
majeu y ., x; > 0. U3 (2.8) u (2.9) cana nobujamo

p(G")xy < p(G)ay.
Omasze je p(G*) < p(G), mro je Hemoryhe. O
Heka cy G u Gy nBa pasznuuurta nmoBe3aHa rpada u Heka ¢y u U U HHUXOBH
uBopoBH, npu uemy u € V(G1) uv € V(Gs). 3a rpad G xaxemo ja npeicra-
BJba Koarecyenyujy (eHri. coalescence) KopeHckux rpadosa G u Gy, U MHUIIEMO

G = G1(u) - Go(v), yronuko je G mobujen u3 rpadosa G u G5 MpeKTanameM
FbUXOBHX KOPEHA U U .

U1 V2
Gy

G G*

Cnuka 2.1. I'padoBu G u G*

Jlema 4 ([16]). Hexa cy G1 u Go géa paziuuuitia newapusujaina iosezana pagpa u
v1,v9 € V(G1), u € V(G3). Hekaje G = G1(v1) - Ga(u) u G* = G1(vq) - Ga(u)
(cruxa 2.1). Axo je X kapaxiiepucifiuunu 6eKwiop Koju 0geosapa KapakimepuciauyHoj
spegrocitiu N\(G) u |y, | < |z, |, Waga je

AGH) < A(G).

Jegnakocii je uctiyroeHa ako u camo axo je X Kapakiepuciiudiu 6eKimiop Koju

0g2o8apa KapaxKinepuciuu4noj epeqrociiu )\(G*), Ty, = Ty U Zwe Ne, (1) Ty = 0.
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2. CIIEKTAP 'PADA

Hoxkas. TlpernocraBumo na je X jeIUHUYHH BEKTOp W 1a je x,, > 0. Heka
je a = Zwech(u) z,. Heka je mame By = {vyw € E(G) |w € Ng,(u)} u
Ey = {vyw € E(G*) | w € Ng,(u)}. Pasmorpumo creneha 1a ciaydaja, o3Haua-
Bajyhu uBop v; kpahe ca .

1° 2, >0

Kana je a < 0, nobujamo

—)\(G*) %XTA GX = Z T = Z Ty + Z T

1JeE(G*) 1JEE(G*)\E2 1jEES
= E Tilj + Ty, < E Tilj + Xy
ij€E(G*)\ B2 ijeE(G)\E;
= E ;T + E ;T = E Tik;
ijEE(G)\E1 ije€Fn ijeE(G)

1 r 1
= SXTA(G)X = )@,

Axo je A(G*) = A(G), tana je X Takohe KapakTepUCTUUHU BEKTOp rpada
G* xoju 0[IroBapa HajMarw0j KApAKTEPUCTUUHO] BpesHocTu A(G™). Pasmarpamwem
jennakoctu (2.4) 3a A(G*) u Bektop X, 3a mMpou3BobHK YBOp U3 N, (u) 1 3a
YBOP Vg, JOOMjAMO A je T, = T, U & = 0, pecreKTUBHO. Jla Cy JaTH YCIOBU
TOBOJBHU 3a jenHakocT A(G*) = A\(G) mako ce mpoBepaBa KOpUIIhemHeM rOpmHHIX
HEJeIHAKOCTH.

Akoje o > 0, ca X* 03HauMMO BEKTOP KOju ce J1o0Mja u3 BeKTopa X 3aMeHOM
CBaKe KOOPIHMHATE T, Ca — Ty, 38 W € V(G2)\{u}, Mok ocrasne koopauHaTe ocTajy
HenpoMerbeHe. Cata IMaMo

1 * 1 EAVA * * * %
)< FEOVTAGIX = B i
ijeE(G*)
- Y e Yame Y
iEE(G*)\(E2UE(Ga—u)) ijEEs ijEE(Ga—u)
Kako je
Z TIT; = Ty - (—Q) S Ty, - = Z T
ijEEs ijEE:
u
> = ¥
1jeEE(Ga—u) ijeEE(Ga—u)
no0ujamMmo

< S may= —XTA(G) %)\(G).
z]EE(G)
Axo je A(G*) = A(G), onna je X* kapaktepuctuunu BekTop rpada G* koju
onroapa A(G*). Pasmartpamem jennaxoctu (2.4) 3a A(G*) u X* 3a uBop vy,
nobujamo na je o = 0, wrro je Hemoryhe. daxie, Baxu 1a je A(G*) < A\(G).
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2. CIIEKTAP 'PADA

2° xy, <0

Axo je @ < 0 (a > 0) moka3 je Beoma ciauyaH Kao y ciydajy 1° 3a a < 0
(o > 0). ¥ oba cydaja ce rmokasyje /1a JeMHaKOCT He MO)Ke OUTH UCTTyEbeHa. [

Barpad H = (Vi, Fy) 3a koju Basku V; C V u By C F kaxeMo 1a je ogepagh
rpapa G = (V, E) (eurn. subgraph). Tpad H je ungykosanu iopag pagpa G
(enru. induced subgraph) axo ckyn Fj caapxu cBe rpaHe u3 E Koje moBe3yjy
YBOPOBE U3 CKyma V.

Jema 5 ([11]). Hexka cy Ay = Ao = -+ = N, Kapakitiepuciiuune epegrocitiu Zpagpa
Gup = pg 2 - =2 [y KAPAKWGEPUCTAUYHE 8DEGHOCITIU eZ080E UHGYKOBAHOS
iogepagpa H. Taga easice nejeqgnarociiiu

)\n_m+2</L2<)\z (Zzl,,m)

OsHaunmo ca G — v rpad Koju ce noduja u3 rpada G yKIamameM 4BOpa
v € V(G). Crnenehe pesynraTte heMo KOPHCTHTH 3a HATTAXKEHE KAPAKTEPUCTHUHHX
nojimHoMma rpadoga.

Jlema 6 ([38]). Hexa je v usop 2pagha G u C(v) ckyii ceux xoniiypa y G koje cagpoice
ugop v. Taga eéasicu

(b(G,)\):)\qf)(G—U,)\) - Z ¢(G_U_U7A>_2 Z (ﬁ(G—V(Z),A),

weE(G) ZeC(v)

2ge je GV (Z) 2pagh gobujen og 2pagha G, ykaarearsem céux ueoposa Koju apuiagajy
cKyiy Z.

Jlema 7 ([38]). Hexa cy H u G gea kopencka 2pagha ca kopenuma vy u va, peciiex-

wmueno. Heka je H - G koanecyenyuja 2pagosa H u G. Kapaxitiepucitiuunu ionunom
koanecyenyuje H - G 3agosowasa penrayujy
O(H -G A) = o(H — v, \)O(G, A) + ¢(H, \)p(G — vz, A)
- )\QS(H — Uy, A)¢(G — Vg, )\)

Osnaunmo cana ca G, , rpad n1ooujeH u3 nosezaHor rpada G mojuenom rpaHe
uv € E(G), 0HOCHO [0/1aBalkeM HOBOT YBOPA W M rpaHa wu U wv y rpad G —uv.
Hoffman u Smith y pany [20] nebunuuty yuyiwpawrsu iy rpada G Kao meTHmy
VU1 ... Vs (§ = 1) TakBy 1a Cy YBOPOBHU Vg, V1, . . ., Vs pasnuuuth, d(vg) > 2,

d(vs) > 2ud(v;) = 2,3acBako 0 < i < s. OBjie je S yKMHA YHYTPALIET MyTa.
VHyTpalimu myT je 3aTBOPEH aKo je vy = vs. OHM cy noounu cienehu pesynrar.

Cnuka 2.2. I'pap W,
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2. CIIEKTAP 'PADA

JIema 8 ([20]). Heka je uv 2pana y iosezanom epagy G Koju cagpaicu n ugoposa.
(i) Axo 2pana uv ne wpuiiaga ynympawrem ayimy y G u G # C,, wmaga je
P(Guy) > p(G).
(i) Ako Zpana uwv fpuilaga nekom yuyimpawreem iyimy y G u G # W, 2ge je W,
epagh apurazan na cauyu 2.2, waga je p(Gy.,) < p(G).

Jema 9. Hexa je G fiosezan KopeHcKu Zpag ca Hajmarse gea 4eopa u KOPEeHOM .
Ako ¢y Au B 2pagosu ca cauke 2.3, iiaga je:

(i) p(A) < p(B),
(ii) AM(A) = A(B),
(iii) s(A) < s(B).

Jokasz. Hexka je G moBe3aH KOpeHCKU rpad ca HajMarmbe IBa YBOPA U KOPEHOM V.

(1) O3HAYMMO ca U LEHTPATHU YBOP 3BE3IE S1 41, & €& Wy, ..., W, U U IbEHE
yBopoBe crerneHa 1 (cmuka 2.3). Takole, o3HaunMo ca vy, . . ., vs cycene 4Bopa v
y rpady G. Heka je X Ileponos Bextop rpada A ca ciuke 2.3, a T, U &, BErOBe
KOOP/IMHATE KOje OJroBapajy YBOPOBUMA U U U, PSIIOM.

Ako je z, > x, o3HaunMo ca G rpad mobujeH u3 rpada G yKIamameM
rpaHa vv; U qoJaBameM rpaHa uv; (1 = 1,...,s). Ako je mak z, < x,, HEKa je
G* rpad nodbujen us rpada G ykIamameM I'paHa uw; U 10JaBAEM I'paHa vW;
(j = 1,...,n). ¥V oba ciyuaja nobujenu rpad G* je rpad B ca ciauke 2.3 u Ha
ocHoBY Jsieme 3 Baxu jia je p(A) < p(B).

(1) Heka je Hy = S1 41, Hy = Si,, 1 G7 Tpad MHIYKOBAH CKYyIIOM YBOPOBA
V(G) U{u}. Heka je mambe X KapakTeprCTHUHH BeKTOp Tpada A ca cnuke 2.3,
KOjU OJroBapa corncrsenoj Bpeanoctu A(G), a x, U T, BEroBe KOOPJAUHATE KOje
OAroBapajy peIoM YBOPOBUMA U U V.

Axo je |x,| > |z,| rpad A MOKEMO MOCMATPATH KA0 KOAIECIIEHIIN]Y rpadoBa
Hy(v) u G(v), 1j. A = Hy(v) - G(v). Heka je G* = Hy(u) - G(v). Ako je max
|xy| < |z,], rpad A MokeMo mocMaTpaTh Kao KoanmecteHmjy A = Ha(u) - G (u).
Heka je cana G* = Hy(u) - G1(v). V 06a ciyuaja nobujenu rpad G* je rpad B ca
ciuke 2.3 u Ha ocHoBy Jieme 4 je A(A) > A(B).

n—+1
wr W2 Wp,

Cnuka 2.3. TI'padosu Au B
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2. CIIEKTAP 'PADA

(791)  JIMpeKTHOM MPUMEHOM HEjeTHAKOCTH (1) U (i1) JOTA3UMO 0 3aKJbyJKa 1a
3a rpadose A u B ca ciuke 2.3 Baxu s(A) < s(B). O

Hejennakoctu (7) u (4i) u3 mpetxoHe eme qokaszanu cy Cumuh [39], omHoCcHO
Fan, Wang u Gao [16], pecriektuBHO. VY BHXOBUM [OKa3uMma KopuinheHa je
JApyrauuja TEXHUKA HETO y JOKAa3UMa MIPENCTABILEHHM Y OBOj TE3H.

Kao nmocnenuiy neme 9 nobujamo cienehy nemy.

Jema 10. Heka je G nettipusujanan tiosezan 2pag, Ty, citiabno pega k u S ;1 36e3ga
pega k ca yenimpom w. Heka je G; = G(u) - Ti(v) u Gy = G(u) - Sy p—1(w), 3a
apouseonne usopose u € V(G) uv € V(1y,). Axo je Ty, # S1 k-1, Waga je:

(i) p(G1) < p(G2),
(1) A(G1) = MGa),
(iii) $(G1) < s(Ga).

HMebunummmo cana, y ckymy uBopoBa V rpada GG, OuHapHy penanujy eKBH-
BaJICHIIMje ~ Ha ciefehu HaUMH: YBOPOBU U U U CYy €KBUBAJIGHTHU AKO M CAMO
ako nmajy ucre cycene. Hekaje V/. = {V4, V5, ..., V,} onrosapajyhu konuanuk
ckym. Ilomckymosu Vi, Vs, . .., V. (kapaKTepUCTUYHH MOJCKYNOBHU rpada ) umajy
cretehy OocOOMHY: CBaka IBa YBOPA M3 UCTOT MOJCKYIA CY HECYCe/THA, 4 CBAKA IBa
MOJICKYTA CYy KOMIUIETHO CYCe/[Ha MM KOMIUIETHO HecycenHa y rpady G.

WunykoBany moarpad G’ n1o6ujeH H360poM IO jeHOT YBOpPA U3 CBAKOT Ka-
PAKTEPUCTUYHOT IMOCKYIa HA3UBA CE& KAHOHU4KU 2pagh (eHril. canonical graph)
rpada G.

Heka je mame n(G) anrebapcka BUIIECTPYKOCT Hylle y criekTpy rpada G, a
7(G) 6poj o1 Hylle pa3THUUTHUX COMCTBEHUX BpeMHOCTH rpada G, pauyHajyhu u
BUXOBE anrebapcke BuiecTpykoctu. Ouuriento, 7(G) + 7(G) = n, rae je n pexn
rpada G.

Jlema 11 ([41, 42]). Axo je G Zpap u G weos kamomuuxu pagh, fwaga je

7(G) = 7(G"), @j. 2padosu G u G’ umajy uciwiu 6poj nenyna KapaxmepucmiuHux
8peqgHOCTTLL.
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I'1aBa 3

O rpadoBuma umja je HajMamba
KApAKTEPUCTUYHA BPEJHOCT
MHHUMAJTHA

V cnektpanaHoj TeopHuju rpadoBa IMpoydaBame MHIEKcAa Tpada je BaXHa U
HHTepecaHTHa TeMa. [locToju MHOTO pe3ynraTa y JUTepaTypu KOjU ce TUUY WH-
nekca nmpoctux rpadosa. IIpoyuaBanu cy rpadoBu ca MaKCUMAIIHUM HMHIAEKCOM
y oapehenum kimacama rpadosa, 3aTUM rpadoBU ca MUHUMAJITHUM UHACKCOM, MO-
penak rpadoBa mpemMa BUXOBUM MHACKCUMA, IPUMEHA MHJIeKca rpada y XeMHjH,
padyyHapCTBY, EKOHOMHUJU U APYTUM O0TaCTUMA HAyKeE, UT/I.

JenmHako MHTepecaHTHA TeMa JeCTe M3yUaBamkhe HajMabhe KapaKTePUCTUYHE BPel-
HoctH rpada. 3a bunapTutHe rpadoBe, HEKE PE3yITATE Y BE3U ca MHJIEKCOM rpada
MOXEMO MPEHETH M Ha HajMarmy KapaKTepUCTHUYHY BpeaHocT. Haume, 3a cBaku
ounaprutad rpad G Baxu A\(G) = —p(G). MHOTO Mame je, MeljyTum, mo3Haro y
BE3H Ca HajMambOM KapaKTepHUCTUYHOM BpeaHoIIhy ocTanmux rpadoBa. 3HaMO 1a
HajMamba KapaKTEepUCTHIHA BPeIHOCT rpada HuUje Mmo3uTuBHA BpeqHocT. OHa je
jenHaKa HyJIU JeTUHO KO/ IpadoBa KOJU C€ CacTOoje caMO OJT H30JI0BAaHUX YBOPOBA.
V cynpoTtHOoM, kK01 rpadoBa KOjU cajipke Oap jeJIHy TpaHy OBa BPEIHOCT je Mamba
unu jenHaka —1. To ce Moke 3aK/by4MTH HA OCHOBY JieMe 5 uMmajyhu Ha ymy na
TakaB rpad caapku myT P, Kao MHAyKOBaHU moArpad. 3a KomIuieTHe rpadose
Ba)XM JTa UM je HajMama KapaKTepHUCTUYHA BPETHOCT jeqHaKa — 1, Kao M 3a Hero-
Be3aHe rpadoBe uHje Cy cBe KOMITOHEHTe KoMIUIeTHHU rpadosu. Kop cBux ocramux
rpad)oBa OBa BPEJHOCT je Marba WM jeqHAKa —+/2 MOLITO OHU caxpxe rpad St2
ka0 uHAaykoBaHu noarpad. I'padoBu umja je HajMamka KapaKTEPUCTUUHA BPE/-
HOCT je/lHaKa —2 JEeTajbHO Cy mpoyuaBaHu y MoHorpaduju [14] uuju cy ayropu
LiseTtkoBuh, Rowlinson u Cumuh.

V Be3u ca HajMamkbOM KapaKTepUCTHYHOM BpenHoinhy rpadoBa HajBUILE pe-
3yJTaTa je JOOUjEHO O TOPHUM U JOHUM IpaHullaMa oBe BpeaHocTH. Jorr 1985.
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

ronune, Constantine [9] mokasyje ma 3a rpad G pena n BaXu HEjJeTHAKOCT

B <

P Y€MY je Je/IHAKOCT MCIyHeHa aKo U caMO ako je (G KOMIUIeTaH OUMapTUTAH
rpadp K 12 ].[2]- 3atiM, Powers [35] 06jaBibyje joI jeHy H0HbY TPAHUILY
|2

n
2

e je m BenumunHa rpada G. KacHuje cy moOujeHe jol HeKe TpaHuIle 3a HajMamby
KapaKTEPUCTUYHY BPETHOCT HEKOMIUIETHUX IMOBE3aHUX TpadoBa pema n, Kao Ha

pUMep
1 / dn — 12

[Topen HaBeneHUX pPe3yaTATA, jJ€AHA OJ1 BAXKHUJUX TEMA Y CIIEKTPAIHO] TEOPHJU
rpadoBa jecTe u3ydyaBame rpadoBa ca MAKCUMAJIHUM WJIM MUHMUMAITHUM WHJICK-
COM, OJTHOCHO MAaKCHUMAaJHOM WM MUHUMAIIHOM HajMamOM KapaKTepUCTUYHOM
BpenHoIhy mely moBezanuM rpadoBuma oapeheHe Kiace.

YV 0BOM MOTJIaBJbYy MPUKA3AHU Cy PE3YJITATH Y BE3U Ca HAJMambOM KapaKTepH-
ctuyHOM BpenHoinhy rpadosa ¢ukcupaHor pena u Benuunne. Haumme, onucana
je cTpykTypa rpadoBa yuja je HajMama KapaKTEPUCTUYHA BPEIHOCT MUHUMAITHA
y oB0j Knacu rpacdoa. Takobe, ogpehenu cy jemuHcTBeHr rpadoBr ca MUHUMAJI-
HOM HajMamOM KapaKTEPUCTUUYHOM BpeqHOIIhy y KiIacu OUMapTUTHUX rpadoBa
penan uBemuunHe n + k (n > k+4)3a0 < k£ < 4.

(3.1) -

|3

3.1 Crpykrypa ekcrpemajHux rpagosa

Heka je G mpoct rpad pena n 1 BeJTUYHHE 1M ¥ HeKa je X jeTMHUYHHU COTICTBEHU
BeKTOp rpadha G KOjU 0AroBapa HajMamoj KapAaKTEPUCTHUHO] BpeaHOCTH A(G).
Osnaunmo ca G’ rpad nobujen us rpada G mOMeEpPamEM jeIHE TPAHE Y MTOBULM]Y
rJie TPETXOMHO Huje Guo rpane, a ca A(G') meroBy marpuily cycencrsa. Ha
OCHOBY HejeTHAKOCTH (2.5) nodujamo

MG = \G) = ”m”in YTAG)Y — XTAG)X
3.2 Y=t
2 < XT(A(G) — A(G)X.

Jlema 12 ([4]). Hexa je G' 2pagh gobujen uz epagpa G poiwwiayujom epamne rs (oko
ugopa ) y nozuyujy rt 2ge upeitixogro nuje ouno cpane. Taga je:
(i) MG") < MG)axojex, <Ouxs < xp, uu x, = 0u xg # x4, wiux, > 0u
T > Lty

(1) MG") < ANG) ako je x, = 0u g = 4.
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

Hokaz. W3 penanyje (3.2) nobujamo
(3.3) MG = MG) < XT(AG) — A(G)X = 22, (2 — x).
Y 3aBUCHOCTH O] BPETHOCTH KOOPIUHATE X, PA3MOTPHUMO cliesieha 1Ba cirydaja.

1° z,=0

VY oBowm cayuajy je A(G') < A(G). Irasuiie, yKOIMKO je Ts # x;, OHIA
je M(G") < M(G). VY cynportHoMm, 3a A(G') = A(G) = A u3 Hejennakoctu (3.3)
sumumo 1a je XTA(GNX = XTA(G)X, ma X Mopa 6GUTH KapaKTepUCTUUHH
BekTOp rpada G’ Koju oIroBapa KapaKTepHCTUYHO] BpeqHocTH A. Onatie, 3a
rpad G’ (kao u 3a rpad G) Baxku Az, = ) p(c) To- OBO je Hemoryhe kana je
Ts # x; momTo je uBop r y rpady G cycenaH ca YBOpoM S, a y rpady G’ cycenan
ca YBOPOM ¢, TOK CY CBU OCTAIIH CYCEIM YBOPA " MCTH.

2° x,.#0

V oBom cityuajy, 6€3 ryOuTKa OMIITOCTH, MOXKEMO MPETIOCTABUTH A4 je T, > 0
(y cympoTHOM, 3aMEHUMO T, ca —Z,). AKo je x; < s onna u3 (3.3) cmeau na je
AMG") < AG). IlpermocraBumo 3ato 11a je x; = xs. Tama je M(G') < ANG).
Vkomuko je A(G') = A(G) = A, oHma, kao u y ciay4dajy 1°, Bekrop X mMopa outh
KapaKTepUCTHYHH BeKTOp rpada G’ Koju oroBapa KapakKTepUCTHUHO] BPETHOCTH
A. Ortyna, jenHakoCT A\xg = » o B(G) Lu BaXH 32 rpadose G u G'. OBo Huje
moryhe momro ¢y uBopoBu s u 1 cycennu y rpady G, anu He u 'y rpady G'. O

Jlema 13 ([4]). Hexa je G' 2pag) gobujen uz epaga G apemewitiarvem epane ab y
aosuyujy cd 2ge apeiixogno nuje ouno epane, dpu yemy je {a, b} N{c,d} = 0. Taga
sascu:

(i) MG") < MG) axo je xory < T4p;

(it) MG") < MG) axo je x.xq = x0T Jegnakocii ce docimiudice jequno Kaga je
Ty =Tp=T.=xq=0.

Hokasz. W3 penanyje (3.2) nobujamo
MG = MG) < XT(AG) — A(G)X = 2(xexg — T4T).

Omasre criemu 1a je A(G') < M(G) xana je x.xq < ToTp.

[MpeTnocTaBUMO cajia Jia je T.oq = ToZp. Tana je, ounrnento, A(G') < A(G).
Cnu4HO K40 M y MPETXOTHOM moKa3dy, ako je A(G') = A(G) = A oHma Bek-
Top X Mopa OGUTH KapaKTepUCTHYHU BeKTop rpada G’ Koju oArosapa Kapak-
TeprcTHYHOj BpenHocTy A. Cama BUAMMO [a CBe KapaKTEpUCTHUYHE jeIHAUYMHE
AL, = EvueE(G) x, Baxe ¥ 3a rpad G u 3a rpad G’ jenquno y ciydajy Kajua je
S(Za:l’b:l’c:l’d:o. ]
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

[Iperxomue meme moacehajy Ha memy 3 Koja omucyje MpoMeHe HHaeKca rpada
HAKOH poTaluja rpaHa y mwemy. Y jgemama 12 (i) u 13 (ii), mehyrum, Huje
yTBpHEHO 1A I C€ MOXKE JABUTH CTPOTA HEJETHAKOCT.

VY HacraBky, ca G he OuTH O3HAYCH HETPHUBHjallaH MOBe3aH rpad pesa n u
BEIMYUHE M Ydja je HajMama KapaKTepUCTHYHA BPETHOCT MUHUMAITHA Y OBO]
kimacu rpadoa. I'pad G ce xpahe 30Be ekcTrpeMannu rpad u 6uhe 1oka3aHo 1a
OH uMa cTporo oxapeheny crpyktypy. C TuM y Be3u, IpBO ce Mopa aepuHucaTH
rojaMm crerneHacTor rpada.

I'pad H ce HazuBa cisieiienaciiu 2pag (enri. nested split graph) ako merosu
YBOPOBU MOTy OuTH ypeheru tako ma jq € E(H) ycnosmasa ip € E(H), 3a
cBako ¢ < j up < ¢q. OBakBOM rpady oaroBapa cTENeHAcTa MATPHUIIA CYCE/ICTBA.
Crtpykrypa ekcrpeManHor rpada G je omucana y crnenehoj Teopemu.

Teopema 1 ([4]). Hexa je G wosezan 2pag uuja je najmarsa Kapaxkmepucimiuyna
spegrocii \N(G) munumanna mehy wlosesanum Zpaghosuma pega n u 6CAUYUHE M
(m < (3)). Tagaje G

(i) ousiapmuimian epag, i

(ii) Kominetian apoussoq gea ciliciienacitia epagha (0g Kojux Hucy oba HomiayHO
Heflo6e3a ).

IToka3zyje ce 1a je crpykrypa rpada GG ycaoB/beHa 3HAKOM KOOPIUHATA KapaK-
TEPUCTUYHOT BEKTOPA KOjH 0JIrOBApa KapakTepuctuuHoj Bpenuoctu A\(G). Jlokas
OBE TeOpeMe 3aCHOBAH je Ha JleMaMa KOje Cy JaTe Y HACTABKY.

Hexa je X = (z1,%9,...,7,)T coOmcTBeHH BEKTOp KOjU OAroBapa COINCTBE-
HOj BpenHoctu A(G). depunummmo nozeny ckymna usoposa V (G) uHpyKoBaHy
MOJICIIOM KOOpAMHATA BeKTOpa X Ha HEraTUBHE, HYJIA U MO3UTUBHE, Ha cienchu
HAYMH;

V(X)) ={u e V(G) | z, < 0} — ckyit nelaimusnux usoposa,
VUX) = {ueV(G)|x, =0} — ckyii nyna usoposa,
VHX) ={ueV(Q) |z, > 0} — ckyil lo3uifiusnux usoposa.

Jlema 14 ([4]). Axoje VO(X) # 0 onga je d(u) = n — 1 3a ceaxu usop u € VO°(X).

Jlokas. TlpeTnocTaBUMO CYIIPOTHO, Tj. Ia MOCTOjH uBop r U3 ckyna VO(X) Takas
najed(r) <mn—1. Hekaje S, = {s € V(G) | sr € E(G)} cKym CBUX HETOBHX
cycena y rpady G u T, cKyn CBHX YBOpPOBa KOJU HHUCY cycemHH ca r y rpady G,
1.7, = {t € V(G) | tr € E(G),t # r}. lpumerumo na je S, # (), mowro je
rpad G noses3an u HerpusMjanan. Takohe, T, # (). Hekacy s € S, ut € T, nsa
pOU3BOJbHA UBOpa. PoTupajmo cama rpany rs y rpady Gy mo3unmjy rt 1 TaKo
nobujenu rpad ozHaunmo ca G'.

[IpetmocraBuMo TpBO, aa je rpad G’ moBe3aH 3a CBaKM M300p YBOPOBA S U
t. Axo je Ty # x;, 3a HEKO s u t, oHjia npumeHoMm Jeme 12 (i) nobujamo na
je AM(G") < A(G), wro je y kouTpamukuuju ca uzdbopom rpada G. Cnenu na je
Ts = Xy 32 CBaKu M300p uBopoBa s u t. Crora, T, = ¢ 3a MPOU3BOJHAH UBOD
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

v # r rpada G, rne je ¢ peamna koucranTa. Cana je N(G)z, = ) g 7, = d(r)c.
[Mowiro je d(r) # 0 u x, = 0, 3akpyuyjemo 1a je ¢ = 0 u oryna X = 0, wro je
Hemoryhe.

CaJia mpeTIocTaBMMO J1a je 3a HeKU u300p uBopoBa s u t rpad G’ HemoBe3aH.
Tanarpana rs Mmopa 6utu MocT y rpady (G, a YBOPOBH S U t ce HATTa3e y Pa3THIUTUM
kommoHeHTama G u Gy rpada G’, pecriekTuBHO. [IpeTIIOCTABUMO Ja ITOCTOjU
upop t' € G, (t' # s). Tamat' € T,, jep y cynipoTHOM cry4ajy 6u y rpady G
MOCTOjao MyT OJf YBOPA I IO UBOPA S KOJU M30eraBa MOCT 1's. AKO je T # x}, Tajua
1001jaMO KOHTPAJUKIN]y TIPUMEHOM TOPHUX apryMeHaTa Ha 4BOp ' yMecTo Ha
ypop t. IIpuMeTnmMo 1a je ogrosapajyhu rpad G’ y oBoM ciaydajy moBe3aH. 3aTo
Heka je T, = Ts 3a cBaku uBop u € V(G,). I[Momohy (A, X)-KkapakTepuCTHUHHUX
jeHaYMHA YBOpa S, MpUMemeHNX y rpady G, nodujamo \(G)z, = (d(s) — 1)z,
omakie je x5 = 0. 30or tora GG; MOpa 1a caap:Kud 4BOP u Takas 1aa je x, 7 0.
Osnauumo cazaa ca G” rpad nobujen us rpada G poTaLujoM rpaHe STy MO3ULH]Y
su. Tpad G” je moBesan u npumeHoM Jjieme 12 (i) 101a31UMO 10 KOHTPAJUKIIH]E
AMG") < NG).

AXo MoMeHyTH 4BOp t' He MMOCTOjH, TaJa je UBOp S CTeleHa 1 M Ha OCHOBY
KapaKTEPUCTUUHHUX JeTHAUMHA 32 YBOD S 3aKJbyuyjemo 11a je s = , = (. Ilpema
tome, rpad G caapxu uBOp u 3a Koju je x, # 0. Wy oBom ciyuajy, ca G”
o3HaunMo rpad go0ujen us rpada G portanujom rpaHe sry nosuumjy su. I'pad
G" je moBesan, ma Ha ocHOBY neme 12 (i) mobujamo A(G”) < A(G), mTo je
Hemoryhe. (|

Jlema 15 ([4)). Heka je G iiosezan 2pagh uuja je najmarea Kapakiepucitiuita epeg-
HOCT MUHUMATHA Mehy Tlose3anum Zpagosuma pega n u eeaudune m < (;L) Taga
Jje M(G) @pocinia kapaxitiepucimivuna epegrociu cpaga G.

Jokasz. TIpeTIocTaBUMO a KapaKTepUCTHUHA BpeTHOCT A(G) MMa BUIIECTPYKOCT
Oap 2. Tama 3a cBaku uBop u € V() MOCTOjU KapaKTEpUCTHUHK BeKTOp X UHja
je u-ta koopauHaTa jemHaka Hymu. Hdakme, v € VO(X) u VO(X) # (. Ilomro G
HUje KOMIUIETaH rpad, MOKeMO u3abpatu 4Bop u Tako 1a je d(u) < n — 1, mro je
y KOHTPAIMKIIU]U ca JeMoM 14, (|

Kao nupekTHa mocneamia IpeTXoaHe JeMe U3BOJIU Ce 3aK/bydak 1a ako G Huje
komIuteTaH rpad ona je naprunuja ckyna V (G), Koja je MHIyKOBaHA 3HAKOM KO-
OpIMHATA MTPOM3BOJHHOT KAPAKTEPUCTHYHOT BEKTOPA KOJU OAroBapa KapaKTepu-
CTUYHO] BpenHOCTH A (), jefMHCTBeHA (IPUMETHMO JIA C€ CAMO YJIOTa IO3UTUBHHX
Y HETATUBHUX YBOPOBA MOKe MPOMEHUTH). CXOIHO TOME, IPETIOCTABUMO A j&
m< (3)uV(G) =Vruviuv-.

Osnauumo ca (U) moarpad rpada G unaykosan uBoposuma ckyna U C V(G),
a ca GV H xommieran npoussoj rpadosa G u H. KopumihemeMm neme 14 moxe
ce onucaTu cTpykTypa rpada G. Axo je VO # (), onna je K = (V°) xomnneran
rpapu G = KVH,tneje H=(VtUV~).

doKycupajMo ce, y HacTaBKy, Harpad H. Hekaje H- = (V )u H™ = (V).
IMoarpadosu H~ u H* rpada G nocroje, momro ¢y concreenu npocropu 3a A(G)
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

u p(G) MehycoOOGHO OPTOTOHAJIHHU, & COTICTBEHH IIPOCTOP KOJU OATrOBapa HHICKCY
p(G) je pazaner NO3UTUBHUM KapakTepucTuuHUM BekTopom. Ckyn VY Mosxke Gutu
U TIpa3aH.

Jema 16 ([4]). Ipagosu H™ u H™ cy citenienaciiu cpaghosu.

Jloxkasz. Hekaje V't = {1,2,... k} npu yemy Baku 7 < x5 < --- < xp. Tpeba
nokasatu ja ako rpad G caapiku rpaHy jg, OHIA OH CaJIPXKU U TPaHy ip 3a CBAKO
I<i<j<hkul<p<g<k

[IpeTmocraBuMoO CynpoTHO, Tj. Heka jq € E(G)uip ¢ E(G)3al <i<j <k
nl < p<gq< k. VYrpapy G npeMecTUMO TpaHy jq y MO3HUIH]Y P U HOBH
rpad osHaunmo ca G'. Kako je HajMama KapaKTepHCTHYHA BpexHocT rpada G
MUHHMMAJIHA Y TOCMAaTPAHO] KJIacH, OH/Ia Baxke cienehe HejenHakocTu

0 < MG = NG) € 2(wixy — xjmy) = 2(x; — x5)xp + 2(2p — 24)2; < 0.

OnaBne 3aKibydyjeMo J1a Je T; = T; U T = T4, KA0 U 12 je X KapaKTepUCTUYHU
BEKTOD KOjH 0JroBapa Kkapaktepucruunoj Bpegnoctu A\(G') = A(G). Axo nocra-
BUMO KapaKTEPUCTUYHE jeHAUMHE 3a YBOp ¢ y rpadoBuma G u G', ouMriieiHo
ce J0JIa3H 10 KOHTPAJAUKIIM]E, TIOIITO j€ YBOP ¢ U3ryOHO jeHOT cycena y rpady
G’. axne, H' je cremenactu rpad. AHAJIOTHO ce JoKasyje U na je rpad H~
cTereHacTu rpad. O

Jema 17 ([4]). Axo ckya V™ unu V= ungykyje 2pany ij, onga epag G cagporcu epamny
pgsaceep eV uqe VT,

Hokas. TlpeTmocTaBUMO Ja HEKHM oJ cKymosa V'™ wnu V'~ MHAyKyje TpaHy ij u
na He Baku TBpheme jgeMe. Tama rpaHy ¢j MOXKeMO Ja IMPEMECTHUMO Y ITO3UIIU]Y
pqg (p € V7, q € VT). Kako je z;z; > 0, a xyz, < 0, npumenom neme 13 (i)
JIOJIA3UMO JI0 KOHTPAIMKIIH]E. [

Ha ocnoBy neme 17 nonasu ce 1o cieneher 3akpyuka.

Jlema 18 ([4)). Axo 6ap jegan og 2padposa HY ww H™ nuje dowmityno neiosesan,
onga je H = H"NH~. 'V cyiapoimnom, H je 6uitapiiuitian 2pag (ne obasesro
KOMINeian ouilapiuitian).

V Besu ca crpykrypom rpada G Baxe u cienehu pe3ynraTu.
Jlema 19 ([4]). Axoje V° # 0, ongaje H = H"VH".

Jlokas. Tlpernocrasumo ja je H # HTV H~. N3abepumo yeTupu uBopa y rpady
G na cnenehu Haunn: a € VO, b e VIUV ™, c € VT ud € V-, npu uemy cy
yBOpOBH ¢ U d HecycenHu. Ha ocHOBY neMe 14, uBopoBH a U b ¢y cycenHu y rpady
G u rpana ab Huje MmocT. llTaBuIle, BaXu 1a je T,x, > T.rq. [IpUMETHMO joII
na uBop b He Moke GMTH cTereHa 1, jep ce y ToM cayuajy qobuja na b € V0. Ako
caja rpaHy ab 3aMeHMMO rpaHoMm cd, nobouhemo nosesanu rpad G'. Tlpumenom
neme 13 Bumumo na je A(G') < A(G), wTo qoBoau 10 KOHTpaukiuje. Jlakie,
cBaku uBop rpada H™ cycenaH je ca ceakum uBopoM rpada H . ]
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U3 nema 14 u 19 cnemu na axo je VY # (), onma nocmatpanu rpadp G uma
ook KV L, rne cy K u L crenenactu rpadgoBu, YBOPOBH U3 KA Cy HCHETaTUBHH,
a uBopoBu u3 L cy Henosutusuu. Hakne, Vi = VT U X uV, = V- UY, rae
je X UY npousBosbHa maptuimja ckyma VY. OBo 3amakame y KOMOMHAIMH ca
nemoM 18 naje mokas Teopeme 1.

Teopema 1 je jenHa o1 KJIbyUHMX TE€OpEMa y M3ydaBarby MUHUMATHE HajMambhe
KapaKTEPUCTUYHE BPETHOCTH HEKMX Kitaca rpadoBa. OHa Ham 1aje nHbopmaIuje
O CTPYKTypH mocMaTpaHor rpada G, rae je G mose3anu rpad. Ako, mehytum, y
0031p y3MeMO U HelmoBe3aHe rpadoBe ca n YBOPOBA U m TpaHa, U gasbe hemo Mohu
Ia uckopuctumMo Teopemy 1. Hamme, mokasyje ce 1a ekcTpeMannu rpad caapxu
HA]BUIIE JeIHY HETPUBU]ATTHY KOMIIOHEHTY TTOBE3aHOCTH y KOjO] CE€ YIPABO U TMO-
CTH)KE MUHUMAJIHA HajMarma KapaKTepUCTUYHA BpeaHOCT. Ha OBy KOMIOHEHTY
MOKEMO MPHUMEHUTH TeopeMy | M ocTajie pe3ysiTaTre KOju ce OJHOCe Ha TOBe-
3aHe rpadoBe. Jlo oBOT 3aKJbydKa Ce JOTa3U Ha OCHOBY TOCTYIIKA OMUCAHOT Y
HACTaBKY.

Heka je G mpou3sBosbHU Tpad pera n ¥ BEIUYUHE M YUje CYy HETPUBHjATHE
koMmoHeHTe nose3aHoctu Gy, Go, ..., Gy (k > 1). Ha ocHoBy penauuje (2.2)
BUIMIMO 14 je HajMarba KapaKTepUCTUIHA BpeaHOCT rpada Gy cTBapH HajMarba
KapaKTEePUCTUIHA BPEIHOCT Heke o1l kommoneHTH G; (1 = 1, ..., k). Kako cy rpa-
¢oBu G; (1 = 1,..., k) monrpadou rpada G, Ha OCHOBY JieMe 5, 3a MPOU3BOJHHE
nBe pasmuunte kommnonente G, u G; (1,7 € {1,...,k} uk > 2) Baxu

Axo cana G; U G, y rpady G 3amennmo ca (G, - G;) U Ky nobujamo rpad G/,
KOju ocraje y ucToj Kiacu, a 3a koju je A(G') < A(G). Ako uctu mocrynak
npuMeHnMo Ha Tpad G', a 3aTUM MOCTYNAaK MOHAB/HAMO CBE JTOK HE H00HjeMO
rpad ca camo jelTHOM HETPHUBHjaTHOM KOMIIOHEHTOM, Ha Kpajy hemo nobutu rpad
G* ca ocobunoM A\(G*) < A\(G). IIpema ToMe, MOTpara 3a eKCTPEMATHIM Ipahom
ce MOXKeE Cy3MTH Ha IOBe3aHe rpadoBe, ITO MOKEMO HAIUCATH IPELU3HU]E Y BUILY
TBphema Koje ciaenu.

Heka je H(n,m) ckyn cBux rpadoBa pena n u Benuuune m. JlepuHummmo
caja BeIMINHE

f(n,m) =min{\(G) | G € H(n,m)},

g(n,m) = min{\(G) | G € H(n,m) u G jenose3au}.

JIema 20 ([4]). f(n,m) = min{ g(k,m) | k < n u ckyii H(k, m) cagporcu 6ap
Jegan iosesan Zpagh}.

Haxmne, TeopeMa |1 ce y koMOuHanuju ca agemoM 20 Moke IMPUMEHUTH U Ha
HeroBe3aHe rpadoBe. OBa TeopeMa J0CTa MOjeAHOCTABIbYje IPoOIeM HaTaKemha
ekcTpeMaHoOT Tpada y kiacu rpadoBa GpukcupaHor pena u BenuunHe. OHa HAC
JTOBOJIM IO JBE€ MOTKJIACe: Kjace OMmapTUTHUX rpadoBa U kjaace rpadoBa Koju
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3.1. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX 'PADOBA

Mpe/ICTaB/bajy KOMIUIETAH MIPOU3BO/I /IBa CTeleHacTa rpada, ca KojuMa je 1asbe
JIAKIIE paAUTU. Y TOME Ce, YIIPABO, U OTJIe/la BAXKHOCT OBE TEOPEME.

Jlo cmumyHoT pe3ynTara je mouuta U A. Sawikovska [37] y cBojoj mOKTOpCKO]
TUcepTaIyju, n3ydaBajyhu rpadoBe pefa n U BeTHUUHE M, He 00aBE3HO ITOBE3aHe.

Teopema 2 ([37)). Hexa je G 2pag uuja je najmara Kapaxkidepuciiuina 6pegHoCii
MG) munumanna mehy pagosuma pega n u eeruuune m. Taga je G
(i) Oudlapmuitian pag Kog K02a HeKu Y80POSU MOV OUTIU U30L06AHU, UL

(i) rominemian apoussog gea epaga.

Jokas. Heka je G rpad unja je HajMarba KapaKTepUCTHUHA BpeaHOCT A(G) Mu-
numanaa Mehy rpadoBuMa pera n u BemuuuHe m U Heka je X = (T, T, ..., T,) 7
KAPAKTEPUCTUYHU BEKTOP KOjU OJIFOBAPA HAJMAH0]j CONCTBEHO] BpeAHOCTH A(().
Be3 rybutka onmmrocTu, MpeTIocTaBUMO /1A je

T1 S o <0 K Ty

Kako je A(G) > 0 a M(G) < 0, na 6u Baxuio A(G)X = A\G)X, kapakrepu-
CTUYHU BEKTOp X MOpa UMATH U HETATUBHE U MO3UTUBHE KOOpAUHATE. 300T TOra
jer1 < 0,ax, > 0. Heka je p mpupoaan 6poj Takas aa cy cBe KoopauHate x; < ()
3a 1 < p, a cBe koopauHate x; > 03a ¢ > p. To 3HA4YM J1a CONCTBEHU BEKTOp X
MOEMO MPEICTABUTH Yy OOJIUKY

rie je ) BekTOp mUMeH3Hje p umje ¢y CBe KOOPAMHATE HEraTuBHE, a ='2) BekTOp
JMMEH3HJE . — D YHUje Cy CBE KOOPAMHATE HEHETATUBHE.
CmuyHo, matpuity cycenactsa A(G) MOKeMO HAITUCATH Ka0

(A Ax
A(G)—(AITQ A)

e je Ay KBaIpaTHA MATPUIIA TUMEH3HjE P, a Aoy KBAPATHA MATPUIIA TUMEH3H]E
n — p. Pasmorpumo caza npousson X A(G)X. Haume,

(3.5) XTAG)X = 2WT Ay 2™ 4 2T Agyz® 4 2007 A2,

Ha ocHoBy (2.5), Bugumo 1a je A(G) = ”119”1511 YTAG)Y = XTA(G)X. Kako cy

CBH cabupIy y mpBa JiBa u3pasa npou3sBosa (3.5) Heneratusuu, matpuiie Ay u Ago
Mopajy outu 0-MaTpHIe WU CBU eJIeMEHTH MaTpulle Ao Mopajy OUTH jeTUHUIIE.
3aucTa, yKoIuKo MaTpuua App (a Tume u Aly) canpxku Hyse, oHla Ha HUXOBO
MECTO MOKEMO IMPEMECTUTH CUMETPUYHO IOCTABIbEHE jeMHUIE U3 A1 I Ags.
Ha taj Hauwn no6ujamo HoBy Matpuiy A = A(G’) koja mpescraBiba MaTpUILly
cycezncrsa ogrosapajyher rpada G', npu uemy je rpad G’ takohe rpad pena n u
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

semuuune m. Cana, npousson X L A(G')X uma Mamy BpeIHOCT OJ IIPOU3BO/IA
(3.5). Haxne A(G') < A(G), wro je y kKoHTpaaukiuju ca uzbopom rpada G.

Axo cy matpure Ay u Asy O-matpure, rpad G je OunapTuTaH, Ipu YeMy HEKU
IErOBU YBOPOBU MOTY OUTH M30JI0BaHU. AKO Cy, MMAK, CBU CIEMEHTU MAaTPHIIC
A1s jemunune ouma rpad G mpeacTaBiba KOMIUIETAH IPOU3BO/ ABa rpada, dnja je
cTpykTypa onpeheHa Mmatpuriama Ay 1 Ass. O

Jlema 21 ([37]). Heka je G 2pag uuja je najmaroa Kapakimepuciiudna 6pegHoci
n2

MNG) munumanna mehy epagosuma pega n u éenuuune m, 3a m < o, m = fg

(f,g € N), f+g < n. Taga ce 2pagp G cacimioju 0og KoMmieHiHOZ OUTAPTIUTIHOE

epaga u (MoZyhe) HeKux uz0108anux 4oposa.

BumuMmo na cy y Teopemu 1 u Teopemu 2 100HjeHU CIIMYHU PE3YITATH. 3HAYA]
TeopeMe 2 ce orneja y ToMe IITo oHa oOyxBaTa rpadoBe pera n U BEeIHUUHE M,
Oe3 orpaHuuema 3a O6poj rpaHa u mose3aHocT rpada. Y ciayuajy (ii), mehyrum,
HEe 00MjaMo HUKAKBY MH(popMaIujy o cTpykrypu rpadosa Hy u Hy Koju unHe
komIuteTaH mpousBoa G = H,V H,. Ca npyre cTpaHe, TeopeMa | 1aje mperu3Huje
uHpopMaIje O CTPYKTYpH TpakeHOT rpada (G, Maaa je Opoj TpaHa OrpaHUYCH
(m < (Z)) U TeK y KoMOUHALUjU ca ieMoM 20 ce MOKe IPUMEHUTH Ha HETTOBE3aHe
rpadose.

3.2 Crpykrypa eKcTpeMaJHUX OMNApTUTHUX rpadosa

Heka je G moBe3an Ounapruras rpad, Koju caapxu HpHe u Oesne usopose. Ca
U 03HaYMMO CKYII LIPHUX YBOPOBA, a ca V' ckym Oenux uBoposa rpada G. I'pad
G nasuBamo sanyanum pagom (eurn. double nested graph wmu chain graph)
YKOJIHUKO IOCTO]je TTapTHUITHje

U=U,U0,U---UU, u V=ViUWU---UV,

TakBe Ja je CKymn cycema 3a cBaku 4sop m3 U; ckym ViUVoU--- UV,
(i=1,2,....h)

Osnauumo ca G = D(my,ma, ..., mp; Ny, No, ..., Ny) JaH4aHu rpad KoOI
koraje |U;| =m; (i =1,2,....,h)u|Vi| =n; (i =1,2,..., h). llapamerap h jou
HA3UBAMO M sucurom nandaHor rpada G. Ouurnenno, 3a nanyanu rpad G Bake
JETHAKOCTH

(3.6) n(G) =my +mg+ -+ my +n1+ng + -+ Ny,
(37) m(G) :ml(n1++nh)+m2(n1++nh_1)—i—+mhn1

CrneuujasiHo, ako je BucuHa h = 1, tazia je G komruietan ounaptutau rpad [, ,,
Y H€TOB KaPAKTEPUCTUYHU MTOJIMHOM j€

(3.8) d(G, ) = \"2(A2 — m(Q)).
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

3a h = 2, rpap G = D(my, ma;ny,ns) je IpUKA3aH HA cIUIM 3.1, a HEroB Ka-
nonuuku rpad je G’ = D(1,1;1,1). Ha ocuoBy neme 11 Baxu 77(G) = 77(G") = 4,
najen(G) =n—4. Hekaje X = (T1, .., Ty Yty -« s Ungs Z1s - -+ 5 Zmags Ly - -+ 5 Iny)
KapaKTePUCTUYHU BEKTODP KOjU OAroBapa HEeHyjIa KapaKTePUCTUIHO] BPEIHOCTH

rpa(ba G. KOOpI[I/IHaTe OBOT BEKTOpa oerOBapajy p€aIOM YBOPOBHMA Vi, . . . , Upmy
Uy« oy Unys Umg 415 -+ -5 Umgtmas Ung+15 -+ -5 Ung+no-

n

U

Cnuka 3.1. Jlanuanu rpad Bucune 1

Kopucrehu (A, X )—kapakrepuctuune jeqHauuse (2.4) rpada G, 3aKIbydyjeMo
JajJe Ty = 0 =Ty, Y1 = 0 = Ypyp 21 = 00 = Zpy Ut = 00 = Ay U
KOOPIMHATE X1, Y1, 21 Y t1 3a10BOJbABA]y JETHAKOCTH

ATy = niy1 + naty,
AY1 = mix1 + mozy,
Az =y,

)\tl =M.

JloOujeHr XOMOTeHH CUCTEM jeTHAUMHA UMa HeTPUBHUjalIHA pellerma (1o X1, Y1, 21
U t1) aKO U caMO aKO je ’eroBa AeTepPMUHAHTA jeJHAKA HYJIH, OJTHOCHO

A —ny 0 —MNo
—Tmy A —Tmy 0 .
(39) 0 -m A o] "
—my 0 0 A

Jakie, HeHyJ1a COTICTBEHE BpeaHOCTH rpada G 3aj10BoJbaBajy jeaHaunny (3.9), a
pa3BojeM IOCITeIbe TeTePMUHAHTE JOOUjaMO KapaKTepUCTUYHH ITOJTHHOM

(3.10) H(G,N) = A" — m(G)N2 + mamaning).

3a h = 3 rpad G = D(my, mg, m3;ny, N2, n3) je pukazad Ha cmumm 3.2. Ko-
puctehn IMOCTYIMaK KOjU je CIMYaH IOCTYIIKY y ciaydajy h = 2, qobuja ce ma je
KapakTEePUCTUYHU OJUHOM rpada G

o(G,\) = >\"—6(>\6 — m(G)X1 + (momgning + myma(ny + ng)ng

(3.11)
+ mimsni (ng + ng))A* — mymaomsningns).

[Toxkasyje ce na naHuanu rpadOBU UMAjy UCTY YJOTY y CKYIy OWUMapTUTHUX
rpadosa (y 0IHOCY Ha MHJIEKC), KA0 CTEMEHACTHU rpadOBH y CKYITy HEOUMTAPTUTHUX
rpadosa (y oqHOCY HA HajMalby KaPAKTEPUCTUUYHY BPEIHOCT).
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

ni

U

ns

Cnuka 3.2. Jlanuanu rpad BucuHe 2

Teopema 3 ([5]). Axo je G 2pagh 3a koju je N(G) munumanno (ognocro p(G) max-
cumanno) mehy ceum fosesanum OURApUITHUM ZPAposUMA peqga . U 6eiudune M,
onga je G nanuanu 2pagp.

Jloka3 MpeTxo/iHe TEOPEME je 3aCHOBAH Ha JIEMH 3 U JieMaMa KOje HaBOAMMO Y
HACTAaBKY.

[To3Hato je ma 3a cBaku OumaptutHu rpad G Baxu na je AM(G) = —p(G).
Ortyna, mpobiieM MUHUMATHEe HajMakbhe KapaKTepUCTUIHE BPETHOCTU eKBUBAJICH-
TaH je ca mpo0JIeMOM MaKCMMAITHOT MH/IEKCa Yy OBOj Ki1acu rpadoBa, Tako aa hemo
ce y HacTaBKy (JOKyCHpATH HAa UHAECKCE o/roBapajyhux rpadosa.

Creneha nema je BeoMa KOPHUCHA KaJ1a Ce CYCPETHEMO Ca MOCTOM y Tpady YHjH je
MHJIEKC 110 mpeTnocraBuu Makcumainad. Hekacy P = P, u (Q = (), 1Ba KOPEHCKa
rpada ca kopenuma u 1 v, a G rpad nobujen us yuuje P U (Q nonaBameM rpaHe
uv. Hexka je G’ rpad popmupan oz koanecueHumje rpadosa P, u (Q, 101aBambeM
cIo0OoIHE TpaHe Ha YBOP JIOOHjeH MOUCTOBehNBAamHeM YBOPOBA U H .

Jlema 22 ([5)). V ckaagy ca nasegenum osmaxama, axo cy P u Q) nemwipusujanrnu
ioseszanu Zpagosu, onga sadxcu ga je p(G') > p(G).

Jlokas. Heka je X = (11, 2s,...,2,)" Tleponos Bextop rpada G. Bes ryburka
OIILITOCTH MOKEMO IPETIOCTABUTH 1A je T, < T,. Hekaje Np(u) = {wy, ..., wi}
CKyIl CBUX YBOpPOBa CyceqHHUX ca yBopoM u y rpady P. Kako je P HeTpuBH-
jaman rpa¢ ouurnento je Np(u) # (). I'pad G’ moxemo nobutu us rpada G
npeMelnTameM rpana uw; (1 = 1, ..., k) y no3unuje vw;. Ha ocHOBY nieme 3 criequ
naje p(G) < p(G). O

Y HacTaBKy MpeTrnocTaBuMo aa rpad G MMa MaKCUMAaJHU WHIEKC y CKYITY
MOBE3aHNX OUMAPTUTHUX I'padoBa (GUKCUPAHOT pella U BETHUUHE.

Jema 23 ([5]). Hexa 2pa¢p G 3agosomasa nasegene Gpeiiilociiaske u HeKd je
X = (21,19, ...,2,)T Heponos sexitiop cpagpa G. Axo cy v uw usoposu ucitie Hoje
WaAKeU ga je T, = T, onga je d(v) = d(w).

Joxkas. TlpermocraBumo cynpoTHo. Heka je x, > z, u d(v) < d(w). Tama Baxu
naje 1 < d(w), omHOCHO MMocTOju YBOp w4 € U KOjH je CyceaH ca w a HUje CyceaH
ca v. Ako y rpady G rpaHy uw pOTHPAMO y IOJ0XKaj uv, HA OCHOBY JieMe 3
nobujamo rpad G’ 3a xoju je p(G) < p(G’). Axo je rpaHa uw MOCT OHIA U3
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

neme 22 BuauMo ja je d(u) = 1. [akie, rpad G’ je y cBaKOM CiIydajy MOBE3aH.
JI0J1a3UMO 10 KOHTPAAMKIH]jE Ca MPETIOCTABKOM Jia je p((G) MaKCHUMAITHO. ]

Heka je y mocmaTpanoM OunapTuTHOM rpady G cKkyn 6eTHX YBOpOBa O3HAYEH
ca U = {uy,us,...,u,} a ckyn upHux usoposa ca V = {vy,vs,...,v,}, IIe je
Ty 2 Xyy 2 -0 2 Ty, ULy, 2 Ty, 2 -+ 2 Ty,. Ha OCHOBY IpeTxomHe jeme
MOJKE CE 3aKJbYUUTH JIa OBAKBOM ypehemy KooparHaTa BeKTopa X oJiroBapa UCTO
ypeheme cTenena uBopoBa y obe Kiace.

Creneha nema 1aje HeKe IMOCTEIUIIE TPETXOTHUX JIeMa.

Jlema 24 ([5]). Hexa 2pagp G 3agosomasa naseqgene upeiiiiociviaske ykoyyuyjyhu u
oHe Koje ce ogHoce Ha ypeherve usoposa paga. Taga sasicu:

(i) usoposu uy u vy cy cyceqgnu;,

(ii) ueop uy je cycegamn ca céum uoposuma uz Kiace V u ueop vy je cycegam ca
ceum ygoposuma uz Kaace U;

(ii1) ako je ueop u cycegan ca u6OPOM Uy, OHGA Je U CYCean U Cd C8UM Y80POSUMA
vj 3a j < k. Cnuuno, axo je usop v cycegar ca 460poM Uy, OHGA je U cycegar
u ca ceum 4goposuma u; 3a j < k.

Hoxkas. Pasmorpumo npBo moctoBe y rpady GG. Ha ocHOBY jieme 22 CBM MOCTOBHU
y rpady mopajy Outu Bucehe rpane (MHaue OMCMO JOUUIM 1O KOHTPAIUKIU]E
ca makcumanuomhy unngekca p(G)). Ilomohy neme 3 3ak/bydyjeMo 1a Cy CBU
BHUceh YBOPOBH CyCEeTHHU ca YBOPOM W 3a KOJU BaXU /1A je X,, MAKCUMAIIHO Y
KapaKTepUCTUYHOM BeKTOpy X. be3 ymamema OMImToCTH, MPEeTIOCTABUMO 14 j&
Tyy = Ty, 1w = uy. Chaeau ga pesynrat Baxu ako je G cradio, 1j. G je 3Be3ja.
[MpernocraBumo mabe ga G Huje cTado.

(1) [la GucMo joKa3aiu OBO TBPherme MPETIOCTABUMO CYIPOTHO, Tj. JIa YBOPOBH
w1 ¥ v HACY cyceaHu. Taja je vp cyceqaH ca HEKUM APYTruM YBOpoM u € U u uv;
Huje MocT. Cajia MOXKEMO POTHPATHU I'PAHY 1y Y ITOJ0XKA] 11U1 ¥ JIOOUTHU IOBE3aH
ounaprutan rpadp G'. Ha ocHoBy nmeme 3 mobujamo ma je p(G) < p(G'), mro
JIOBOIIM JIO KOHTPaIUKIIH]e.

(7i) IlpermocraBumo aa je u € U 4BOp Koju HHje cycemaH ca v;. Ha ocHoBy
(1), 3axkibydyjeMo Ha je u # uj, UU; HUjE MOCT U YBOP U j€ CYCEaH Ca HEKUM
yBopoM v € V (v # vy). I'paHy ©v MOKEMO POTHUPATH Y TOJIOXKA] ©v; U JOOUTH
KOHTPaMKLK]y Kao y ciayuajy (i). Ciaum4Ho, MPEeTHOCTABUMO Jia je v € V uBOp
KOjH HHUje cycenaH ca u;. IIoHOBO, HAa OCHOBY () BaKH J1a je v # vy, TpaHa vy
HHUje MOCT M YBOp ¥ je cycelaH ca HeKUM yBopoM u € U. Potauuja rpaHe oko
YBOpA U JJOBOAM JIO KOHTPAIUKIIH]E.

(737) IIpeTrmocTaBUMO JIa je YBOP U CyCeddaH ca HEKUM YBOPOM vy € V M HCTO-

BPEMEHO HHje CycelaH ca v; 3a Heko j < k. W3 (i) cmenm ma je u # u; u rpaHa
uvy, HUje MocT. IIpema Tome, rpaHy uv), MOXKEMO POTHPATH y MOJI0XKa] UV;, YAME
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JOIa3uMO 10 KOoHTpaaukiyje. CIMYHO, MPETIOCTABUMO J1a je YBOP U CyCeIaH ca
HEKUM 4BOpOM uj, € U 1 MCTOBpEMEHO HHje CycelaH ca uj;, 3a Heko J < k. Y
OBOM CJIyuajy v HHj€ MOCT, owTo je k > 1. Potanuja rpane vuy, y noaoxaj vu;
JIOBOIY 10 KOHTPAIMKIIH]E. ]

Jloka3 Teopeme 3 cana ciaenu AUPEKTHO U3 jeme 24 u neduHUIINje JTaHYaHOT
rpada.

VY HacTaBKy, maxmwa he 6utu mocseheHa moBe3aHNMM OUMTAPTUTHUM rpadoBUMA
ca n yBopoBa U n + k rpana (k > 0). Ilpumerumo ma cy 3a k = —1 y nuramy
crabuna, ma je 3Be3na Si,—1 (K1,-1) ekcTpeManaHu rpad y oBoj kiacu rpadona
(Buzeru [15]). Mmajyhu na ymy teopemy 3, 6Guhe oxpeheH jenauncrsenu rpad ca
MUHUMAJHOM HajMambOM KapaKTEPUCTUYHOM BpeaHouIhy Mel)y CBUM MOBE3aHUM
OounaptutHuM rpadoBuma pena n v BenmuuuHe n+k,raeje 0 < k <4dun > k+4.

Ja 6ucMo (popMyITUCAITA U TOKA3aJU TTIaBHY TEOPEMY OBOT MOTJIaBIba, HEOTI-
XOJTHO je ToKa3aTH cienehy gemy.

Jema 25. Hexa cy ni,ng, Mo, ms u k tipupognu dpojesu u neka je ny = 2. Taga
sasicu umitiukayuja

(ng — 1)(mg+m3) +nomy < k+1 = ny +ng+mg+ms < k+3.
Hoxaz. Kopuctehut 3aK0H KOHTPATIO3UIIH]jE TOBOJBHO je JOKA3aTH UMILTHKAIIU]Y

ny+ng+me+mz>k+3 = (n—1)(mg+ms3)+ngmg >k+1.
IMTpumeTMo J1a je 3a cBaka jBa MpUpojiHa Opoja a, b > 1 ucnymeHa HejeJHAKOCT
(3.12) ab>a+b—1.

[IpernocraBumo 1a je nq +ny +mso +ms > k+ 3. Kopucrehu Hejennakoct (3.12)
nobujamo 1a je
(ng —1)(mo+m3)+nomg =>ny —14+mg+mz—1+ny+me—1
>Ny + no +mo +msz— 2
>k+1,
YHMe je JI0Ka3 JIeMe KOMIUIETUPAH. 0J

Teopema 4. Hexa je G 2pagh koju uma maxcumannu ungexc p(G) mehy ceum itosesa-
Hum oudiapiiuinum pagosuma pega n u seauvurne n+k (k > 0, n > k+4). I'pag
G je nanuanu 2pagh D(my, ma, ..., mp;ny, No, ..., Ny) ca cregelum ocobunama:
(i) h > 1;
(i) wmauno jegan og wapameimapa my u ny je jeguax 1;
(#ii) axo 3a 2pagh G sancu ga je h = 2, maga je G = D(1,1;k + 2,n — (k+ 4));
(iv) h # 3.
Jokas. Ca G o3HaunMo Tpad Koju mMa MakcuMmaaHu uHiaeke p(G) mehy cBum
MOBE3aHUM OMMapTUTHUM rpadoBuMa pena n v BenuuuHe n+k (k = 0,n > k+4).

Ha ocnoBy teopeme 3 3axibyuyjemo na je G nanuyauu rpad D(mq, ma, ..., mp;
ni,no, ..., ng) (h = 1).
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(1) da 6ucMo MoKa3ai 0By OCOOHHY MPETIOCTABUMO CYIIPOTHO, Tj. Aa je h = 1.
Tana je G xommeran Gunapruran rpad Ky, (2 <t < |5 ]), npu uemy je

m=t(n—t) > 2(n-—2).
Opnatie nodbujamo
k=m-n>n—4>k,

IITO j€ OYUTJICTHO KOHTPAIMKIIH]aA.

(7i) Hexkaje G = D(my,ma,...,mp;n1,n9,...,n) (h=2),my = 2un; > 2.
Ha ocHoBy nedununmje mnandaHor rpada 3akpydyjeMo aa Opojy rpaHa HajBUIIE
JIOMIPUHOCE MPBUX My OCNMX W 1 LPHUX YBOPOBA. 3aTo, KopucTtehu jeaHakoct
(3.7), BuguMo na cy 3a10BoJbeHe caenehe penammje

m(G) >m(D(27ml+m2_27"'7mh;nla"'7nh))

m(G) = m(D(my,...,mp;2,n1 +n9 —2,...,n4)).
AKo je h = 2, Tajga U3 NPeTXOAHUX HEjeTHAKOCTH | (3.7) uMaMo
m(G) = m(D(2,my +mg —2;2,n; + 12 —2)) = 2n — 4.
Takobe, kopucrehu ucre HejemHakocTd  (3.7), 3a h > 3 mobujamo
m(G) = m(D(2,m;+mg—2,...,mp;2,n1 +ng —2,...,104))
=2(ni+ne+---+np)+(mi+me—2)(ny +n2+ -+ np_1)
+mg(ni +no+ -+ npo) + -+ mpm
= (my+ma)(n1 +ng+ - +np_y) Fma(ng +no+ -+ np_o)
+my(nyg + - 4 np_g) + - mpng + 2y
> (my+ma)(ny +ng+ -+ np_1) +ms+my+ -+ my + 2ny
=2n+ (my +me)(ny + -+ +np_1) —2(my +mg +ny + -+ +np_q).
[lomro je my +mo = 3uny + -+ np_1 = 3 clienu aa je
(my+ma)(ny + -+ +np_y) = 2(m1 +ma+ny + - +npo) = =3
Ounatne je m(G) > 2n — 4.

VY 00a criyuaja 1o06ujaMo KOHTpaTUuKIMjy k = m —n = n — 4 > k, ITo 3HAaYN
Jla je HajMame jeaH O] mapamMeTapa m; U ny jeaHax 1.

[IpermocraBumo caga gaje m; = luny = 1, omaocHo G = D(1,ma, ..., my;
1,n9,...,ny). Akoje h = 2, Tama je rpad G crabno, mro je Hemoryhe. 3a h > 3,
Ha OCHOBY JieMe 3 UMaMoO

p(G) < p(D(ma+ 1,mg,....mu+np; 1,09, ..., 14-1))

50051
p(G) < p(D(17m27 e, Mp1; N + 1,77,3, <oy My +nh))7

IITO je Y KOHTPAIUKIUju ca untbeHurom ja p(G) mopa 6utu makcumanno. Ha
0Baj HAYMH CMO JIOKA3aJIM /14 j€ TAYHO jeJaH OJ] mapamerapa m; U 1y jenHax 1.
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

(7i1) Hexkaje G = D(my, ma;ny, n2). Kopucrehu ocobuny (i7) mpeTrmocTaBUMO
najemy = lung > 1. Hakne, G = D(1,mg;nq,n2). Tana na ocHoBy (3.6) u
3.7y umamon =mg +ny +no+1lum =ny +ny +nyme. Kakojem =n + k,
Baxxu cneneha jemHakocT

Axojek = 0,onmajemo = luny = 2urpad D(1, 1;2,n—4) je jenunu nanuanu
rpad 3a h = 2.

[TpernocraBumo nawe 1a je £ > 1. Ako je mo = 1 tana u3 (3.13) nobujamo
ni=k+2uny =n— (k+4). Ciuuno, axo je mo = k + 1 Tanajen; = 2 u
ny =n—(k+4). Hekaje Dy = D(1,1;k+2,n— (k+4)) u Dyyy = D(1, k4 1;
2,n — (k+4)) (cnmuka 3.3). YmopenuMo KapaKTEpPUCTUYHE TOJTMHOME OBa Ba
rpada. U3 (3.10) mobujamo

B(D1, A) = N7 — m(D)A2 + (K +2)(n — (k +4)),
O(Dir1, A) = N = (D) N2+ 20k + 1)(n — (k + 4)).

kE+2 kE+1

D1 Dk+1

Cnuka 3.3. Jlanuyanu rpadosu Dy v Dy

Haxkne, 3a A > 0 Baku ¢(D1,\) — ¢(Dypi1,\) = —k(n — k —4)A"* < 0, na
3akibydyjemo 1a je p(Dii1) < p(Dyq).

Ako je k+1 mpoct 6poj, Tana cy rpadoBu Dy u Dy 1 jenuHu JjaH4YaHu rpadoBU
Y JI0Ka3 j€ KOMIUIETUPAaH.

[IpernocraBumo aasbe ja je k + 1 cmoxen 0poj. Heka je mo Hberos gaenuiaig
TakaB gaje 1 < mo < k+ 1. Tanaje 2 < n; < k + 2. Takohe, BuaumMo j1a Baxu

m2+n1<k+3<:>m2+n1<m2(n1—1)+2

(314) <~ %mg(i’)—nl)%—%(nl —1)(2—m2) < 1.

[Tomro je y (3.14) mocnenmwa HEJeTHAKOCT OYUIIICTHO UCITYHEHA, T00MjaMo J1a je
mo +ny < k+3. Omatnejens =n—1—mg —ny >n — k — 4. Heka je cama
Dy, = D(1,mg;ny,n — (M2 +ny + 1)). Tana je Ha ocHoBy (3.10)

H(Dipyy A) = XHA — Dy )A? + mgny (n — (mg +ny + 1))).
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

Kaxko 3a A > 0 Baxu

A(D1, N) = ¢(Diny, A) = N 7H(k +2)(n — k — 4) — manyny)
<A (k+2)(n—k —4) —mony(n — k — 4))
—(mga —1)(n—k—4HX\"* <0,

to je p(D1) > p(Dyp,). OBUM je 1oKka3 ocobuHe (7i7) KOMIUTETUPAH.

(iv) Ako je G manuanu rpa¢ BucuHEe h = 3, TaJga je HA OCHOBY ocobuHe (i7)
G = D(1,mq, m3;nq,n2,n3) Ta1€ je ny > 2. U3 jenuakoctu (3.6) u (3.7) cnequ ia
rmapameTpu Mo, M3, N1 U Ny 3aJI0BOJbABA]Y JETHAKOCT

(315) (nl—l)(m2+m3)+n2m2 =k+1.

Kopucrehu nemy 25 3akibyudyjeMo jga ny + ng + mo + mg < k + 3. Otyna,
ng=mn—(m+ne+me+mz+1) =>n—(k+4).

v ni

2

ns

Cnuxa 3.4, Jlanuanu rpad G = D(1, mg, m3;ny, ng, n3)

[Mocmarpajmo rpad G = D(1,mg, m3;ny, ng,n3) ca ciauke 3.4 Kao Koase-
cueHijy 3Besne H = S, 44y urpada G = D(1,ma, ms; ny,ng,M3), 1€ je
n3 = n3 —n + k + 4. Ilpumerumo ma je n3 > 0, |G| = k + 4 u mapame-
Tpu rpada G; 3a10BOJbaBajy ocobuny (3.15). Takohe, mocmatpajmo rpad D =
D(1,1;k+2,n—(k+4)) (cnmuka 3.3) kao koanecueHIujy rpadosa H = Sy, (p+4
u Gy = Ky j10. Ha ciiuim 3.4 n ciimim 3.3 ca v je 03HaueH 4BOP 100UjeH Mpekia-
nameM KopeHa rpada H ca kopenuma rpadosa GGy u Go, pecriektuBHo. Jlakie,
kako je G = H - Gy u D; = H - G5, Ha OCHOBY JileMe 7, cenu

O(G,\) = @(D1, A) = A" (M6(G1, A) — ¢(Ga, N))

(3.16) —(n—k—=4)(¢(G1 —v,\) — (G2 — v, \))).

Kopucrehu penamuje (3.10) u (3.11) Bunumo na je

(b(Gl, >\) = )\k_2()\6 — m(Gl))\4 + (m2m3n1n2 -+ mg(nl + HQ)ﬁ;;

+ masny (n2 + ﬁg)))\2 — mgmgnlngﬁg)
(b(Gl — U, )\) = >\k(>\4 — m(G1 — U)>\2 + m2n1n2).
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3.2. CTPYKTYPA EKCTPEMAJIHUX BUITAPTUTHUX I'PAD®OBA

Cnuuno, u3 (3.8) umamo

B(G2, A) = (Ko pi2)) = AN = 2(k + 2))

GGy — v, \) = (K p2)) = N2 — (k +2)).
Onasne, nomohy (3.16) nobujamo

(b(G, )\) — ¢(D1, )\) = A"‘G((mgmgnlng + mg(nl -+ ng)ﬁg -+ msng (ng + ﬁg)
+ (n —k— 4)(m(G1 — ’U) — m(Gg — ’U))))\2 — m2m3n1n2n3).

Kaxko rpad G caapxu 3Be31y S| ,,, KA0 HHIYKOBAHHU MOArpad, OHIa Ha OCHOBY
neme 5 Baxu p(G) > /.

3a Bpennoct pasiuke ¢(G, \) — ¢(Dy, \) nobujamo dyHkImjy Koja je pacryha
3a no3utuBHO A. IIpema Tome, 3a A > /N3 UMamo

$(G, ) — $(D1, N) > (G, /iiz) — (D1, v/g) = ny™ (ma(ny + no)iiy
+mani(ny +7m3) + (n — k —4)(m(Gy —v) — m(Gy —v))) > 0.

Onasre 3akspyuyjemo naje p(G) < p(D1), HITO je y KOHTPAIUKIIU]U Ca YMHECHUIIOM
na p(G) Mopa GUTH MAKCHMAITHO. O

Teopema 5. Axo je 0 < k < 4, waga je epagp D(1,1;k +2,n — k — 4), apuxazan
Ha cauyu 3.3, jequucitieeHn Zpagh ca MAKCUMAIHUM UHGEKCOM Mehy ceum Ho6e3anum
outiaptuiinum epagosuma pega n u geaunurne n + k (n > k + 4).

Jlokas. Heka je G rpad ca maxcumanuum uniexcom p(G) mehy cBum nosesanum
OounaptutHUM rpadoBuma pena n v BenmuuuHe n + k(0 < k <4, n > k+4). Ha
OCHOBY TeopeMe 3 3akibyuyjeMo aa je rpad G mandanu rpad D(mq, ma, ..., my;
ni,MNa, ..., Ny). Kopucrehu ocobuny (i) TeopeMe 4 BUIUMO J1a je TAUHO jelaH O]
nmapaMeTapa m; 1 n; jeqHax 1.

Axo je h > 3, tana je rpad Dy = D(1,1,1,1;2,1,1,1) noarpad rpada G u
JIOJIA3UMO J10 KOHTPAIMKIIH]E

k=m(G) —n(G) = m(Dgy) —n(Dy) = 5.
TBphemwe Teopeme crenu AMPEKTHO U3 Teopeme 4. (|

VY teopemu 4 moKazaHo je 1a 3a GUKCHPAHO k U JOBOJHHO BEITHUKO 7 MAKCH-
MaJTHU UH]IEKC, OJTHOCHO MUHUMAJTHY HajMabhy KapaKTEPUCTUUHY BPEIHOCT, Mehy
MOBE3aHUM OUTMTAPTUTHUM I'padoBUMA UMA WM jeIMHCTBeHU rpad D; (cmuka 3.3)
WM HeKU JaH4YaHu rpad uuja je BucuHa Beha ox 3. HajeepoBatHuje je ma oBaj
npyru cinydaj Huje moryh. To je u mokaszaHo 3a k < 4, y Teopemu 5. 3a k > 5
KOMITJyTepcKa M3pauyHaBamba MOTBPhyjy OBY XHIIOTE3y ajd OHA jOII yBEK HHje
JOKa3aHa.
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I'1aBa 4

I'padoBu ca Mmasium OpojeM KOHTYpa U
MHHHMAJIHOM HAJMAHOM
KapaKTepuCTUYHOM BpeaHomhy

Heka je G rpad pema n u BenmuuuHe m ca ¢ KOMIIOHEHTHU MTOBE3aHOCTH. bpoj
¢ =m — n + t Ha3MBa ce yukromamiuunu opoj (eHri. cyclomatic number) rpagda
G. Axo je G moBe3an rpad, HEroB HUKJIOMATHYHN Opojjec = m —n + 1. 3a
rpad ca HUKJIOMATUUYHUM OpOjeM ¢ Kaxe ce J1a je c—yukauunu epagh. CrneuujanaHo,
3ac=1,2,3,4,5 pagu ce 0 YHUIUKITUIHUM, OUITUKITUIHUM, TPUIUKITAIHUM, Te-
TPAIUKINYHUAM U MTEHTAIUKINYHUM I'padoBUMa, peclieKTUBHO. AKO je (G ToBe3aH
rpad 3a koju je ¢ = 0, onna je rpad G crabno.

Kapakrepucruka rpadosa ca MMM HUKIOMATUYHUM OPOjeM jecTe Ja CaJipiKe
Manu Opoj koHtypa. [Ipema Tome, oBU rpad)oBU MMajy jeIHOCTABHU]Y CTPYKTYPY
Hero rpadoBu YMjU je LIMKJIOMATUYHU OpOj BEeNMUKU. 300T T€ OCOOMHE, 32 HUX j&
HCITUTAH BETUKHU Opoj crieKTpaaHuxX uHBapujaHnTHH. Jour 1987. roqune C. Cumuh
00jaBJbyje MpBe pe3yaTaTe y Be3U ca CIIEKTPATHUM PaIH]yCOM YHUIIMKINYHUX I'pa-
dosa [39], a 3atum 1989. roaune u Gunukamunux rpadosa [40]. Tlopen uniekca, 10
JaHAC Cy JOOMjEHU PE3YJITATU y BE3U Ca EHEPTrUjoM OBUX rpadoBa, TIIaBHUM Kapak-
TEPUCTUYHUM BPEIHOCTUMA, JIaracoBuM CrieKTpoM, JIaraiacoBUM CIIEKTPpaTHUM
panujycom, 3arped unaexcom, PannquheBuM MHIEKCOM U MHOTHM JIPYTUM Kapak-
TepucTuKama oBHX rpadosa [19, 23, 24, 25, 49]. HakoH jeIHOCTABHUjUX KiTaca,
CIIEKTpAITHE UHBAPHJAHTE M HbUXOBE OCOOMHE Ce UCIMTY]Y M 3a CIIOKEHHU]je KI1ace
rpadoBa, Kao MITO CYy TPUIMKIUYHH, TETPALMKINYHU, 4 3aTUM U CBU MOBE3aAHU
rpadosu [3, 21, 29].

OcHOBHa TeMa OBOT IOIJIaBJ/ba j€ HajMambha KapaKTepUCTUUHA BPEAHOCT Ipa-
¢doBa ca ManuM IUKIOMAaTUYHUM OpojeMm. Haumme, mpBo he OuTu npeacraBbeHO
pelliee mpobdiieMa MUHUMAIIHE HajMamhe KapaKTePUCTHUYHE BPETHOCTU y KIacH
YHUIIUKIUYHUX rpadoBa pukcupanor peaa. Mcrom tematukom 0aBuiu Cy ce u
Fan, Wang u Gao [16], anu je oBjie mpuka3aHa Ipyraurja TEXHUKA 34 PELIABALE
OBOT MpobOieMa. 3aTuM, UcTa TeMa he OUTU pa3MaTpaHa y KJIACH MMOBE3aHUX
OMIMKIMYHUX TpadoBa ca n YBopoBa. buhe ommcana cTpykTypa rpada umja je
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4.1. YHUIIMKJ/IMYHU I'PAD®OBU OUMKCHUPAHOI PEJJA

HajMarba KapaKTepUCTUYHA BPETHOCT MUHUMAJTHA Y OBOj KJIACH M IIOKA3aHO J1a je
Taj rpad jenuucrBed. Ha kpajy, mpoOsiem he OuTH mpommMpeH Ha CBE MOBE3aHE
rpadose pena n u BennunHe n+k3a 0 < k < 4. OnucaHa je jelMHCTBeHA TEXHUKA
3a onpehuBame eKcTpeMaaHor rpada y cBUM MOMEHYTHM Kitacama rpadosa. Iloj
eKcTpeMaTHUM rpadom cMatpaheMo moBe3aHu rpad pega n U BeTUIuHE n + K
YHja je HajMamka KapaKTepHUCTUYHA BPEIHOCT MUHUMAITHA Y IMTOCMATPAHO] KITacH
rpacoBa, OJTHOCHO YHjH je HHICKC MaKCUMaJIaH YKOJIUKO Ce PaJH O OUITapTUTHUM
rpadosuma.

Ja 6ucMO IOIUTH 0 HABEICHUX pe3yiTaTa, y HACTABKYy heMo KOPHUCTUTHU
crenehe jeTHOCTAaBHO TBpheme.

Jlema 26. Hexa cy n u k nenezaimiuenu yeau opojesu wwaxeu ga je 0 < k < 4 u
n > k + 4. Taga 3a ceéaxu dpupogan 6poj s warkae ga je 2 < s < n — 2 eajicu
HejeqHaKoCill

s(n—s)>n+k.

Jlokas. Hejennakoct s(n — s) > n + k je eKBUBaJeHTH4 ca HejeqHaKoIhy
s? —ns+n+k < 0. ITocmaTpajmo kBaapatHy pyHkuujy f(s) = s —ns+n + k.

OgBa (pyHKIIMja MMa ABAa MO3UTUBHA KOPEHA

n—+/n?>—4(n+k) n++/n*—4(n+k)
S1 = 9 n s = 9 ’

npu uemy je s; < 2, a sy > n — 2. 300r Tora, 3a CBaKu MpUpoO/IaH OpOj S TaKaB 11a
je 2 < s < n — 2 Baxu HejenHakoct f(s) = s> —ns +n + k < 0, uume je ema
JJoKa3aHa. O

CnenujanaHo, 3a k = 0, onHocHo k = 1 qobujamo cieneha TBphema.

Hocaemuua 1. Hexa je n tpupogan 6poj eehu og 4. Taga 3a ceaku tpupogar 6poj
s, wakas ga je 2 < s < n — 2, easicu nejeguarkocii s(n — s) > n.

Iocaemuua 2. Hexa je n tpupogan 6poj eehu og 5. Taga 3a ceaku tpupogarn 6poj
s, wmaxas ga je 2 < s < n — 2, saxcu nejeguakociti s(n — s) >n + 1.

4.1 YaunuukjgaundHu rpadoBu GUKCHpPAHOT peaa

OsHaunMo ca U(n) Kiacy MoBe3aHUX YHUIIMKINYHHUX rpadoBa ca 1 4YBOPOBA.
'pacdoBu oBe Kinace cy Benuuune n. Kinaca U (n) ce MOXe MOCMATPATH KAO YHH]jA
JIBE MOTKJIACE, KJIACE MTOBE3AHUX OUMAPTUTHUX YHULIMKINYHUX rpadoBa ca n 4Bo-
pOBa U KJIace MOBE3aHUX HEOUMTAPTUTHUX YHUIIUKINYHUX TpadoBa ca n YBOPOBA.
Nwmajyhu y Bugy teopemy 1, momohy ekcrpeManHux rpadoBa oBe J1Be MOTKIIACE
MOXe Ce OIPETUTH eKCTpeMaTHu rpad y kimacu U(n), mro he y HACTaBKY U OUTH
MOKA3aHOo.
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4.1. YHUIIUKJ/IMYHU I'PAD®OBU OUMKCHUPAHOI PEJJA

4.1.1 bunapTuTHM yHHIMK/JIUYHU rpadosu

Heka je ca U;(n) o3HaueHa Kiaca MOBE3aHUX OMIAPTUTHUX YHUIMKIMYHUX
rpadosa ca n uBopoBa. C 003upoM Ha TO J1a je KOJI OMMapTUTHUX rpadoBa CIIEK-
Tap CUMETpUYaH, MpobJieM Halaxema rpada unja je HajMamba KapaKTepUCTUUHA
BPEIHOCT MUHUMAITHA y Ki1ack U; (n) MOKe ce CBeCTH Ha MpobiieM oapehuBama
rpada ca MakCUMaJTHUM UHIEKCOM y OBOj Kitach. Ha Taj HauuH 1o0ujeH je pe3y-
TAT MpHUKa3aH y cienehoj TeopeMu.

Vo

n—4

Cnuka 4.1. Vuaunukiauunau rpad U,

Teopema 6. Herxa je G iiosesan buniapiuuitian yHuyukiudnu epag ca n (n > 3)
yeoposa. Taga je p(G) < p(Uy) u jegnaxocii saxcu axo u camo axo je G = U
(cruxa 4.1).

Jlokas. TlpernocraBumo na je rpad G € U (n) rpad ca MaKCUMATTHUM HHIEKCOM Y
nocmaTpaHoj kiacu. Heka je ckym uBoposa osor rpada V (G) = {vy,ve, ..., v, }
u Heka je X = (x1,22,...,x,) [lepoHos BekTop rpada GG, npu yemy KOOpJu-
HaTa x; onrosapa uBopy v; (1 < ¢ < n). IlpBo hemo mokaszatu ga ce rpap G
cacToju u3 jenHe KoHType C), 1 jenHor cTabna 7' mpuKayeHor 3a HEeKU YBOP Uy KOH-
type C)p. Y TOM LMbYy MPETIOCTaBUMO CynpoTHO. Heka mocroje aBa paznuyura
4yBOpa vy U v; KoHType (), 3a Koje cy nmpukaueHa cradmna 1y u 17, pecrieKTUBHO.
O3HauuMmo ca 21, ..., 25 (s = 1) uBopoBe cTabna 1j KOju Cy CyCeHU Ca YBOPOM
Vg, @ €A Wy, Wa, . .., Wy (t = 1) uBopoBe cTabdbma 1] KOjU Cy CyCeTHH ca YBOPOM V1.
AKxo je ry = 71, HEKa je

G* =G —{vwy, ..., 0w} + {vowy, ..., vow, },
a ako je ro < Ty, HEKa je
G* =G —{wvz1, ..., 002} +{v121,. .., 0125}

VY 06a cnyuaja nobujenn rpad G* npumnana kiaacu Ui (n). Ha ocHoBy jeme 3,

nobujamo na je p(G*) > p(G), wro je y cynporHoctu ca usbopom rpada G.
[lowrro je G Gunaprutad rpad, ayxuHa p KoHtype C), Mopa GUTH mapaH 6poj.

Cana hemo mokasatu ja koutypa C), caapxku TauHo 4 usopa. [IpermocraBumo

CYIPOTHO, Tj. Heka je p > 4. Ca vy, vy, . .., Up_; O3HAYMUMO YBOPOBE KOHTYpe C),.
Ounrnenno G # W, m vy, v1,...,vUp_1, Uy je 3aTBOPEH YHYTPALIBU MyT y rpady
GG. Heka je

G* = G — vp_2Up_3 + UUp_3.
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4.1. YHUIIUKJ/IMYHU I'PAD®OBU OUMKCHUPAHOI PEJJA

Tama G* € Uy (n). Ha ocHoBy nema 8 u 5 nobujamo na je p(G*) > p(G) mro je
Hemoryhe, mouito je G rpad ca MaKCUMAalTHUM WHJIEKCOM Y MOCMAaTPaHO] KIIACH.
Opatie 3akJbyuyjemo 1a je p = 4.

OBuM je nokazano na je G = Cy - T),_3. Kako je Uy = Cy - 51,4, OHIA HA
ocHoBy neme 10 crieu na je rpad U; ca ciuke 4.1 jequHCTBEH Tpad ca MaKCUMA-
HMM MHIEKCOM y Kiacu U (n). O

Kopumihemem nmpeTxoiHe Teopeme JUPEKTHO J100MjaMO eKCTpeMalTHu rpad y
KJTaCH OMMApTUTHUX YHUIIMKITMYHUX rpadoBa PUKCHpaHOT pea.

Teopema 7. Herxa je G iioeesan duniapimuitian yHuyukiuunu epag ca n (n > 3)
YOPOBA UUja je HAjMAbd KAPAKTAEPUCTAUYHA 6PeGHOCIT Munumanna y kiacu Uy (n).
Taga je G = Uy (cruka 4.1).

4.1.2 HeOunapTuTHH YHUIIMKJINYHHA rpadoBu
OsHauumo ca Us(n) Kiaacy MoBe3aHUX YHULUKIMUHUX rpadoBa peaa n Koju

MPE/ICTaBIbajy KOMIUIETAH MPOU3BOJL JIBa CTerneHacta rpadga. Moxe ce mokazaTu
Jia je ekcTpeMayHu rpad y oBoj kiaacu rpad ca ciuke 4.2.

Vo

n—3

Cnuka 4.2. Vaunukianuau rpad Us

Teopema 8. Hexa je G wiosezan nebuiiapiauitiny yHuyukaudnu epag ca n (n = 3)
ugoposa Koju dpegciliasba Komiliewian dpouzeoqg gea ciiedienaciia cpaga. Taga je
MG) = MNUs) u jegnaxociu eaxcu axo u camo axo je G = Uy (cruxa 4.2).

Jloxas. W3 Tabene A.1 moBe3aHux rpadoBa pema n < O, JIaKO j€ BUACTH 11a 3a
n = 3 un = 4 jequnu rpadgoBU KOju g0ma3e y 003up cy rpadosu oomuka Us, ma
TeopeMa Baku 3a oBe rpadose.

Heka je nasbe G moBe3aH HEOMMAPTUTHU YHUITMKIUYHH Tpad pema n (n > 4)
u Heka je G = H,V H,, tne cy Hy u Hy crenenactu rpadosu. Heka je Hy rpad
pena s u Hy rpadp peman — s, mpuuemy je 1 < s <n—2 Tamajes =1V
CYyMPOTHOM, Ha OCHOBY mocieauiie 1 jodoujamo

\B(GQ)| = |E(H,VHy)| > s(n —s) > n,

TO je KoHTpamukiyja. Jlakme, rpad H; jepena 1, arpad H,je penan—1. Jenuau
rpad Koju 3a10BoJbaBa oBe yciuoBe y Kiacu Us(n) je rpad Us (ciuka 4.2). (|

40



4.1. YHUIIUKJ/IMYHU I'PAD®OBU OUMKCHUPAHOI PEJJA

4.1.3 Crpykrypa eKCTpeMaJIHOI YHUIUKIM4YHOT rpada

Ha ocHoBy pe3ynraTta mpukazaHux y ceknujama 4.1.1 u 4.1.2 Mmoxe ce onmucat
CTPYKTypa rpada uuja je HajMarba KapaKTEPUCTUYHA BPETHOCT MUHHUMATHA Y
kiacu U(n) moBe3aHUX YHUIMKINYHUX rpadoBa ¢ukcupaHor pena. Kako 3a
exkcrpemainu rpad G € U(n) Baxu na G € Uy (n) Ulz(n) 10BOIBHO je ynopeauTu
ekctpemaiHe rpadose kinaca Ui (n) uls(n).

Jlema 27. Hexa je Uy epagh pega n iipuxaszan na cauyu 4.1, Us 2pagh pega n iipuxazan
Ha cauyu 4.2,

(i) Akoje 4 < n < 11, waga je \(Uy) < A(Us).
>1

(i) Ako jen = 12, waga je \(Us) < A(Uy).

Hokaz. W3 tabene A.l moBe3aHux rpadoBa pena n < 5 (Iomatak A), OUUTIIETHO
je ma mema Baxku 3a n = 4 un = 5. [IpeTmocraBuMo 11a je y HacTaBKy n > 6.
Onpenumo MpBoO KapakTepucTuuHe nmomuHome rpadosa Uy u Us. Kopumhemem
aeme 6 nobujamo

(4.1) AU, A) = X4 = nA? 4+ 2(n — 4)),
(4.2) AUz, A) = X4 —nd2 —2)\ +n — 3).

W3 (4.1) 3akspyuyjemo na rpad U; mMa TayHO JBE HETaTHMBHE KapaKTEPUCTUUHE
BPEIHOCTH: A, € (—00, —2)u \,_1 € (—2,0). Takohe, u3 (4.2) 3axibyuyjemMo 1a u
rpad Us uMa TauHO JiBE HETATUBHE KAPAKTEPUCTHYHE BPEIAHOCTH: A, € (—00, —2)
U\, 1 € (—2,0). U3 kapakrepucTuaHOr nojmHoma rpada U; ouurienHo je

A(Ul):_\/rhL (n2—4)2+16.

[Mocmatpajmo dyukimjy f(A) = AT —nA? — 2\ +n — 3. OBa dyHKIHMja uMa ucTe
HeHy1a KopeHe kao monuHoM ¢(Us, \) 1 Baxku

FOU)) =5 —n+1/2(n + /(1 — 92+ 16).

Kaxo je )\lim f(A) = +o0, 3axspyuyjeMo 1a Bake UMIUTHKALIHje
——00

(4.3) fAAMUL)) >0 = A(Ur) < A(Uy),
(4.4) FAU7)) <0 = AUy) < A(Uh).

Hcnurajmo 3a KOje BPEAHOCTH MPUPOIHOT Opoja 7 je UCIyHEHA HEJeTHAKOCT
f(A(Uy)) > 0. Bamenowm Bpemroctu 3a f(A(U;)) nobujamo

5—n+/20n+ (- 92+ 16) > 0,
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OJHOCHO

\/Q(n—l— (n—4)2+16) >n—5>0.

Haxkon kBanpupama u cpehuBama 1001jaMo eKBUBAJIEHTHY HEJeTHAKOCT
2¢/(n —4)2+16 > (n —6)* — 11.

OBa HejeTHAKOCT je OUMITIEHO 3a0BOJbeHa 3a (1 — 6)2 — 11 < 0, omHOCHO 3a
6 <n<9.3an > 10 nobujamo eKBUBAJIEHTHY HEjJeTHAKOCT

(4.5) (n —6)* —26(n —6)* — 16(n — 6) + 41 < 0.

Hekajex = n—6 > 4. ®yukumja g(v) = 2 —262? —162+41 uma Tauno jean
KopeH = = 5.2498 Ha unTepBaiy [4, +00) U HErATUBHA j€ HA TOM UHTEPBAIY aKO
u caMo ako je 4 < x < 5.2498. Oryna, Hejeqnakoct (4.5) Baxuzad <n — 6 < 5,
1. 10 < n < 11,

Ha oBaj Hauns cmo mokazanmu aaje f(A(U;)) > 0 akoucamo akoje6 < n < 11.
Ha ocnoBy (4.3) 3akmpyayjemo ma je A(U;) < A(Usz). CiamuHo ce 1oKkasyje aa je
f(A(U1)) < 0 ako u camo ako je n > 12, ma Ha OCHOBY umruinkanuje (4.4) Baxu
A(Ué)<:A(Ui) ]

Kopumhemem npetxo/He 1eme u TeopemMa 7 U 8§ MOKEMO OIMUCATU CTPYKTYPY
ekcrpemasiHor rpada kinace U(n). HapeaHna Teopema MpejicTaB/ba HajBaKHU]U
pe3ynrat norjasiba 4.1.

Teopema 9. Hexa je G itosezan ynuyuxiuunu 2pag pega n.
(i) Aro je 4 < n < 11, waga je N(G) = MNUy) u jegnaxociti 6axcu ako u camo
axo je G = Uy (cuxa 4.2).

(i) Ako jen = 12, waga je AN(G) = N(Us) u jegnaxociui sasxcu ako u camo ako je
G = U, (cmuka 4.1).

4.2 bunuxauuan rpadgoBu GpukcUpaHor peaa

CIUYHOM TEXHHUKOM Kao y ceKiiju 4.1, y HacTaBKy hie OMTH OIMHCcaHa CTPYKTypa
rpada unja je HajMamba KapaKTepUCTUYHA BPETHOCT MUHUMAITHA Y Kiacu 13(n) mo-
Be3aHUX OMIMKINYHKUX TpadoBa ca n uBopoBa. Ko oBakBux rpadosa 6poj rpaHa
je m = n+ 1. Umajyhu Ha ymy Teopemy 1 oBaj mpobiiem ce MoXke pa3IoKUTH Ha
npo0IeMe MUHUMAJIHE HajMahe KaPAKTEPUCTUYHE BPETHOCTH Y KJIaCU OMMapTUT-
HUX OMIMKIMYHUX rpadoBa M Y KIacCH HeOMMApPTUTHUX OUIUKIMYHUX rpadoBa
KOJU IpeJICTaBIbajy KOMIUTETAH IIPOM3BO/T IBA CTeNeHacTa rpada.
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4.2.1 bunaprturHu OUIMKINYHU rpadoBu

OsHaunmo ca B1(n) cKyIl CBUX IOBE3aHUX OUITAPTUTHUX OUIIMKINYHUX Tpa-
¢oBa. Kako je cmektap OMmapTUTHOT rpada CUMETpUYAH Y OJHOCY HA HYIy,
npobJieM MUHUMAJIHE HAjMae KapaKTepUCTHYHE BPEIHOCTH y Kiacu Bi(n) je
€KBUBAJICHTAH ca MpOOJIEMOM MAaKCHMAJIHOT MHJEKca y oBOj kmacu. Crora, y
HACTaBKY Maxkmba he OUTH ycMepeHa Ha UHIeKce oaroBapajyhux rpadosa.

Bl B2 B3

n—"7 n—>
Cnuka 4.3. bunukmmaau rpadgosu By, By u Bs

Oznaunmo ca G — r u G — xy rpadose gobujene u3 rpada G ykiIamameM
ugopa = € V(G), onHocHo rpane vy € E(G), peciektusro. CIMYHO, HEKa je
G + xy rpad nobujen u3 rpada G nogasamem rpane ry ¢ E(G),tnex,y € V(G).

Jema 28. Hexa je G iiosesan Ouiiapiuiuitnu ouyurkiuunu 2pag pega n (n = b), ipu
yemy G & { By, B, B3}. Taga je

(4.6) p(G) < max{p(B1), p(B2), p(Bs)},

ege ¢y By, By u Bs epaghosu ca cauxe 4.3.

Jloxasz. W3 tabene moBe3aHux rpadoBa pena n < 5 U Tabejie MOBE3aHUX OMIH-
KIMYHKUX rpadoBa peaa 6 Buau ce 1a TeopeMa Baxkuzan = bun = 6 (tadbene A.l u
A.2). IIpermoctaBumo cana na je n > 7. Mzabepumo rpad G € B (n) Takas 1a je
uHaekc rpada G Hajsehn moryhu y oBoj kimacu. Hexka je V/(G) = {vy, v, ..., v, }
ckym uBopoBa rpadpa G u X = (z1, 9, ...,x,) [lepoHoB BekTOp rpada G, rae
KOOpAMHATA T; oAroBapa uBopy v; (1 <7 < n).

ITpBo hemo nokazatu na cBake aBe koHtype C, u C, rpada G umajy Haj-
Mame jefaH 3ajeqHUYKH 4BOp. llpermocraBUMO CympoOTHO, Tj. Ja MOCTOJU MYT
U1, V2, . . ., v Koju moBesyje koutype C, u C, (v1 € V(C,), v € V(Cy), | > 2).
be3 rybuTka ommTocTy, MpeTnoCcTaBUMO Aa je 21 > x;. O3HauuMo ca vpy1 U Upyo
4yBOpoBe KOHType (), KOJU Cy CyCeIHHU ca YBOPOM v;. Tajga YBOPOBHU Up4q M Ujto
HUCY CYCEHH Ca YBOPOM V1, jep y cynmpoTHoM rpad G Huje Ounnkanuan. Heka je

G* = G —{vvi1, vvge} + {v1vs, vivge

Ouurnento, G* € Bi(n). Ha ocnoBy sieme 3 nobujamo na je p(G) < p(G*), mrro
j€ y KOHTpaauKIuju ca uzdbopom rpada G.
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GY GY
1 2
Py
w w
P
U1 (%1 P (%)
Ly w e
Cyp Cq

Cnuka 4.4. Ocnopa G° 6uuKkInuHOT rpada

Jlakne, cBake JiBe KOHType y rpady G umajy Oap jemaH 3ajeTHUYKH YBOp U
MOJKEMO Pa3lIMKOBATH clie/ieha 1Ba ciyuaja.

1° ¥V rpady G nBe koutype C), u C; ©Majy TauHO je/1aH 3ajeIHUUKU YBOP.

V oBom ciyuajy rpad G canpxu rpap GY ca ciuke 4.4 Kao MHIYKOBaHH
noarpad. Ilpumerumo 1a je rpad GY pynkumja oxropapajyhux napamerapa p u
¢, 1. GY = GY(p,q), TIe mapameTpu p M ¢ MPENCTaBIbajy 6POj YBOPOBA PENOM
koHTypa C), u C; ¥ OHU Cy TAPHHU IPUPOIHU OPOjEBH.

2°  Tlocroje nBe koHTYpe y rpady G KOje uMajy BHUIIE O JeIHOT 3ajeAHHYKOT
gyBOpA.

Tana y rpady G nocroju uaaykoBanu noarpad G, Koju caapKu TpU JuC-
JyHKTHa myTta P, P, u P3 ca 3ajeqHUYKUM ITOYETHUM YBOPOM ¥1 M 3ajeTHUIKUM
KpajibUM 4YBOPOM Vo (cnuka 4.4). HajBuiiie jenan o oBa Tpu MmyTa je AyXKUHE 1.
I'pad GY je dynxumja oarosapajyhux napamerapa p, ¢ u v, 1j. G5 = G9(p, q,r).
OBue mapameTrpu p, ¢ U T TPEACTaBibajy OpPoj yBOpoBa oarosapajyhux myresa
rpada G ¥ OHH Cy CBH TAPHU IPHPOIHU OPOjeBU WK Cy CBU HEMTAPHU IPHPOIHU
OpojeBH.

Ha ocnoBy 1° u 2° 3aksbydyjeMo ma rpad G canpxu jeman ox rpadgosa G u
GY ka0 MHIYKOBaHU noArpad.

Osuauumo ca Bi(n) C B;(n) ckyn cBux GUIMKINYHUX rpadoBa KOjU CajipkKe
rpad GY xao unnykosanu noarpad, ca B7(n) C Bi(n) ckyn cBUX GUIMKIMYHUX
rpadoBa koju canpike rpad G kao HHIyKOBaHU MOATpad IpU YeMy Cy TapaMeTpu
P, ¢ U T IApHU IPUPOIHK 6pojeBr  ca B3 (n) C B (n) cKyn cBUX GUIMKIAIHMX
rpacoBa Koju cagprke rpad GY Kao HHIYKOBAHH MOATPad) i MAPaMETPH p, ¢ U T
cy Henapuu npupojnu 6pojesu. Tana Bi(n) N Bi(n) =0 (1,7 = 1,2,3;i # j)n
G € UL, Bi(n).

I[Ipernoctasumo npeo aa rpad G npunaza ckyny Bi(n). Tana je ounrnenHo
G = B; 3an = 7 (cnmuka 4.3). Heka je y HactaBky n > 7. Tamajen > p+q — 1.
3amucra, y cynmpotHoM ciyuajy je G = GY(p, q) (p = q) unocrojurpap H € Bi(n)
(cmuka 4.5) Takas na je Ha ocHoBy nema 8 u 5 p(GY) < p(H), mro je Hemoryhe.
Heka je nasbe ca v; o3HaueH 3ajeanuuku uBop kourypa C, u C, y rpady GY
(cnuka 4.4). Toxaszahemo za ce rpad G cactoju u3 rpada G ca jequum crabaom
3aKaue€HMM 3a 4BOD v;. [IpermocTaBUMO CynmpoOTHO, Tj. /1a IMOCTOJU YBOP v rpada
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Cys c,
Cnuka 4.5. I'pad H

GY TakaB na je v # v; U nocToju cTabno T’ 3aKadeHo 3a v. YKOJIHUKO je T1 = Ty,
HEeKa Cy 21, ..., Zs (s = 1) uBopoBuU cTabma 1’ KOju Cy CyCceTHU ca YBOPOM v; U HEKA
je
*
G =G —A{vzy, ... vz +{viz1, ..., 0124}

VY cayuajy kaga je r7 < &, O3HAYUMO ca Wy, Wa, . .., W (t > 4) YBOPOBE CyceaHe
ca yBopoM v (cnuka 4.4). Ako je v uBop kKoHType C),, HeKa je

G'=G— {’01U)3, e ,vlwt} + {’UU)3, ce ,th}.

V oba cinyuaja G* € B} (n). Ha ocHoBy neme 3, nobujamo ma je p(G*) > p(G).
OBgo je Hemoryhe ¢ 063upom Ha To 1a G IMa MAKCUMAJTHUA HHJIEKC Y TIOCMATPAHO)]
kimacu. [axne, rpad G uma jemuHCTBEHO CTA0IO MPHUKAYEHO 3a YBOP v; rpada
GY. Tlo nepunuiuju rpada GY, BUAUMO 1a Cy p U ¢ MAPHU MPUPOIHU OPOjeBH.
Hoxazahemo na je p = q¢ = 4. IlpermocraBUMO CyNmpoTHO, Tj. 1a je p > 4.
OsHauuMo ca vy, vy, ..., V, 4BopoBe KOHType (), a ca u YBOp CTeNeHa jelaH
crabma T mpukadeHor 3a uBop vy rpada GY. Ouurnenno, G # C,, G # W,
V1, V2, ..., Up, U1 jé 3aTBOPEH YHYTPALIBU IIyT U YBOP U MpUIAJa MyTy KOjU HUje
yHyTpaumu nyT. Heka je

G =G — {vivy, vy_10p—2} + {V10y_2, uv, }.

Tama G* € Bi(n). I'pad usomopdan rpady G moxe ce noburu us rpapa G*
IOJIETIOM T'paHe v1V,—2 Ipada G* moMohy 1Ba HOBa UBOpa U OpUCAHEM YBOPOBA
v, ¥ v, U3 rpada G*. Ha ocHoBy nema 8 u 5, Baxu aa je p(G*) > p(G), mro
j€ y KOHTpaaukiuju ca uzdbopom rpada G. Hakne, p = 4. Ha camuan HauuH ce
Jokasyje na je ¢ = 4.

Konauno, nokaszahemo na crabio 7', koje je 3akaueHo 3a uBop v; rpada GY,
CaJIpXKH caMO YBOPOBE Ha YIaJbeHOCTH je/TaH O] KOPEHa v1. Y CYIPOTHOM ITOCTOjU
4Bop crabia 1 4uja je ynasbeHocT oj1 uBopa vy Beha ox jeman. Heka je v; € V(T))
4BOD KOjH je Hajyla/beHHju o KopeHa vi. Taxa je d(vq,v;) > 2 u mocroju myt
V1 ...0V;_2Uj_1V; 1y’kuHe Behe o7 jenaH, Koju nosesyje 4yBopose v U v;. Ilocma-
TPajMO caja 4BOp V;_p Kao KopeH r rpada A ca cnuke 2.3. IlpumeHom neme 9
no6ujamo rpad G* € B} (n), rakas nma je p(G*) > p(G). 360r uz6opa rpada G
IoCIe/Iiha HejeTHAKOCT je HeMoryha, Ima 3akipydyjemo na je G = B; (cmuka 4.3).

AHAJIOTHO ITPETXOTHOM IIOCTYIIKY, TToKa3syje ce aa ako rpad G € B3 (n), Tana
je G = By,aaxo G € Bj(n), tanaje G = By (cnuxa 4.3).

Kaxo G € U>_ Bi(n) (Bi(n) N Bl(n) =0, i,j =1,2,3, i # j) 3axbydyjemo
J1a BaXKU HEjeTHAKOCT (4.6). (|
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Pesynratu mpeTxojiHe TeopeMe yKa3yjy Ha TO Ja ce IMPWIMKOM ojpelhuBama
ekcrpemasiHor rpada y kiacu Bi(n) pasmarparme MOXe Cy3uTu Ha rpadose Bi,
By n B3 npukasane Ha ciuiy 4.3. 3a 100ujamke rJIaBHOT pe3yTaTa MoTPeOHO
j€ YIOPEIMTH HajMalbhe KapaKTEPUCTUUYHE BPEIHOCTU OBa Tpu rpada, 0JHOCHO
IbUXOBE HHICKCE.

Jema 29. Hexa cy By, By u Bs 2pagosu pega n iipuxazanu na cauyu 4.3. Ako je
n =7, waga je p(B2) > p(Bi1) u p(Bz) > p(Bs).

Jokasz. TlpumenoM neme 6 Ha uBop v rpada By 1odujamo
(4.7) d(Br, ) = A" (A2 —2)(\* — (n — 1)A\? 4 2n — 14).
HctuM moctynkom 1001jaMo

(4.8) $(Ba, A) = X" (A = (n + 1)A* + 3n — 15),
(4.9) #(Bs, \) = A" (A2 — D)(A* — A% + 3n — 17).

W3 (4.7) ce mako 3akibydyje ma 3a n = 7 rpad B; MMa Ta4HO JBE MO3UTUBHE
KapaKTEPUCTHUHE BPEAHOCTH: p € (2, 4+00) u Ay = v/2,a3an > 7 MMa TAYHO TPH
IO3UTHBHE KAPAKTEPUCTUUHE BPEIHOCTH: p € (2, 4+00), Ao = v2 u A3 € (0,/2).
Taxobe, u3 (4.8) ce 3axibyuyje 1a rpad By uMa Ta4HO J1BE MO3UTUBHE COIICTBEHE
BpenHoOCTH: p € (2,400) u Ay € (0,2). U3 (4.9) cienu 1a rpad Bs uma tTayno
TPHU TIO3UTHBHE KAPAKTEPUCTUIHE BPEIHOCTH: p € (2,+00), Ay = 1 u A3 € (0,1)
san="T,p€ (2,4+o0)uly=N3=13an=8;p € (2,4+0), 2 € (1,2)u I3 =1
3an > 8.

N3 jennakoctu (4.8) u (4.9) mako ce moduja

p(Bl):\/n_1+‘/(g_5)2+32 ; p(B3):\/n+ (n—6)2—|—32'

2

[Mocmatpajmo Gpyukuujy f(A) = A — (n + 1)A\? + 3n — 15. IlpumeTumo 1a oBa
(GyHKIMja ©Ma UCTe HeHyTa KopeHe Kao ¢(Ba, \) U BakKu

Fo(B) = —5 (14— 5P 1 82) <0,
F(o(By)) = —+ (n 4+ /621 32) <0.

2

HomToje/\lim f(A) = +o0, 3akbyayjemo 1a je p(By) > p(By)up(Bsy) > p(Bs).
—+00
]

[Tpumenom neme 28 u meme 29 nobujamo jeIMHCTBEH rpad uMja je HajMarmba
COIICTBEHA BPEIHOCT MUHUMAJIHA y Kitacu BBy (n).

Teopema 10. Hexka je G iiosezan ouiiapimiuiinu ouyuxkiuunu Zpagh pega n (n = 5).
Taga je \(By) < MNQG) u jegnarxociu éasxcu axo u camo axko G = B,
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4.2.2 HeOunaprurHu OMUMK/JIUYHU rpadoBu

OsHaunmo ca By(n) Kiracy moBe3aHHX OMIMKIMYHUX rpadoBa pema n Koju
MpeICTaBIbajy KOMILIETAH IPOU3BO/I IBa cTereHacTa rpada. Y HacTaBky he mpo-
0JieM MUHMMAJIHE HAajMamhe KAPAKTEPUCTUUHE BPEIHOCTU OUTH PEIIEH Yy KJIacu

Bg (n) .

n—4

Cnuka 4.6. bunmknnunu rpad By

Teopema 11. Heka je G iiosezan nebuiiapi@iuitinu OUYUKIUYHY Zpag) ca n 46oposa
(n = 5) koju je xomiinetmian fipouzsog gea cilieilenaciiia Zpagha u neka je By cpag
apurazan na cruyu 4.6. Taga je \(By) < MN(G) u jegnaxociu éasxcu ako u camo axo
je G = B4.

Jloxasz. N3 tabene A.l moBe3anux rpadoBa penan < 9, 1aK0 je BUACTH Ja Teopema
BAXM 32 N = D.

Heka je n > 6 u G € By(n) takas na je G = H,VH,, tne cy Hy u Hy
creneHactu rpadosu. O3Haunmo ca s (1 < s < n—2) pearpada H;. OunurnegHo,
rpad Hs je pema n — s. Jlokazahemo ma je s = 1. Y cynmpoTHOM, Ha OCHOBY
rocaeauue 2, 1o0ujamo

|E(G)| = |E(H,VH,)| > s(n —s) > n + 1,

wTo je koutpaaukimja. dakne, |Hi| = 1 u |Hs| = n — 1. Jenunu rpad koju
3aJ10BOJbaBa OBe ycioBe y kiacu By(n) je rpad By ca ciuke 4.3. O

4.2.3 Crpykrypa eKCTpeMaIHOI OMIMKJIMYHOTr rpada

Kopumihemem Teopema 10 u 11 Moxke ce oIpeIuTH jeTUHCTBEHH T'pad ca MHU-
HUMAITHOM HajMambOM KapaKTepUCTUYHOM BpeqHOIINy y KITacu CBUX MOBE3aHUX
Ounmkmunux rpagosa B(n). Haume, 10BOJBHO je YIOPEIUTH HAJMAHhE KApAKTE-
PUCTUYHE BPEAHOCTH eKCTpeManHux rpadosa kiaca 31 (n) u By(n).

Jlema 30. Hexa je By 2pag aipurxaszan na cauyu 4.3, By epagh tdpuxasan na cauyu 4.6
un 6poj usoposa osux epaghosa.

(i) Akojeb < n < 27, waga je \(Bs) < A(By).
(i) Ako jen = 28, waga je \(By) < A(Bs).
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Hokaz. W3 tabene A.1 moBe3anux rpadosa pena n < 5 u Tabene A.2 MOBe3aHUX
OouuukIMYHUX rpadosa pena 6 Jako je BUIETH J1a JJeMa BaXu 3a N = o u n = 6.
IIpermocraBumo cana ga je n > 7. Ha ocHOBY neme 6 1o0ujamo 1a je

(B, \) = A" (A = (n+ 1)A\? + 3n — 15),
¢(By, A) = XA = (n + 1)A% — 4\ + 2n — 8).

IMpumernmo na rpad By ¥UMa TauyHO J(BE HETATUBHE COICTBEHE BPEIHOCTH:
A € (—00,—2) 1 A1 € (—2,0). I'pad B, uma Takohe TaYHO J1BE HETaTHBHE
COTICTBEHE BPEAHOCTU: \,, € (—00, —2) 1 A\,—1 € (—2,0). OuurmnenHo,

A(By) :_\/n+1—l—\/(72’b—5)2+36'

Hexkaje f(A) = M — (n+1)A? — 4\ +2n — 8. TTonunom f()\) uma ucte HeHyIa
KOpEHe Ka0 KapaKTepUCTHIHHU IToTUHOM ¢( By, \) u

14+ +/(n—>5)2+36
—n+7+4\/n+ * (721 )+ .

FN(B)) =

Kaxo je Alim f(A) = 400 3akspyuyjemo na Baxe cienehe ummnkanuje
——00

F(A(B2)) >0 = A(Bz2) < A(By),

HcnuTajmo 3a Koje BpeIHOCTU MPUPOIHOT Opoja 1 BaXKU HEJETHAKOCT

14 /(n—5)2 + 36
_n+7+4\/n—|— i (; i >0,

OJHOCHO

1 _ 2
4\/n+ —i—\/(;z 5) +36>n—720.

Haxkon kBanpupama u cpehuBama 1001jaMo eKBUBAJIEHTHY HEJeTHAKOCT
8v/(n —5)2+ 36 > (n — 11)* — 80,

KOja je, OuMIIenHo, 3a10BobeHa 3a (n — 11)% — 80 < 0, ogHocHo 3a 7 < n < 19,
3a n > 20, HAKOH KBaJpupama u cpehruBama 100MjaMo HEjeTHAKOCT

(4.10) (n —11)* — 224(n — 11)* — 768(n — 11) + 1792 < 0.

Heka je # = n — 11 > 9. ®ynkumja g(r) = 2* — 2242 — 7687 + 1792 uma
TAYHO jeJaH KopeH © = 16.2619 Ha uHTepBany (9, +00) 1 HETATHBHA je HA TOM
MHTEPBaJy aKO U caMo ako je v < 16.2619.

Haxne, Hejennakoct (4.10), koja je eKBUBAJIEHTHA Ca MOJIA3HOM HejeqHAKOIIhy
3an > 20, je3amoBosbeHa y cnydajykagaje9 <n—11 < 16,1.20 <n < 27. 0O
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4.3. TPUUMUKIIMYHU, TETPALIUK/IMYHNW U TIEHTALIMK/IMYHNA
T'PA®OBU ®UKCHUPAHOT PEJA

Nmajyhu Ha ymy nemy 28, Teopeme 10 u 11 u memy 30 mona3umo 10 riIaBHOT
pesyarara cekuuje 4.2.

Teopema 12. Heka je G iiosezan buyuriuunu epagp pega n.

(i) Aroje b < n < 27, waga je \N(G) = AN(Bs) u jegnarxociu eaxcu axko u camo
ako G = B,.

(i) Axojen = 4 umn > 28, waga je \N(G) = N(By) u jegnaxoci asicu axo u
camo axo G = By.

4.3 TpunukINYHHA, TETPANUKIAYHA U NEHTANNUKINIHH
rpa¢goBu (pMKCHPAHOT peaa

[Toctymak koju je kopuiheH 3a onpehuBame rpadoBa ca MUHUMATHOM Haj-
MambOM COTICTBEHOM BpEAHOIINY y KjlacaMa IMOBE3aHUX YHUIIUMKIMYHUX U OUIH-
KIMYHUX TpadoBa (PUKCHPAHOT pefa MOoCTaje BeoMa KOMIUIMKOBAH aKoO Ce€ MO-
cMaTpajy MOBE3aHU TPUIMKINYHU, TETPALMKIMYHU U MEHTAIMKUYHU rpadoBu
(ukcupaHor peaa. Y oBOM MOTJIaBiby Ouhe mpHKa3aHa Apyraunja TEXHUKA Koja
0Baj MpoOJIeM pelllaBa y KIacH MOBE3aHUX C—IUKINYHUX T'padoBa GUKCHpAHOT
pena3a 1 < ¢ < 5. IIpobGieM MUHUMAITHE HajMarbe COTICTBEHE BPETHOCTH Ouhe
pellieH y KJIacu MoBe3aHux rpadosa peraa n u BeauunHe n + k, rne je 0 < bk < 4
un > k+ 4. OBa TexHuka ce Takohe ocrmama Ha Teopemy 1, Tj. 0JBOjEHO ce
pa3maTpajy Kiiace OMIapTUTHUX U HEOUMTAPTUTHUX TpadoBa.

[Ipobnem MUHUMAITHE HAjMamhe KapaKTepUCTUUHE BpeAHOCTU rpada y Kiacu
MOBe3aHUX OMMapTUTHHUX TpadoBa pema n u BemuumHe n + k (0 < £k < 4,
n > k + 4) eKBUBaAJICHTAH je MPOOJIEMy MaKCUMAIIHOT MHJEKcAa rpada y UCTOj
KJIACH U OH j€ pelIeH y moryiasiby 3.2 (teopema 5). 360t Tora he y oBoM mornassby
OUTH pa3MaTpaHu caMoO HEOUMAPTUTHU T'padoBH.

4.3.1 HeoOunaprutuu rpadoBu ca MajauM 0pojeM KOHTYypa

Hekaje k> 0,n >k+4u0 <qg< g Osnaunmo ca (G, creneHacTu rpad
yHja je MaTpulla CycencTBa o0InuKa

(1)

(2)

0 S11

11
1

1 11
01 1

0 1
rmejet=q+3uj=k—q-+3.

I'pad G4, 3a ¢ > 0ui < j, mpukaszaH je Ha cmunu 4.7.
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T'PA®OBU ®UKCHUPAHOT PEJA

Cmuka 4.7. I'pap G,3aq>0mi < j

HberoB xaHoHMUYkH rpad UMa TayHo 6 HEeHyJIa KapaKTepPUCTUYHUX BPEIHOCTU U
npukasaH je Ha cauii 4.8. Ha ocHoBy neme 11 3akspydyjemo na urpad G, y oBom
Cllyyajy UMa TauHo 6 HEHyJla KapaKTEPUCTUYHUX BPEIHOCTH.

V2

i

Us

U1

Ve

Cnuka 4.8. Kanonnuku rpad rpada Gy3aqg >0ui < j

Hekaje X = (1,1, 21,71, -+, Tqs S1, - - -+ Sj—ir t1, - - - , ty_j) KADAKTEPUCTHUHU
BEKTOP KOJU O/roBapa HEHyJa KapaKTepPUCTUYHO] BpexHocTH A rpada G, npu
YeMy IeroBe KOOpAUHATE OATOBApajy peoM YBOPOBUMA V1, . . ., U, (cnuka 4.7).
Kopucrehu (A, X)-kapaktepuctuute jenqHauuHe rpacda (G, 3axbydyjeMo na je

ry= - =T S = -+ = Sj_i, t1, = --- = t,_;. Takobe 3akibyudyjemo na
KOOpIWHATE X1, Y1, 21,71, S1 U t1 3a0BOJBABA]Y cliefiehe jeTHaKOCTH

Azy=y1+ 21+ qri+ (§ —i)s1+ (n— j)t,
Ayr =1+ 21+ qry + (§ — i)s1,

Azy = x1 + Y1+ qr,

Ary =1 + Y1 + 21,

As1 =11 + Y1,

Ay = 1.

JloOujeHn XOMOTeH! CUCTEM je/IHAYMHA UMa HETPUBUjAJIHA pelIeha (1Mo X1, Y1, 21,
r1, S1 M t1) AKO M CaMO aKoO je IberoBa JIeTEpMUHAHTA jeTHAKA HYJIH, Tj.
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A =1 =1 —q —j+i —n+j

-1 A =1 —q —j+1 0

1 -1 A —¢ 0 o |
@10 1 -1 -1 A0 o |7

1 -1 0 0 A 0

10 0 0 0 A

Jaxine, HeHyJIa colcTBeHe BpenHocTH rpada G, 3a70BosbaBajy jeqHaunHy (4.11),
a pa3BOjeM IOCTEAE JCTEPMUHAHTE T00M]ja ce
H(Ggy ) = NN — (n 4+ k)X = 2(k + g+ )N + (k(n + 3¢ — 4)
(4.12) +n—k* —4¢* — 2 —3)\* +2q(n — ¢ — 3)\
+q(k=2¢)3+k—n—q)).

E+1

n—(k+3)4:

Cnuka 4.9. I'pad G

Jennakoct (4.12) maje BpeqHOCT KapaKTepHUCTHYHOT HoiauHoMa rpada G, Uy
cnyuyajeBuma ¢ = 0, OTHOCHO 7 = .

I'pad Gy npukaszan je Ha cimunm 4.9, a BHEroB KaPaKTEPUCTUYHU TTOJIUHOM
TIIacu

A(Go, \) = XN — (n+ k)XY — 20k + 1)A® + (k(n — 4)

(4.13) +n— k2= 3)\2).

V Besu ca IoMeHyTUM rpadoBrMa J0KasyjeMo crenehy emy.
Jema 31. Akoje k > 2 u q > 1, waga je \(Gy) < AN(Gy).

Hokaz. U3 jennakoctu (4.12) u (4.13) nobujamo

d(Gy, A) — d(Go, A) = g " (—=20% + 3k —4q — 2)A? +2(n — g — 3)\
—(k=2¢)(n+q—k—23)).

Hexka je
FO) = =2X 4+ (3k —4g = 2)N° +2(n — ¢ —=3)A = (k —2¢)(n + ¢ — k — 3).

®ynkiuja f(\) UMa Ta4HO jelaH HEraTUBAH KOpeH . OHa je MO3MTUBHA U
crporo omajajyha Ha (—oo, ap) 1 HeraTuBHa Ha (v, 0).
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[Tomrro je
f(=vn=3) =2qVn =3+ (k — 29)(k — q) + 2(k — ¢ — 1)(n — 3) > 0,
3aKk/bydyjeMo 1a —v/n — 3 € (—00, o). Takobe, 3a A < —v/n — 3 Baku
f) > f(=v/n—=3)>0.
Mosxemo pa3inukoBaTH cieaeha qBa cirydaja.
1° n —mapan 6poj
V oBoM ciyuajy, 3a A < —/n — 3, 1obujamo
$(Gy A) = 6(Go, A) = g\""°f(N) > g\" " f(=v/n = 3) > 0,
1. 9(Gg, A) > ¢(Go, A).
2°  n —HemapaH Opoj
Tamasza A < —/n — 3 ©IMaMo
3Gy, A) = (Go, A) = A" f(N) < gA"°f(=vn = 3) <0,
1. p(Gg, A) < ¢(Go, A).
[TowmrTo je 3Besma S),—3 UHAYKoBaHU moarpad rpada G, (0 < ¢ < %),

ouma je A(G,) < A(Sin-3) = —v/n — 3. Ilpema Tome, u3 1° u 2° cienu na je
AGo) < AG). O

Teopema 13. Axo je 0 < k < 4, waga je cpagh Gy (cruxa 4.9) jequncitisenu epag
Ca MUHUMATIHOM HAJMAROM KAPAKGePUCTHUYHOM speqHowhy mehy ceum dose3anum
epagosuma pega n u seauqune n + k (n > k + 4) koju cy Komiewinu ipouzeoqu
gea ciietienaciia epagha.

Hoxkasz. Hexa je G rpad ca MUHIMAIHOM HajMamhOM COIICTBEHOM BpeaHoIhy mehy
CBUM IOBe3aHUM rpadoBuMa pera n v BenmuuuHe 1+ k (0 < k < 4, n > k +4),
KOJU CY KOMILICTHH IPOU3BOJIM JIBa cTereHacTa rpada. Tama je G = H1V Hs, rie
je |Hi| = su|Hy =n—s(1 <s<n—2). 3akbydyjeMo ma je s = 1, jep y
CYIPOTHOM CJIy4ajy J0J1a3UMO JI0 KOHTPAIUKIIH]e

|E(G)| = |E(H,VH,)| > s(n—s)>2(n—2)>n+k.
Haxne, |[Hi| = 1u |Hs| =n—1. Cnem naje G = G, (0 < g < %), jep je

y
cynpotoM |E(G)| = n+5 > n + k, wro je nemoryhe. akine, 3a 0 < k < 1
TBpheme je ounrienHo, a 3a 2 < k < 4 tBphewme crnenu uz aeme 31. (|
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4.3.2 Crpykrypa ekcTpeMaaHor rpaja ca MajiuM OpojeM KOHTYpa

Ja 6ucMo oJpenuiau ekcTpeManHu rpad mely rpadgoBuma GuKcupaHoTr pena
ca MaluM OpojeM KOHTypa MOTpeOHO je joIl YIOPeIUuTH eKcTpemMaiHe rpadose y
KJ1acaMa OUMapTUTUHUX, OJJHOCHO HEOUIMAapTUTHUX rpadoBa. Y Teopemama S5 u
13 je mokasaHo jaa cy y nuramy rpadosu D; (ciuka 3.3) u Gy (cnuka 4.9). Crora,
y HactaBKy he maxma Outu mocBehena oBum rpadosuma. Hawmme, morpedHO
j€ OpenuTH KOjU Of BUX HUMa Mamy HajMamy KapaKTepUCTUYHY BPETHOCT 3a
npou3BoJbHH U300p mapamerapanu k (0 < k<4, n > k+4).

Heka je
Q(t) =t* — 2(k + 1)%(3k? + 12k 4+ 13)t*> — 8(k + 1)%(k + 2)t
— (k +1)°(3k® + 5k* — 23k — 41).

[MonunoMm ()(t) UMa TaYHO [BA MO3UTHBHA KOPeHA {1 Uty (t; > 19)3a 0 < k < 2,
M MMa TAa4yHO jeJlaH MO3UTHUBAH KOpeH t; 3a k > 3. Jlako je mpOBEepUTH Ja 3a
0 < k < 2 Baxu creneha HejemHaKOCT

(4.14) to < (k+1)VEk?+ 8k + 11.
Hexka je mame ng = k? + 4k + 6 + [#1].

Jema 32. Hexa cy Dy u Gy epagosu pega n u senuuune n + k (k > 0, n > k + 4)
ca cauxka 3.3 u 4.9, peciiexkitiugHo.

(i) Ako jen < nyg, waga je A\(D1) < A\(Gy).
(ii) Axo jen > ng, waga je \(Go) < A(D).

Hoxaz. Kapaxrepuctuanu noauHoMmu rpadosa Dy u Gy cy

A(DL,A) =X A = (n+ )N+ (k+2)(n — k —4)),
H(Go, A) = XM = (n+ k)N =2k + DX+ (k+ 1)(n — k — 3)).

Pasznuka oBux monmHoma je
¢(G0a )‘) - ¢(D1> )‘) = )‘n_4f()\)>
rne f(A) = =2k +1)A+2k+5—n.

Jlako je BUIETH /1a je HajMama KapaKTepUCTUYHA BpeTHOCT rpada D,

A(Dl):AOZ_\/"+k+\/(n—(k+4))2+4(k+2)2
2

U 1a je

(o) = 2k +5—n+ Va(k+ 1)y + k+ v/ — (b + D7+ 4(k + 22

PasmoTpumo crnenehe ase moryhHocru.
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1 f(Xo) >0
3a A < A\ ¥ MapHO N BaXu
#(Go, A) — &(D1, ) = A" (A) > A1 f(Xo) > 0,
OJTHOCHO
(4.15) &(Go, \) > ¢(Dy, A).
AKO je, mak, A < Ao M n HeMmapHO, Taja je
#(Go, A) — &(D1, ) = A" (A) < A" f(X) <0,
OJTHOCHO
(4.16) d(Go, \) < ¢(Dy, A).
Ha ocuosy nejennaxoctu (4.15) u (4.16) 3akibyuyjemo ja je A(Dp) < A(Gy).

20 f(h) <0

[ocMatpajmo pasmuky ¢(Go, Ao) — ¢(D1, Ao) = Ag~*f(No). Bumumo ma je
&(Go, No) < 0 3a mapuo n, u ¢(Go, \g) > 0 3a HemapHO n. Y CBAKOM CiIyuajy,
3akspyuyjemo na je A(Go) < A(Dy).

WcrurajMo caja 3a Koje BpeHOCTH IPUpOoIHOT 6poja n je f(Ng) > 0, a 3a koje
BpemHoctH je f(Ag) < 0. Hejemrakoct f(\g) > 0 MoXKe ce HaMMcaTu y OOIMKY

(4.17) \/§(k+1)\/n+k+ Vn—(k+4)2+4(k+2)2>n—2k—5.

OBa HejeHaKOCT ouurieqHo Baxu 3a k + 4 < n < 2k + 5. Heka je name
n > 2k + 5. HakoH xBaapupama u cpehuBama uzpasza (4.17) nodbujamo exBuBa-
JICHTHY HEjeTHAKOCT

2k+1)2/(n — (k +4))2 + 4(k + 2)2 > (n—(k*4+4k+6))*—(k+1)*(k*+8k+11).
OuurnenHo, mocMaTpaHa HEJeTHAKOCT je TauHa 3a
2k +5<n<k®+4k+6+ (k+ 1)VE2 + 8k + 11

360r Tora npernocrtaBumo ja je n > k? + 4k + 6 + (k + 1)vVk2 + 8k + 11.
HaxkoH KBaapupama 1 cpehupama 1061ja ce eKBUBATEHTHA HEjeTHAKOCT

(4.18) Q(t) <0,
rejet =n — (k* + 4k +6).

Kopucrehu nejeqnakoct (4.14) u penauujy

t>(k+1)VE2+8k+11>0
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3aKJbyuyjeMo Ja je HejeqHaKoCT (4.18) 3amoBosbeHa 3a
k? 44k +6 + (k+ 1)Vk2 + 8k + 11 < n < ny.

IMpema Tome, 3a k + 4 < n < ng mobujamo na je f(Ng) > 0, na je y oBoM ciryuajy
AMDy) < MGyp). INocnenmwa HejeTHAKOCT YITOTIYIbYje TOKA3 TEOPEME. O

Kopucrehu coprep Mathematica 7 no6ujamo HajBehu kopeH t; moauHOMA
Q(t) 3a 0 < k < 4. Cneneha tabena caapxu 100ujeHe BPEIHOCTH TapameTapa ty

(B[ 8 [no |
0] 525 | 11
[ 1626 27
23326 | 51
3 56.26 | 83
48526 | 123

Tabena 4.1. BpemHoctu mapametapaty mng3a0 < k < 4

Nmajyhu Ha ymy teopeme 1, 5 u 13 u nemy 32, HajBaXXHHJU pPE3yITAT OBOT
MOTJIaBJba CE MOXKE CYMUPATH Y BUILY clieniehe Teopeme.

Teopema 14. [lociwoju jequucitieenu cpag) G ca MUHUMATHOM HAJMAROM KAPAK-
wepucimiuunom epegrouthy y Kiacu iosesanux 2pagosa pega n u eeaudure n + k
(0< k<4, n>k+4). Hekajeny=k*+ 4k + 6 + [t1], 2ge je t| najeehu xopen
ionunoma Q(t) 3a 0 < k < 4 (mabena 4.1). Taga je G = Dy zan < nouG = Gy
3an > ng.

3uamo na nobujeru ekcrpemanuu rpad Go, pena n u BenuuuHe n + k, npe-
cTaBJba KOMILUIETAH MPOM3BO/L JIBA CTereHacTa rpada, Tj.

G(] = K1V(K17k+1 U (n — k- 3)K1)
HurepecantHo je, mehytum, na je u cam rpad G crenenactu rpad. Osaj rpad

ce 1obuja U3 3Be3zie S ,—1 U TO JOJABAKEM jOIII k + 1 rpaHa Ha By, Koje U came
UHIYKYjy 3Be3/y HaJ CKyloM Bucehux uBopoBa y S ,_1.
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I'1aBa s

ExcTpeMaiHu KaKTyCH

3a moBe3anu rpad kaxemo 1a je kaxiiyc (eHri. cactus) ako CBaKe /1Be KOHTYPE
y HBEMY MMAjy HAJBUIIE jefaH 3ajeqHudyku yBop. Crtabiia ¥ yHUIIMKIUYHU Tpa-
(hoBU, OUUTIIETHO, PUITA/IA]y OBOj KJIacH. Y KIIach KaKTyca MPOyYaBaHO je BULIE
criekTpanHux uHBapujantu. [letpoBuh u boposuhanuu [6] cy oxpeannu KakTyc
ca HajBehuM cniekTpajaHuM pagujycom melhy kaktycuma gpukcupaHor peaa. Liu u
Lu [27] cy nokasanu Jia Taj KAKTYC UMA UCTY MJIU CIIMUHY CTPYKTYPY Ka0 KaKTyCH
KOJU Cy eKCTpeMastHu y cMucity Wiener—oBor unjaekca, Merrifield-Simmons—oBor
uniekca n Hosoya—uHor unmekca, y uctoj kiacu rpadosa. Wu, Deng u Qin [45] cy
MIpPOYyYaBaJIH CIIEKTPAITHU paujyc Kaktyca ca k Bucehux yBopoBa. M3yuaBanu cy
Y CIIEKTPAJIHU PAJIM]yC KAKTYCa Ca CABPIICHUM CIIAPUBAHEM, TEXKMHCKUX KAKTYCa,
34THM KaKTYCH ca OjjpeheHUM CIIeKTpaaIHuM ocobuHama, uti. (Bumetu [22, 34]).

MuHMMaTHA HajMaba CONICTBEHA BPEAHOCT U PACIIOH KaKTyca, Mel)yTum, HuCy
M3y4yaBaHU paHuje na he y 0BOM Moriasiby naxma OUTH mocBeheHa OBUM JBeMa
CHEKTpaJHUM HMHBapujaHTama. lIperu3Huje, TeMa OBOT IMOTJIaB/ba CY KAKTYCH
KOJU Cy €KCTPEMAaJTHU Y CMUCITY MUHUMAJTHE HaJMambhe KaPaKTCPUCTUIHE BPEHO-
CTH, MAaKCUMAJIHOT MHJEKCAa M MaKCUMAalHOT pacrioHa. IlpencraBibeH je rpad
KOJU MMa MUHUMAIIHY HajMamby KapaKTepUCTUYHY BpeAHOCT Mel)y CBUM KaKTy-
cuMa ca n yBopoBa U k koHTypa (kK > 1). Takole, y ucroj ximacu onucana je u
CTPYKTYpa KakTyca YMjH j€ MHJEKC MaKCUMaJIaH, KAa0 M KaKTyca YUjU je PaCloH
MakcuMmaaH. JlokasaHo je na cy oBuW rpadoBH jeMUHCTBEHU. HTEpECaAaHTHO je
na BehuHa ocobuHa Koje ce TUUY CTPYKType KaKTyca ca MUHUMAITHOM HajMambOM
KapaKTepUCTUYHOM BpeqHOIINY Ba)KU U 32 KAKTYC MAKCUMAITHOT PACIIOHA.

[Tornagsbe je 3aBpIICHO CEKIINjOM O KaKTycrMMa (PUKCHPAHOT Pela KOJU CaapKe
KOHType. Y 0BOj KJ1acu J0OHjeH je jeTUHCTBEH rpad ca MaKCUMaTHUM HHIEKCOM
U JeIMHCTBEH rpad ca MUHIMAITHOM HajMabOM KapaKTePUCTUIHOM BpeTHOIINY.
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5.1. EKCTPEMAJIHU I'PA®OBU YV KJIACHU KAKTYCA CA PUKCHUPAHUM
BPOJEM UBOPOBA 1 DUKCUPAHUM BPOJEM KOHTYPA

5.1 Exkcrpemanuu rpadoBu y KjJacm Kakryca ca
¢pukcupanum OpojeM 4BOpoBa U (PUKCHPAHUM
OpojeM KOHTYpa

Hexka je ca C'(n, k) o3HadeH CKyIT CBMX KaKTyca ca 1 4BOpoBa U k KOHTypa.
AKO cBe KOHTYpe y KakTycy (G MMajy Ta4HO jefaH 3ajeJHUYKH YBOP, PELUMO g,
OHJIa KaXXeMo Ja oHe hopmupajy ceesxcars (eHri. bundle). ¥V Tom ciyuajy uBop vy
Ce HA3UBA YEHITPAIHU YB0P CBEKIbA.

Ca B(n, k) 03HaulMO CKyIT CBUX CBEKHbEBA Cd 1 UBOPOBA M k KOHTypa. Heka
je G(Cy,...,Cx;1) (k = 1, 7 > 0) rpad npukasan Ha ciumu 5.1, a S(n, k) ckyn
cBux cBexmeBa obnmka G(C1, ..., Cy; 1) us B(n, k).

k

r

Cnuxka 5.1. Csexam G(C4,...,Ck;1)

Heka je ca B*(n, k) o3HaueH CKym CBUX CBEKEbeBa U3 ckyma S(n, k) ko1 Kojux je
JTy’)KWHA Haj/1y’Ke KOHTYpe Mama wiH jeaHaka o 4. Takohe, Heka je ¢ makcumanan
0poj koHTypa ayxuHe 4 y takBuM rpadgoBuma. IIpermocTtaBumMo aa y CBEKmbY
ca n YBOPOBA MMaMoO k — s KOHTypa Jy)KHHe 3 U s KOHTypa ayxuHe 4. Tana je
n > 3s+2(k—s)+1, omakne je s < n — 2k — 1. [1omTO MOCMATPAMO CBEXKILEBE
ca k koHTypa ounriento je t = min{k,n — (2k + 1)}.

Osnaunmo ca By s = B(k —s,s,n— (2k+ s+ 1)) (s =0,1,...,t) cBexam
u3 ckyna B*(n, k) xoju canpxu k — s KOHTypa TyKUHE 3, S KOHTypa TyKUHe 4 1
n — (2k + s+ 1) uBopoBa creneHa 1 mpukaueHux 3a yBOp vy (ciuka 5.2). Tana je
B*(n, ]{3) = {Bho, ceey Bkﬂg}.

Heka je ¢(G) nyxkuna Hajuyxe konrype rpada G. Bemmuuny ¢(G) HasuBamo
obumom (eHri. circumference) rpada G.

Jlema 33. Hexa je B ceescars oonurxa G(Cy, ..., Cy;r) (k = 1, r = 0) apurasan na
cauyu 5.1, wuju je obum c(B) = 5. Taga je \(B) > —2 ako u camo ako je B = C,,
um B =Cs5-S11um B =Cr- 5 1umB=Cs-Cs.
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n—(2k+s+1)

Cnuka 5.2. Caexam By, g

Joxas. Kopumhemem codrBepa NewGraph nobujamo naje A(Ci-S1.1) = —1.8608,
)\(07 : 5171) =—1.9738u )\(Cg : 05) = —1.9354.

Axoje B =C,um B = C5;-Syum B = C; -5, um B = Cs-Cs,
ouuryenHo je \(B) > —2.

Sree  emepeees

G1 GQ G3

Cnuka 5.3. T'padosu G, Gy u G

Heka je y nacraBky B cBexam obmuka G(Ci,...,Ci;r) (B = 1, r = 0)
IpuKa3aH Ha cuiy 5.1 unju je obum ¢(B) > 5 u Heka je A(B) > —2. Kako
je M(G1) = —2.0321, A(Gs) = —2.0743 u A(G3) = —2.0153, oHma Ha OCHOBY
Jaeme 5 3akibyuyjeMo jia rpad B He caJip)Ku Kao UHIYKOBAaHU Mojarpad HUjeIaH o
rpadoa G, Gy u G3 ca ciuke 5.3.

Pasmotpumo cnenehe moryhuocru.

1° k=1,7r=0
V oBom ciiyuajy je B = C, u A(B) = A(C),) > —2.

2 k=1r=1

Tanaje B = C,_; - S11. 3an = 10 crabno G ca cnuke 5.3 je MHIyKOBaHU
noxnrpad rpada B, mro je Hemoryhe. Kako je A(Cs - S11) = —2.0839 < —2,
)\(07 . 5171) = —1.9738 > -2, )\(Cﬁ . 5171) = —2.1010 < —2m )\(Cg, . 5171) =
—1.8608 > —2, 3axmyuyjemo naje B = C5 - S1 1 wmu B = Cr - Sy 1.
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3 k=1,r>2

Y oBoMm cnyuajy je B = C,,—, - S}, u cTabno G, je uHAyKoBaHu noarpad rpaca
G, mrro Huje moryhe.

£ k=2,r=0

Tamaje B =C,-Cp_pt1 (n —p+1 = 5). Akojep > 4, ouna je crabmno Gy
HHIyKOBaHU moarpad rpada B, mTo je Hemoryhe. Akojemakp = 3un—p+1 > 7,
tana je Gy (cnuka 5.3) unaykoBanu nojarpad rpada B, mito je Takohe Hemoryhe.
Kako je A(C3-Cg) = —2.1466 < —2,a A(C5-C5) = —1.9354 > —2, 3ak/byuyjemo
maje B=C5-Cs.

5 k=2,r>0mwmk >3

Y oBoM ciyuajy je crabmo Gy mHIyKoBaHW monarpad rpada B, mTo HuUje
Moryhe.

Ha ocnosy 1°, 2°, 3°, 4° u 5° 3axmyuyjemo na je B = C,, unu B = C5 - S
i B = Cr7 - 51y umu B = Cs - Cs. O

Jema 34. Hexa je B ceexcarw obnuxa G(Cy, ..., Cy;r) (k= 1, v > 0), apurazan
Ha cauyu 5.1. Axo je najmara Kapakmwiepuciiudta epeqrocii )\(B) < —2, wmaga
3a ceaxu kapaxigepuciiuunu éexiwop X = (To,T1,To,..., Ty 1) KOju 0gosapa
kapakiepuciiuiioj epegrociiu \(B) eaccu x,, = xo # 0. Taxohe, 3a céaky
kouitypy C' = vgvy ... ui_1vg y epaghy B uciiyrwene cy cinegehe penayuje, upu uemy
Jes=13]:

(51) T; = Tj—; (Z:1,2,,l—1),

(5.2) |zo| > |21 > -+ > |ws_q] > |2s] > 0,

(53) Ti1x; <0 (Z = ]_, ey S).

Jokas. Heka je A(B) < —2 u neka je X = (zg, %1, T2,...,T,_1) TPOU3BOBAH

KapaKTePUCTUYHU BEKTOP CBEXKHa 1B KOjU O/Ir0OBapa HAjMamk0j KAPAKTEPUCTUYHO)]
BpenHoctu A = A(B). Takobe, veka je C' = vy . . . Uj_10y NIPOU3BOJbHA KOHTYDA
y Kaktycy B.

[IpermoctaBuMo 0OpHYTO, 112 je =, = 0. [Tlomohy (A, X )—kapakrepucTiuHIX
jenHaunHa (2.4) moOujamMo 1a Cy BpeIHOCTH YBOPOBA CTEIIEHA je/JaH, MPUKAUYEHUX
3a vg u oupehene ca X, jennake 0. Takolhe, modujamo k cucTtemMa XOMOTEHHUX
JTUHEAPHUX jeTHAUMHA 00K

)\I1:LE2
)\l’i:l’i_1+l’i+1 (222,,l—2)

ATi_1 = T2,

ca ICTCPMUHAHTOM
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A 1 0 -0 0
1 =X 1 -0 0

(5.4) D=0 1 —=A -0 0|=dP_,N).
0 0 0 - 1 =\

[omurom ®(P,_1,\) je KapaKTepUCTUYHM IOJMHOM IyTa F)_; Ia Ha OCHOBY
neme 1 cnequ maje D # 03a A < —2. 3aT0 OBH CHCTEMH UMAjy CAMO TPUBUJATTHO
pewmewe. 360r Tora je X = 0, mro je Hemoryhe.

Jlokaxxumo TmpBo ocobuny (5.1). Ilpumerumo ma moctoju ayromopduszaM ¢
CBeXIba B TakaB ma 3a cBaky KOHTYpY C' = vgvy ... 0109 Baku ©(v;) = v_;
(t=1,...,01 —1)up(v) = v 3a ocrayne YBOpoBe CBeXba B. JlepuHUIINMO HOBU
BEeKTOP Y = (Y0, Y1, Y2, - - -, Yn—1) TAKO 12 JE Y; = T(y,) 3a CBAKK UBOP ¥; € V (B).
Bektop Y je kapakTepuCTUYHU BEKTOP KOJU OATrOBapa KapaKTEPUCTUYHO] BPE/I-
Hoctu A(B) u ipu Tome je Y = X u3 cnenehux pasmora. JIMMeH3Hja COMCTBEHOT
IIPOCTOPa KapaKTepUCTHUHE BpeTHOCTH A\( B) je jemnaka 1. Y cympoTHOM, 3a A(B)
MOXKEMO JIe(UHUCATH KAPAKTEPUCTUUHU BEKTODP Z 3a Koju je Z(vg) = 0. Kaxko
je jour ||Y]| = || X To umamo Y = £X. Tlowro je X (vg) = Y(v9) # 0 onma
je ounrnenno Y # —X. Jlakne Y = X, ma Ha OCHOBY jeduHMIIMje BeKTOpa Y
3aKJbyuyjeMo Ja cy jemHaKocTH (5.1) 3amoBosbeHe.

Hoxaxumo caja nejeaqnaxoctu (5.2) u (5.3). Kopucrehu (), X)—kapakrepu-
cruune jeqHaunHe (2.4), 3a cBaky KOHTYpY C' = vgvy . .. Uj_10y Y KakTyCcy B 1006u-
jamo

(5.5) Ars = 251, 3aTMapHO [,
(5.6) (A= 1)zy = x5_1, 3aHenapho [.

Ako je s = 0, Taga momohy (A, X )-KapaKTepUCTUYHHX jeTHAUMHA MOXKEMO 3a-
KJbY4YHUTH J1a je v; = 0 3a cBako ¢ = 1,2,...,] — 1 ma je ouurneano u xo = 0, mro
JOBOIM 1O KOHTPAIUKIIH]E.

Taxobe, u3 (5.5) u (5.6) BumrMo 1a je || < |rs_1|, kamaje A < —2. Jla Gucmo
nokasanu (5.2) 10BOJBHO je J1a TOKAKEMO UMILIMKALIN]E

|£L’i+1| <|£L’Z| = |£L’Z| < |£L’i_1| (izl,...,S—l).
IpernocraBumo 1a je |z;11| < |z;|. U3 jennaunne Az; = x;_1 + ;11,32 A < —2,
no0ujamMmo
|[wia| = Az = wia| Z M| = [wiga| > Ao = [ai| = (A = Dfi] > |

OcobuHa (5.2) OUUTTIeTHO BaXKH.

[TpumeTumo aa u3 HejeqHakoctu (5.2) cneaun

|wi1zi| = [wia||zi| > |zil|zia| = vz ((=1,...,s—1)

A Cy U3pasu &;_1T; + T;T;+1 U T;_1x; Cy UCTOT 3Haka. Kopucrehu cana jeTHaUMHY
A\T; = ;1 + T;y1 mobujamo ma je A\r? = z;_1x; + x;v;0 < 0. 360r Tora je
ricqx; < 03at=1,...,s, Tj. HEJeqHAKOCTH (5.3) Cy UCTYIbEHE. (|
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Jlema 35. 3a ceaxu 2pagh G € C(n, k)\S(n, k) @ocwmoju 2padp B € S(n, k) waxas
ga 2pagosu G u B umajy ucitie gyscune Konitiypa u easice HejeqHAKOCITU:

(1) A(B) < A(G),

(i) p(B) > p(G),
(iii) s(B) > s(G).

Jokas. Hexka je G xakrtyc us ckyma C'(n, k)\S(n, k). Taga G campxu m apTHKY-
JTAIMOHKX YBOPOBA, IIPU YeEMY je m > 2.

(1) Heka cy u u v qBa apTUKyIamuoHa yBopa rpada G u Heka je X KapaKkTepH-
CTUYHM BEKTOP KOJU OJIrOBapa KapakTepuctuuHoj Bpeanoctu A(G). Ipermnocra-
BMMO j1a je |z,| = |x,|. IIpumerrmo na ce G MOXKe MOCMATPATH Ka0 KOAJIECLCHIIMja
nBa noarpada y uBopy v, 1j. G = G1(v) - G(v), rae v npunaga V(G1) u v Huje
apTUKYIAlMoOHU 4BOp y rpady G (v je wim BHcehw YBOp WM IpHUIaga HEKOj
koHTypu y G1). Heka je cama G* = G1(u) - Go(v). Csakako, G* € C'(n, k) urpad
G* canpu jemaH apTUKYJIAIMOHU YBOp Mame Hero rpad G. Ha ocHoBy neme 4
uMaMo

(5.7) AGH) < AG).

Kaza onucanu nmocrynak u jemy 4 moHOBUMO m — 1 myTa, Ha CBAKH Map apTHKY-
JIALIMOHKX YBOPOBA, HA Kpajy jiobujamo cexamw B € S(n, k) Koju canpxu TauHO
jellaH apTUKYJIAllMOHU YBOP vy, TakaB J1a rpadgoBu G u B uMmajy uUcTe TyKUHE
KOHTYpaA.
Axo je ¢(B) = 3, taja nomohy (A, X)-KapakTepuCTUUHKX jeHAYUHA J[OOH-
jamo
Az, = T,,, 3a CBakd Bucehu 4Bop v

(A —=1)z, = x,,, 3aCBaKU YBOP U # vy Ca HEKE OJ[ KOHTYpA.
Opnatiie 3aK/byuyjeMo J1a je T, 7 T, 3a CBAKU YBOP v (v # vg) CBeXba 5.

Heka je naswe ¢(B) > 3. C 003upom Ha TO /14 je CBexam B nobujen us rpada G
cam > 2 apTUKYJIAIIMOHHUX YBOPOBA, CIIEIH Ma B campku HHIYKOBAHU TIOATPad
G(C4;2), toe je koutypa C myxune Behe ox 3. CTora, Ha OCHOBY JleMe 5 BaKH
AMB) < MG(C1;2)) < —2. Uy oBom ciyuajy, kopuctehu jgemy 34 u (A, X)—
KapaKTePUCTUYHE jeHAYMHE, JOOMjaMO JIa j€ Ty, 7# X, 3a CBAKH UBODP v (V # 1)
cBexma B. Ilpema ToMe, HA OCHOBY JieMe 4 3aKJbydyjeMO Ja YBEK BaXHU CTpOra

HejeTHAKOCT y penaiju (5.7) y MociemheM KOPAKy OIMUCAHOT TMOCTYMKa. 360r
tora je \(B) < \(G).

(7i) dokycupajMo ce caja Ha uHIeke kaktyca . Heka je Y IlepoHOB BeKTOp

rpada G 1 u 1 v 1Ba apTUKyIannoHa yBopa y G. IIpeTroctaBuMo J1a je 4y, = V.
IMonoBo, nocMmarpajmo G kao koanecuenuujy G = G1(v) - Go(v), rne u € V(G)
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U U HUje apTUKYIAlMOHU 4BOp y rpady Gy (v je wim Bucehu YBOp WM mpumnaia
Hekoj KoHTypu y (1) u Heka je G’ = G1(u) - Ga(v). Bumumo na G' € C(n, k)
u rpad G’ caapku jeqaH apTUKYJIAIMOHU YBOp Mambe Hero rpad GG. Ha ocHOBY
neme 3 nobujamo p(G') > p(G).

Kana oBaj mocrynax u jemy 3 mOHOBUMO m — 1 myTa, HA CBAKMU Map apTUKY-
JIALIMOHKMX YBOPOBA, 100uhemMo cBexaw B € S(n, k) KOjU cajpku TaUHO jenaH
ApTUKYJIAIIMOHU YBOP Vg, TaKaB Ja TpadoBu G 1 B MMajy UCTe JTy)KHHE KOHTypa
u 3a koju je p(B) > p(G).

(7ii) TIpumerumo ja je y jpokasuma o (i) u mox (ii) jobujeH uctu ceexamw B,
ma je HejemHakocT s(B) > s(G) HemocpeIHa MoCIeInIa HejeTHAKOCTH JOOH]eHUX
oz () u (i7). O

Kopucrehu npeTxoiHy geMmy MOKEMO OAPEAUTH CTPYKTYPY KAKTYCa KOjU UMa
Makcumasiau uhzekc y kinacu C(n, k).

Jlema 36. Axo 2padp B* uma maxcumannu ungexc y ckyiry C(n, k) ege je k > 1 u
n > 2k + 1, waga je ¢(B*) = 3.
Jlokas. Heka je B* kakTyc koju uMa Makcumaanu uniekc y ckyny C'(n, k) (k > 1,
n > 2k+1). Ha ocHoBy nteme 35, 6€3 ryOMTKA OMIIITOCTH, MOKEMO MPETIIOCTABUTH
ma B* € S(n,k) (k> 1,r > 0).

[IpeTmocraBuMo CympoTHO,Tj. aa je ¢(B*) > 3. Tama y rpady B* mocroju
KoHTypa C), = Vg . .. Up_109 LYyXKUHE p > 3, T je Uy LIEHTPAIHU YBOP KAKTyca
B*. Heka je

B=DB"— V1V2 + VgUa.
Tanma B € S(n, k). Ha ocHoBy siema 8 u 5 3akibydyjemo 1a je p(B) > p(B*), mto
j€ Yy KOHTpaJIMKLH1ju ca u3dopom rpada B*. ]

Mocaemuua 3. Ipagh By = B(k,0,n — (2k + 1)) (cauxa 5.2) je epagh ca najeehum
UHGeKcoM y CKYIY ceux flosesanux Kaxkimyca ca n ueoposa u k xonimypa (k > 1,
n > 2k +1).

HWcrtu pesynrar no6unu cy u boposuhanuu u [Terposuh y pauy [6], kopucrehin
Ipyrauujy TEXHUKY.

Y HacTaBKy, oApeanheMo KakTyce KOju UMa]y MUHUMAJIHY HajMamby KapakTe-
PHUCTHYHY BPEIHOCT U MAKCUMAJTHU pactioH y ckymy C'(n, k).

Jlema 37. Heka je C(n, k) ckyil céux iioe3anux Kakiwiyca ca n 4eoposa u k Koniypa
dpuuemy jek > lun > 2k + 1.
(i) Axo 2pagh B* uma munumanny najmarey Kapakiwiepuciuiuiny epeguocii y cKyiy
C(n, k), maga je c(B*) < 4.

(i) Ako 2pagh B* uma maxcumannu paciion y ckyiy C(n, k), waga je c(B*) < 4.

Hokaz. Ca C(n, k) cMO O3HAYWIN CKYII CBHX [TOBE3aHUX KAKTYCA Ca 1 YBOPOBA U
k xoutypanpuuemy je k > lun > 2k + 1.
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(1) Heka je B* KakTyc KOju UMa MUHUMAJIHY HajMatby KAPAKTEPUCTUUHY BPEJI-
Hoct y ckymy C'(n, k) (k > 1, n > 2k + 1). Ha ocHoBy neme 35, MoxkeMO
npernoctaBut 1a B* € S(n, k) (k> 1,r > 0).

Jla 6ucMo mokazanu TBpheme MPETIIOCTABUMO CYIIPOTHO, 1a je ¢(B*) > 5.
Tama je n > 5. JloBosbHO je na Hahemo rpad B € B(n,k) 3a xoju Baxu
AB) < \(B*).

VY ckyny B*(n, k) nocroju cBexam H takas na je rpad B(0,1,1) unmyko-
BaHU moarpad ceexma H. Kopucrehu memy 5 m 063upom Ha To Ja Kaktyc B*
MMa MUHHMAJTHY HajMamby COTICTBEHY BpeaHOCT y ckyIy C'(n, k), BUIMMO 1a BaXu
AMB*) < AMH) < A(B(0,1,1)) = —2.1358 < —2. Heka je X jeAMHUYHH COTI-
CTBEHU BEKTOP KOjU OJIrOBapa concTseHoj Bpennoctu A(B*). Ha ocHoBy nieme 34,
ocobune (5.1) — (5.3) cy ucnymeHe 3a CBaKy KOHTYpY Kakryca B*.

OsHaunMo caja ca B rpad 1o0HjeH MpeMelTameM jeiHe MPOU3BObHE IpaHe
y rpady B*. Tana u3 (2.5) nobujamo

55 MB) — \(B*) = uriﬂiﬁ YTAB)Y — XTA(BY)X
' < XT(A(B) — A(B"))X.

Heka je ca vy o3HaueH eHTpaTHA YBop rpada B* mHeka je C' = vgvy . . . vj_1
npou3BOJbHA KOHTYpA AyxuHe [ > 5. V 3aBUCHOCTH 0j1 jaykuHe KoHType C'
pas3IUKyjeMo aBa cliydaja.

1° [ —mnemapan 6poj (Il =2s+1,s > 2)

YV oBom cityuajy, ca B o3Haurmo rpad 1ooujeH u3 rpada B* potupameM rpaHe
UsVs41 OKO UBOPA Vs y1 Y TOUIIU]Y Us_1 Vs TJIE IPETXOTHO HUje Ouito rpane. Tama
B € B(n, k). Ha ocHoBy HejenHakoctu (5.8) u ieme 34 umamo

MB) = AN(B*) < XT(A(B) — A(B*))X = 2(24_ 12641 — TsTsy1)
= 2(zy_12, — 22) <0,
1. M(B) < \(B*).

2° | —mapan 6poj (I = 2s, s = 3)

Ogre, ca B o3naunmo rpad nodujeH u3 rpada B* momepameM rpaHe vs_1Vs Y
MO3UIH]Y Vs_2Us 41 TJIE MIPETXOTHO HUje Omo rpane. [lonoso Baxu B € B(n, k).
Ha ocnoBy jennakoctu (5.8) u neme 34 nobujamo

MB) = MB*) < XT(A(B) — A(B*))X = 2(04_oTss1 — To_1T5)
- 225'3_1(25'3_2 - xs) < 07

omHOCHO A\(B) < A\(B*).
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(1) Hexka je B* xaxTyc koju uma Makcumanuu pacron y ckyny C(n, k) (k > 1,
n > 2k + 1). Ha ocHoBy yeme 35 MOKeMO MpeTHOCTaBUTH 1a B* € S(n, k)
(k>1, r=0).

Jla GrcMo J0Ka3amu TBpheme MPeTIoCTABUMO CYIIPOTHO, Tj. 1a je ¢(B*) > 5.
Tana je n > 5. Ciouuno kao y jgokasy mof (i), J0BOJBHO je jna Hahemo rpad
B € B(n, k) 3a xoju Baxu s(B) > s(B*). Paznukosahemo creneha nsa ciyuaja.
1° XB*) > -2

Ha ocnoBy nieme 33 Bugumo na je B* = C,, wmu B* = C5-S1 yumu B* = C7-51 1
wm B* = C5 - Cs.

Axoje B* = C,, tanaje B = Cy - S —4 ¥ BaXU
s(B*) <4 <4.2716 = s(Cy - S11) < s(B).

Axoje B* =C5-Siy, Tanaje B=Cy-Sion

s(B*) = 3.9757 < 4.5765 = s(B).
Axoje B* = Cr;- Sy, Tanaje B=Cy-Si3u

s(B*) = 4.0650 < 4.8989 = s(B).
Axoje B* = C5-Cs,tanaje B=C4- S1 31

s(B*) = 4.4083 < 4.8989 = s(B).

20 A(B*) < —2

Ha uctu HaumH xao y cnyuajy (7) (1° u 2°) koHcTpyuiiemo rpad B 3a Koju je
A(B) < A(B*). Kako Ha ocHOBY nieMa 8 u 5 Baxu p(B) > p(B*), 3ak/bydyjeMo
na je s(B) > s(B*), wto je nemoryhe. O

V ckiaay ca yBEACHUM O3HaKaMma, KOPUIINEHEM MPETXOIHE JIeMe, T0Ja3uMO
1o crnenehux 3akibydyaka.

Hocaemuua 4. Axo je B* 2pagh xoju uma Munumanny Hajmarsy KapakmiepuciiuiHy
spegrociu y ckyiy C(n, k) (k > 1, n > 2k + 1), onga B* € B*(n, k).

IMocnenuua 5. Axo je B* 2pag xoju uma maxcumanan pacion y ckyiy C(n,k)
(k> 1,n>2k+1), onga B* € B*(n, k).

V nacraBky hemo onpenutu rpad ca MUHMMAIIHOM HajMamOM KapaKTepHu-
cruanoM BpeaHotnhy y kimacu C'(n, k) KakTyca ca n 4BopoBa 1 k KOHTypa. Y Be3u
ca OBUM PE3yITATOM, y Tabenu 5.1 Ha Kpajy cexiyje 5.1, MpuKa3aHa je TucTa CBUX
CBeXIbeBa 13 ckyma B*(n, k) B3 <n < 14,1 <k < %(n — 1)) 1 BUXOBe HajMabE
KapaKTEPUCTUUHE BPEAHOCTH.
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Teopema 15. Hexa je B* xkakiwiyc Koju uma MUHUMAIHY HAJMARY COUCTIBEHY 8peq-
nocim y ckyity C(n, k) (k > 1, n > 2k + 1) u nexa je t = min{k,n — (2k + 1)}.
Taxohe, nexa je ng(k) =123a1 < k <2, ng(k) =133a3 < k <4ung(k) =14
3a5 < k <6.

(i) Axo je un < ny(k), maga je B* = B(k —t,t,n — (2k +t +1)).

k<6
(i) Axojek < 6un = no(k) ww k > 7, waga je B* = B(k,0,n — (2k + 1)).
Hokasz. O3HauuMO ca B* KaKTyC KOjU MMa MUHUMAJTHY HajJMaHby KAPAKTEPUCTUUHY
BpenHoct y ckymy C'(n, k) (k > 1, n > 2k + 1). Ha ocHoBy nocieauiie 4 BUAMMO
na B* € B*(n, k).

VYkonuko je n < 7, pesynaratu ciene u3 tadene 5.1. IlpermocraBumo na je
y HactaBky n > 7. Ako jen = 2k + 1, taza je t = 0 u y ToM ciyuajy je
B*(2k + 1,k) = { Bk}, ma pesynrar qupektHo cneau. Heka je mame n > 2k + 1.
Tanajet > 1u B*(n, k) = {Byo, ..., Brt}. [IpumeHom sieme 6 Ha uBOp vy rpada
By, s tobujaMo KapaKTepUCTUYHU ITOJTMHOM

(59) (B A) = N2 = DRI DFE(N - 27 Q(k, s, M),
e je

Qh,s,\) =N =M —(n—s+ 1N+ (n—2k+ s+ 1)\

(5.10) +(2n — 65 —2)A —2(n — 2k — s — 1).

[Tpumerumo na 3a n > 7 Baxu
Q(k,s,—2) =2(2n — 15) + 2(n — 2k) + 10s > 0.
Ca nipyre crpane, momrTo je Q(k, s, \) MOTMHOM HEMAPHOT CTEMeHa OH/IA je

(5.11) lim Q(k,s,\) = —oo.
A——00
3aksbydyjemMo ja je HajMawu KopeH nonunoma ((k, s, ) mamwu o —2. Taxobe,
HajMamba KapaKTepPUCTHYHA BpenHOCT rpada Dy s jeqHaka je HajMameM KOPEHY
nonuroma Q(k, s, \).
Pasnuka momuaoma Q(k, s + 1, \) u Q(k, s, \) He 3aBUCH 0T BpEHOCTH Mapa-
MeTpa S, Tj.

(5.12) Qk,s +1,0) — Q(k,s,\) = X3+ A2 — 61 + 2.

Osznaunmo oBy pasmuky ca f(A) = A3 + A2 — 6\ + 2. Kopucrehu coprsep
Mathematica 7 nobujamo na nonuroM f () UMa TA4HO jelaH HErATHBAH KOPEH
Ao = —3.1249. Tlowro je ¢pyHkuMja f HemapHOT CTeneHa W3BOAMMO cienche
3aKJbYUKE.

Axo je A < A, orma je f(\) < 0 u Baxku
(5.13) Qk, s+ 1,\) < Q(k, 5, ).
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5.1. EKCTPEMAJIHU I'PA®OBU YV KJIACHU KAKTYCA CA PUKCHUPAHUM
BPOJEM UBOPOBA 1 DUKCUPAHUM BPOJEM KOHTYPA

AHasorHo, 3a \g < A < —2 Baxu ja je f(\) > 0 ma je
(5.14) Q(k,s+1,\) > Q(k, s, \).
Taxobe, Ha ocHOBY (5.12) ucnymeHe cy jeAHAKOCTH

Q(kvov )‘0) = Q(ku 1, >\0) == Q(kvtv )‘0)

U3 (5.11) Bupumo na ykomuko je Q(k,0, Ag) > 0, oHjia je HajMarmbu KOPEH TOJIHU-
HoMma Q(k, s, \) Mamu 01 \g. Y CYIPOTHOM, HajMamU KOPEH OBOT ITOJIMHOMA je
Behu o1 \g.

U3 uejennakoctu (5.13) 3axsbyuyjemo ma 3a Q(k,0, ) > 0 A < \g Baxke
HEjeTHAKOCTH

Q(k>0a)‘) > Q(ka 1>)‘) > > Q(k>ta )‘)a

OAKJIE je
(5.15) A Bro) < AM(Bg1) < -+ < XNBpt) < Xo.

Cinuno, ako je Q(k, 0, Ag) < 0, Ha ocHOBY (5.14) 3a \g < A < —2 Bae HejeHA-
KOCTH

Q(k,0,\) <Q(k,1,\) <--- < Q(k,t,\),
OJJTHOCHO

(5.16) A(Byo) > AM(Bg1) > -+ > AN Bgt) > Ao

Jla 6MCcMO OJpequIM TpaXkeHH rpad ocTaje joll Ja MPOUEHHMMO 3HAK H3pasa
Q(k,0, Ao). 13 (5.10) nobujamo 1a je

(5.17) Q(k,0, \g) = 32.0295n — 15.5299% — 344.7960.
Wmajyhu Ha ymy na je k 6poj koHTypa y rpady Bj o, IpUMETHUMO J1a 3a Opoj

YBOpOBa OBOT rpadha Mopa Baxutu n > 2k + 1. Ha ocHoBy (5.17) 3akibydyjemMo
naje Q(k,0,\g) > 0 ako u camo aKko je

1° 1<k<2, n>12
2° 3<k<4, n>13;
3° 5<k<6, n>14;
£ k>7 n>2k+1.

VYV koMmOunanuju ca HejeqHakoctuma (5.15) u (5.16) oBaj pe3yaTat KOMILIETUPA
JI0OKa3 TeopeMme. ]

KopuimhemeM IpeTXOMHUX pe3yiaTaTa jeMHOCTABHO ce MoKa3yje Ma y CKYIy
C(n, k) (k = 1,n > 2k+1) Hajsehu pacnon uma rpad By o = B(k,0,n—(2k+1)),
OCHUM y KOHQYHO MHOTO CITy4ajeBa.
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Teopema 16. Hexa 2pag G uma najeehu paciion y Kiacu Kakiyca ca n 480posa u
k konmuypa (k > 1, n > 2k + 1) u nexa je t = min{k,n — (2k + 1)}. Taga je
G=Bk—-tt,n—2k+t+1))axojen € {4,5uk =1L umun=6uk=2a
G = B(k,0,n — (2k + 1)) y ceum ocimianum cuyuajesuma.

Jokas. Hexkajeng(k) =123a1 <k <2,ng(k) =133a3 <k <4dungk) =14
3a 5 < k < 6. Ha ocHOBy Teopeme 15 u nocnenuue 3 3akpydyjemo na je G = By o
akojek < 6un >no(k)wmk > 7.

Y mpeocTanum clydyajeBUMa, Ha OCHOBY MOCIEAUIIE 5, 3aKJbYUyjeMoO J1a 3a KaK-
Tyce MaKCUMAITHOT PACIIOHa Y IIOCMATPAHO] KITACH y 003Up J0NIa3e caMO KaKTYCH
By s u3 ckyna B*(n, k). Aunanusom pesynrata u3 tabene 5.1 mokasyje ce na je
TBphewme TeoOpeMe TAYHO 3a CBE BPEIHOCTU N U k. (|

5.2 Exkcrpemanuu rpadoBu y KJIacM Kakryca ca
(pukcupanum OpojemM 4BOpoBa

Heka je ca C'(n) o3HaueH CKyI CBUX KAaKTyCa Pe/la 1 KOjU CajipiKe KOHTYpE.
HMmajyhu Ha ymy TeopeMy 15, y oBOj Kinacu je Moryhe onpenuTtu rpad ca MaKcH-
MaJTHUM WHIIEKCOM, Ka0o U rpad ca MUHMUMAITHOM HajMamkOM KapaKTEPUCTUIHOM
BpeIHOIINY.

Teopema 17. Heka je B* 2pag koju uma makcumannu ungexc y ckyity C'(n) (n = 3).
Taga je B* = B(m,0,0) akojen = 2m+ 1u B* = B(m,0,1) ako jen = 2m + 2
(m € IN).

Hoxaz. O3HaunMo ca B* rpad Koju uMa MaKCHUMAaJTHU UHJIEKC Y CKYITy CBUX KaK-
tycapenan (n = 3). Tanajen = 2m+1umun = 2m+2 (m € IN), a makcumanan
6poj koHTypa rpadosa ckyma C'(n) usnocu |3(n — 1)] = m. 360r Tora je

C(n)=JCn k).

Ha ocHoBy nocineuiie 3 3ak/bydyjeMo jia 3a rpad B* Baxu
B* € {Bi,0, B2os - -, B}

Ipumerumo na rpad Bip (1 < k& < m) cagpxku koHtypy C'5 KA0 MHIYKOBAHU
noarpad, na je p(Byo) = p(C3) = 2, Ha OCHOBY JieMe 5.

Kopucrehu jemnakoctu (5.9) u (5.10) 3ak/bydyjemMo ga KapaKTEPUCTUIHH IO~
nuHOM rpada By, ¢ rmacu

H(Bro, A) = A2 = DFY A DFOA = 2)71Q(k, 0, N),
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e je

QE,0,N) =X =X —(n+ DX+ (n — 2k + 1)\?

(5.18) +(2n—2)A—2(n — 2k — 1).

Bumimo na je unnekc p( By o) HajBeha nyna nonmuaoma Q(k, 0, \). U3 jennakoctu
(5.18) mobujamo ma 3a A > 1.4142 Baxu

Q(k,0,\) —Q(k+1,0,\) = 2(\* = 2) > 0,
OITHOCHO,
(5.19) Q(1,0,A) > Q(2,0,\) > --- > Q(m, 0, \).
Kopucrehu nejennakoctu (5.19) 3akspyuyjemo 1a je

p(Bio) < p(Bap) < -+ < p(Bmyo)-

Ouursenno, y kiacu C'(n) MakcumaiHu uHueke uma rpad By, o = B(m, 0,0) ako
jen =2m+ 1, onHocHo B, o = B(m,0,1) ako je n = 2m + 2. O

[peTxomHu pe3ynTar qokasanu cy u boposuhanun u I[letpouh y pany [6],
KopucTehu 1pyraunjy TeXHUKY.
[Tornaswbe 5 3akibyuyjemMo pe3yaTaToM o rpady KOju iMa MUHUMAJIHY HajMakby
KapaKTepUCTUYHY BpeqHOCT y Kiacu C(n).
Teopema 18. Hexka je B* 2pagh koju uma Munumanmy Hajmarsy coicitieeny spequocii
y exyity C(n) (n = 3).
(i) Axojen =3 umn > 12, wmaga je B* = B(1,0,n — 3).
(i) Axojed <n < 6wm8 < n <11, waga je B* = B(0,1,n —4).
(ii1) Axo jen =7, waga je B* = B(0,1,3) u B* = B(0,2,0).

Jokaz. O3HaunmMo ca B* rpad uuja je HajMama KapaKTepUCTHUHA BPEAHOCT MH-

numanna y ckyny C'(n) (n > 3). Takobe, nekajem = |t(n—1)|ul = [:(n—1)].

2 3
Kako je
C(n) = Cn k),
k=1

uMajyhu y Buay nocieauity 4, MOKEMO MPETIOCTABUTH J1a BAXKU
m
B* e | JB(n k)
k=1

Axo je n < 7, pe3yarat crnenu u3 tabemne 5.1. Heka je y HactaBky n > 8. Tana,
y ckyny B*(n, k) mocroju cBexam B Takas ma je rpad B(0,2,1) unaykoBaHu
noarpad rpada B. Ha ocHoBy jieMe 5 u ¢ 003upoM Ha TO ja Kaktyc B* uma
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MUHMMAJIHY HajMakby KapaKTepUCTUUHY BpeqHOCT y ckymy C'(n), 3akibydyjemMo ja
AMB*) < AN(B) < A(B(0,2,1)) = —2.5887.

Jlarbe crpoBOIMMO HJIejy MPUKA3aHy y BULy Aujarpama 1 Ha ciouim 5.4. Ilpso
hemo ynopenutu HajMame KapaKTepUCTUYHE BPeJHOCTH rpadoBa U3 MpBe KOJIOHE.
3atum, 1a OUCMO 10KA3aJId TEOPEMY, YIIOPeAMheMO 1 HajMambe KapAKTEPUCTUUHE
BpEIHOCTHU TpadoBa KOjU ce Halla3e Ha MCTO] JMjaroHaIu Ha aujarpamy | u mo-
Ka3aTH J1a ce eKCTpeMaHU rpadoBU OBUX AMjaroHANIa Halase y MPBOj BPCTU UITH
MIPBO]j KOJIOHH JIHjarpaMma.

Cnuka 5.4. ujarpam 1

Hakie, kopuctehu mommaoMm (5.18) nodbujamo na 3a A < —1.4142 Baxu
Q(k,0,\) —Q(k +1,0,\) = 2(\* = 2) > 0,
OJAKJIE CIIeIH 1A je
(5.20) A(B1o) < A(Bgg) < -+ < A(Bmp)-
Cnuuno, kopuctehu moauHoMm (5.10) mobujamo 11a je 3a A < —2.4495 ucnymeHo
Qk,s,)) —Q(k+1,5+1,0) = (A —1)(6 -\ > 0.
Axoje2 < k<l,tamajet = ku3za\ < —2.4495 Baxu
Qk, kN <Qk—1,k—1,0) <---<Q(1,1,\).
Otyna,
(5.21) A Byr) > AN Bi—1-1) > -+ > XN By1).

Hcrom aprymenTaiujom, U Ha ocHOBY (5.20), 1oaa3umo 10 3akbyuka 1a 3a k > [
ut > 0 BaxKe HEjeTHAKOCTU

(5.22) A(Brt) > M Br-1,-1) > -+ > MBr—r0) = A(B1)-
W3 penammja (5.21) u (5.22) 3axsmyuyjemo na B* € B*(n,1). Kopucrehu oBaj

pe3yaTar u TeopeMy 15 3a k = 1, mobujamo rpadoBe KOju Cy, Y 3aBUCHOCTH O
BPEIHOCTH OPOja M, EKCTPEMAJIHU Y CMUCITY MHIIeKca y ckyiy C'(n). O
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Ha kpajy mornaBiba HAaBOJUMO HajMam-€ COICTBEHE BPEIHOCTH, MHIEKCE M
pacroHe CBHX CBeXmbeBa By, € B*(n, k) (cmuka 5.2) 3a 3 < n < 14, xoju
cy KopuimheHd y HOKa3MMa IMPETXOIHUX Teopema. I[lpukazaHu pe3ynraTt cy

nob6ujenu momohy codprBepa NewGraph.

n |k I'pad Hajmama concrBena | Munekc | Pacnon
BpEIHOCT rpada rpada | rpada

3 | 1] B(1,0,0) —1.0000 2.0000 | 3.0000
4 | 1| B(1,0,1) —1.4812 2.1701 | 3.6513
B(0,1,0) —2.0000 2.0000 | 4.0000

5|11 B(1,0,2) —1.8136 2.3429 | 4.1565
B(0,1,1) —2.1358 2.1359 | 4.2717

2| B(2,0,0) —1.5615 2.5615 | 4.1231

6 | 1] B(1,0,3) —2.0861 2.5141 | 4.6003
B(0,1,2) —2.2882 2.2882 | 4.5765

2 | B(2,0,1) —1.9032 2.7093 | 4.6125
B(1,1,0) —2.1912 2.5035 | 4.6947

7 | 1] B(1,0,4) —2.3234 2.6813 | 5.0047
B(0,1,3) —2.4495 2.4495 | 4.8990

2| B(2,0,2) —2.1774 2.8558 | 5.0332
B(1,1,1) —2.3527 2.6480 | 5.0006
B(0,2,0) —2.4495 2.4495 | 4.8990

3| B(3,0,0) —2.0000 3.0000 | 5.0000

8 | 1] B(1,0,5) —2.5366 2.8434 | 5.3800
B(0,1,4) —2.6131 2.6131 | 5.2263

2 | B(2,0,3) —2.4142 3.0000 | 5.4142
B(1,1,2) —2.5201 2.7936 | 5.3137
B(0,2,1) —2.5887 2.5887 | 5.1775

3| B(3,0,1) —2.2731 3.1326 | 5.4057
B(2,1,0) —2.4219 2.9427 | 5.3647

9 | 1] B(1,0,6) —2.7320 3.0000 | 5.7320
B(0,1,5) —2.7752 2.7752 | 5.5503

2 | B(2,0,4) —2.6262 3.1413 | 5.7675
B(1,1,3) —2.6876 2.9385 | 5.6261
B(0,2,2) —2.7320 2.7320 | 5.4641

3| B(3,0,2) —2.5079 3.2635 | 5.7714
B(2,1,1) —2.5947 3.0761 | 5.6708
B(1,2,0) —2.6533 2.8854 | 5.5387

4 | B(4,0,0) —2.3723 3.3723 | 5.7446
101 | B(1,0,7) —2.9136 3.1511 | 6.0647
B(0,1,6) —2.9335 2.9335 | 5.8670
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n Hajmama concrBena | Uunekc | Pacnon
BpEIHOCT rpada rpada | rpada

10 B(2,0,5) —2.8201 3.2790 6.099
B(1,1,4) —2.8518 3.0813 | 5.9332
B(0,2,3) —2.8766 2.8766 | 5.7532
B(3,0,3) —2.7177 3.3923 | 6.1101
B(2,1,2) —2.7652 3.2084 | 5.9735
B(1,2,1) —2.8005 3.0191 | 5.8196
B(0,3,0) —2.8284 2.8284 | 5.6569
B(4,0,1) —2.6039 3.4940 | 6.0978
B(3,1,0) —2.6728 3.3209 | 5.9937

11 B(1,0,8) —3.0839 3.2971 | 6.3810
B(0,1,7) —3.0872 3.0872 | 6.1745
B(2,0,6) —3.0000 3.4142 | 6.4142
B(1,1,5) —3.0112 3.2214 | 6.2327
B(0,2,4) —3.0204 3.0204 | 6.0409
B(3,0,4) —2.9095 3.5188 | 6.4283
B(2,1,3) —2.9308 3.3388 | 6.2696
B(1,2,2) —2.9478 3.1523 | 6.1001
B(0,3,1) —2.9618 2.9618 | 5.9235
B(4,0,2) —2.8108 3.6139 | 6.4247
B(3,1,1) —2.8453 3.4439 | 6.2893
B(2,2,0) —2.8718 3.2687 | 6.1405
B(5,0,0) —2.7016 3.7016 | 6.4031

12 B(1,0,9) —3.2448 3.4381 | 6.6829
B(0,1,8) —3.2361 3.2361 | 6.4721
B(2,0,7) —3.1687 3.5456 | 6.7143
B(1,1,6) —3.1652 3.3584 | 6.5237
B(0,2,5) —3.1623 3.1623 | 6.3246
B(3,0,5) —3.0874 3.6428 | 6.7302
B(2,1,4) —3.0906 3.4671 | 6.5577
B(1,2,3) —3.0933 3.2842 | 6.3775
B(0,3,2) —3.0956 3.0956 | 6.1911
B(4,0,3) —3.0000 3.7320 | 6.7320
B(3,1,2) —-3.0117 3.5654 | 6.5771
B(2,2,1) —3.0212 3.3930 | 6.4142
B(1,3,0) —3.0292 3.2158 | 6.2449
B(5,0,1) —2.9050 3.8148 | 6.7198
B(4,1,0) —2.9278 3.6557 | 6.5835

13 B(1,0,10) —3.3978 3.5745 | 6.9723
B(0,1,9) —3.3800 3.3800 | 6.7600

71




5.2. EKCTPEMAJIHU TPA®OBU YV KJITACU KAKTYCA CA ®PUKCHUPAHNM BPOJEM UBOPOBA

n Hajmama concrBena | Uunekc | Pacnon
BpEIHOCT rpada rpada | rpada

13 B(2,0,8) —3.3280 3.6737 | 7.0017
B(1,1,7) —3.3139 3.4921 | 6.8060
B(0,2,6) —3.3014 3.3014 | 6.6027
B(3,0,6) —3.2542 3.7644 | 7.0185
B(2,1,5) —3.2445 3.5929 | 6.8374
B(1,2,4) —3.2361 3.4142 | 6.6503
B(0,3,3) —3.2287 3.2287 | 6.4574
B(4,0,4) —3.1755 3.8482 | 7.0238
B(3,1,3) —-3.1714 3.6851 | 6.8565
B(2,2,2) —3.1679 3.5159 | 6.6839
B(1,3,1) —3.1649 3.3412 | 6.5061
B(0,4,0) —3.1623 3.1623 | 6.3246

5| B(5,0,2) —3.0912 3.9265 | 7.0177
B(4,1,1) —3.0942 3.7703 | 6.8645
B(3,2,0) —3.0967 3.6091 | 6.7057
B(6,0,0) —3.0000 4.0000 | 7.0000

14 | 1] B(1,0,11) —3.5440 3.7066 | 7.2506
B(0,1,10) —3.5193 3.5193 | 7.0385

2| B(2,0,9) —3.4795 3.7986 | 7.2781
B(1,1,8) —3.4573 3.6225 | 7.0798
B(0,2,7) —3.4373 3.4373 | 6.8746

3| B(3,0,7) —3.4117 3.8834 | 7.2951
B(2,1,6) —3.3926 3.7163 | 6.5561
B(1,2,5) —3.3756 3.5419 | 6.9175
B(0,3,4) —3.3603 3.3603 | 6.7206

41 B(4,0,5) —3.3402 3.9624 | 7.3026
B(3,1,4) —3.3248 3.8028 | 7.1277
B(2,2,3) —3.3113 3.6372 | 6.9485
B(1,3,2) —3.2993 3.4655 | 6.7648
B(0,4,1) —3.2886 3.2886 | 6.5773

5| B(5,0,3) —3.2642 4.0365 | 7.3007
B(4,1,2) —3.2535 3.8833 | 7.1368
B(3,2,1) —3.2442 3.7250 | 6.9692
B(2,3,0) —3.2361 3.5615 | 6.7976

6| B(6,0,1) —3.1830 4.1064 | 7.2894
B(5,1,0) —3.1781 3.9588 | 7.1369

Tabena 5.1. HajMame cONCTBEHe BPEIHOCTU, UHIEKCH M PACIIOHU CBEXIbLEBA I,
sa3<n<4nl<k<i(n-1)
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I'1aBa 6

I'padoBu ca Mmasium OpojeM KOHTYpa U
MAKCHMAJIHIM PaclIOHOM

Pacnion rpada G (enr:. spread), kao mro je Beh moMeHyTo, AeHHHMIIE ce Kao
pasnuka HajBehe M HajMambe KapaKTepUCTHYHE BpeaHoctu rpada (G, OIHOCHO
s(G) = p(G) — A(G). TIpBu pe3yaTaTtu y BE3U OBE CHEKTPAIHE MHBAPUjAHTE
nomumby ce jour 1983. roqune. Hawume, ITerposuh [30] oxpebyje ce rpadose
ynju pacnoH Huje Behu o 4. [locmenmux roguHa, HCIUTUBAE pacmoHa rpada
MIOCTaje CBe MPUCYTHHja TeMA Y CIIeKTPaHoj Teopuju rpadosa. Liuu Huo [26] kao
u Gregory, Hershkowith u Kirkland [18] oxpelyyjy Heke ropibe U 10He rpaHHIE
3a pacnoH rpada, Ha mpuMep

s(G) < p(G) +v/2m — p(G)? < 2v/m,

riae je G rpad ¢GuKCHpaHOT perda W BelwuuHe m. Takobe je Moka3zaHO 1a je
MyT JEAMHCTBEHHU rpad ca MUHUMAJIHUM PACIIOHOM Meljy moBe3anum rpadosuma
naror pena [18]. I'padoBu ca MAKCUMAJIHUM PACIIOHOM, MehyTHM, jOLI YBEK HUCY
no3Hatu. OnpehuBame TakBuX rpadoBa, 1aTOT pea, je TeKakK mpodieM. Y KOJIUKO
ce pa3MmaTpame OBOT MpodieMa Cy3u Ha Heke kiace rpadosa, mpoOieM mocraje
JETHOCTAaBHHjH a TEMATHKA je U laJbe HHTepecaHTHA. OBaj mpobiieM je, Ha IpuMep,
Moryhe mocMaTpaTi y KIacu MoBe3aHUX rpadoBa GUKCUPAHOT pefa U BEIUYUHE.
OuurnenHo je 1a 3Be3/1a U MyT UMajy MaKCUMaJIHU, OJTHOCHO MUHUMAJIHU PACIIOH
Mel)y cBUM cTabauMa JaTor pea, PECIIEKTUBHO.

VY Be3u ca rpadoBUMa YMjH je pacnoH MakcuManaH Gregory, Hershkowith u
Kirkland [18] usHoce crnenehy xumoresy.

Xunore3a 1. Ako je G epag xkoju uma maxcumannu paciion mehy ceum cpagosuma
2
ca n 4goposa u m < L%J Zpaua, waga on Mopa Ouitiu Ouiapiauitian.

Beh y xnmacu ynunuknuunux rpadosa ce, MehyTum, mokasyje ga HaBeIeHA
XUITOTE3a He BAXH 34 CBAKHU IMPUPOJIAH OPOj 7.

Y oBOM ToTaBJby, XumoTe3a | he OUTH OMOBPTHYTA U 3a HEKe JIpyre Kiace
rpadosa. Ilpukazahemo rpadoBe ca MakCUMaTHUM pacrioHoMm Mel)y rpadoBuma
dbukcupaHor pena ca maiuMm OpojeM koHTypa. Kako je mpobiem oxpehuBama
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rpadga ca MaKCMMaJHUM PACIIOHOM Yy OJIMCKO] Be3UW ca MmpobdiemMoM oapehuBama
MUHHMAaITHE HajMabhe KapaKTepUCTHYHE BPEAHOCTH Y TaTO] Kilacu rpadosa, To he
pe3yaTAaTH TOOM]eH! Y IOTIaB/buMa 4 U 5 OMTH OJT BEIMKE KOPUCTH.

VY rnaBu 4 (cexuuja 4.3) goka3aHo je na je rpad Go (cnuka 4.9) ekcrpemaiHu
rpad y cMHCTTy MUHHMAJTHE HajMambhe KapaKTEPUCTUIHE BPETHOCTU Y KITACH ITOBE-
3aHuX Tpadosa pena n u BenmuunHe n + k (0 < k£ < 4, n > k + 4) 3a 10BOJbHO
BEJIMKO N (Teopema 14).

Brualdi u Solheid [7] Takohe mobujajy rpad Gy, anu 6asehu ce npodaemom
rpadoBa ca MAaKCUMAJIHUM MHJIEKCOM Y KJIACH MMOBe3aHUX rpadosa ca n 4uBOpoBa
U n + k rpana. OHH cy mokasanu aa je Go jeTUHCTBeHU rpad) ca MaKCHMAaTHIM
ungekcoM 3a 0 < k£ < 2, kao n3a 3 < k < 5 ¥ JOBOJbHO BenuKo n. LlBeTkoBuh
u Rowlinson [12] momymyjy muxoBe pe3yirarte jgokazoM aa rpad Gy uma Max-
CUMaJTHU UHJIEKC Y KJIACH CBHMX MOBE3aHMX rpadoBa peja n v BeIu4uHe n + k 3a
k > 3 v 1OBOJHHO BEJIMIKO 7M.

Teopema 19 ([7],[12]). Ipap Gy (cruxa 4.9) je jequncitieen 2pagh ca makcumanum
ungekcom y kaacu iosezanux epagosa pega n u eeaudure n+k (0 < k < 1). I'pag
Gy je warxohe jequuciieenu cpag ca MAKCUMATHUM UHGEKCOM Y KAACU HOBE3AHUX
epaghosa pega n u eenuuune n + k (k = 3) 3a gosowro eenuro n.

Kao nenocpenna nocnenuia teopema 14 u 19 nobwuja ce rpad ca MaKCUMaTHUM
PACIIOHOM Y KJTACH IIOBe3aHUX rpadoBa pena n v BenuunHe n+k3a k € {0,1,3,4}
1 JIOBOJBHO BEJTHKO 7.

Teopema 20. Hexa je Gy 2pagh ca cuxe (cauxa 4.9).
(i) I'pap G je jequncitieen 2pagh ca MAKCuManrHum paciioHoM y KAdcu B06e3aHUX
VHUYUKIU4HUX 2pagosea pega n zan > 11.

(i) I'pagh Gy je jequncimsenu 2pagh ca MaxCuMamHum paciionom y Kadacu d08e3anux
ouyuruuHux epaghosa pega n z3a n > 27.

(#ii) Hocimoju upupogan bpoj ng = 83 wmaxase ga je epad G jequncitisernu Zpagh
Ca MAKCUMATHUM PACTOHOM Y KAACU HO8E3aHUX Zpagosa pega n u eeiutuHe
n+ 3zan > ng.

(iv) Iocwmoju apupogan 6poj ng = 123 wakas ga je 2pagh G jequuciugenu cpagh
Ca MAKCUMATHUM DACTOHOM Y KIACU H08e3aHUX Zpagosa pega N u 6eiuyuHe
n—+43an > ny.

Osnaunmo ca C'(n, 1) cKyIT CBUX KaKTyca ca 1 YBOPOBA U TAYHO jeTHOM KOHTY-
poM (Bunetu rnaBy 5). Kako cy moBe3aHu yHUITUKIMYHY rpadoBu pegan (n = 4)y
CTBapH KaKTYCH Ca TAYHO jeTHOM KOHTYPOM, IMPoOIIeM rpadoBa ca MAKCHMATHUM
PACIIOHOM Y KJIACH MOBE3aHUX YHUIIMKIMYHUX rpadoBa pena n je eKBUBAJICHTAH
npobiiemy rpadoBa ca MakcCUMaHUM pacrionoM y kinacu C'(n, 1) (n = 4).

Osznaunmo ca Uy u Uy yHunmkinaHe rpadose npukasane Ha cimunu 6.1. [pu-
metumo 1a je Uy y crBapu rpad By, = B(0,1,n — 4) ca cmuke 5.2, a rpad Us je
rpad Gy ca ciuke 4.9 3a k = 0, ogHocHo rpad By g = B(1,0,n — 3) ca cnuke 5.2.
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U1 Vo U2 Vo

n—4 n—3

Cnuka 6.1. Yuunukimnunu rpadosu Uy u Us

Crneneha TeopeMa je €0 jeJHOT OIIITHjETr pe3ynTaTa JOOUjeHOT y TIaBu S (Teo-
pema 16), a KOju ce OTHOCH Ha MPoOIeM MaKCUMAITHOT PACTIOHA Y KITACH KaKTyca
ca m YBOpoBa U k KOHTYpa.

Teopema 21 ([16)). I'pag U, je jequncitisen 2pagh ca MaxcumaiHum paciionom y Kiacu
fose3anux yHuyukauuHux epagosa pega n za 4 < n < 5, a 2pagh Us jequncitieen
epag ca MaKxcumanHum pacioHom y uciioj kuacu 3a n = 6.

Jlo oBor pesynrata fouuu ¢y u Fan, Wang u Gao [16] kopucrehu ngpyrauujy
TEXHHKY.

V nacrasky hemo paszmarpatu mpoosiem rpadoBa ca MAaKCUMaJIHUM PACIIOHOM
y KJIacH TOBe3aHUX OUIMKIUYHUX TpadoBa pena n. a 6ucmo dhopmynucamn u
JOKA3aJI TIaBHY TeopeMy, KopucTuheMo pe3ynrare Koje HaBOaAuMO y cienehum
JeMama.

B, B

Vo Vo

n—4 n—4
Cnuka 6.2. T'padosu By u B
Jema 38. Hexa cy By u B} pagosu pega n upuxazanu na cruuyu 6.2. Taga je
AMBy) = A(B))san =06, u A\(By) < A(B))3an >T1.
Jloxas. TlpumeHnom neme 6 10OMjamMO KapaKTEPUCTUUHE TTOJTMHOME

(6.1) H(By, ) = A" = (n 4 1)A? — 4\ + 2n — 8),

H(BLA) = AP A+ DA = A2 —=nd\? + (n — 4\ +2(n —4)).
Ban = 6je AN(By) = \(Bj}) = —2. Axo jen > 7 rpadosu B, u B) canpxe rpad
C5(v) - Sy 3(v) ka0 uHIYKOBaHM mOArpad, e j€ ¥ IEHTPAIHU YBOD 3BE37€ S1 3.

Ounatiie, Ha ocHOBY Jieme 5 cienu 1a je A(By) < A(Cs(v) - S13(v)) = —2.0861 u
A(B)) < A(C3(v) - S13(v)) = —2.0861. ITocMaTpajMo pasiuky

$(B1, A) = 6(By, A) = —(n — A" (A +2).
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IMpumetrumo ga3an > 7u A < —2 Baxu

&(By, ) < ¢(Bj, \), xanajen mapat 6poj,
&(By, \) > ¢(B), \), xanajen Hemapan 6poj.
<

3aksbyuyjemo 1a je A(By) < A\(Bj))3an > 7. O
Bs B, B!
Vo
Vo
Vo
n—>5 n—>5 n—>o

Cnuka 6.3. T'padosu By, By u B!

Jlema 39. Hexa cy Bg, B u Bf 2pagosu ipukaszanu na cauyu 6.3 u neka je n > 6.
Taga sasicu:

(i) MBs) < A(Bg) < A(Bg),
(it) p(Bg) < p(Bg) < p(Bs).
Hoxka3z. TTpumenom neme 6 1o0ujamo
(62)  6(Bs,\) = A" — (n+ 1A — 2)3 + (3n — 11)A2 — (n — 5)),
O(Bg, A) = X"HA = (n+ 1N — 20+ 4(n — 4)),
O(BY,A) = A"\ — (n+ DA — 203 4 4(n — A% +2(n — 5)\
— (n —5)).
(i) Tlpumerumo na rpadosu Bg u Bf cappxe rpad Cy - Py Ka0 MHIYKOBaHU
noxarpad. Onatie, Ha ocHOBY Jieme 5 Baxu 11a je A(Bg) < M(Cy - Py) = —2.1358
u A(Bf) < MNCy - Py) = —2.1358. Cnuuno, rpad By canpxu koHtypy Cy Kao

uHaykoBaHu noarpad ma je A(Bj) < A(Cy) = —2. Paznuka monuroma ¢(Bg, \)
u ¢(Bg, \) jenHaka je

(Bg, \) — ¢(Bg, \) = =N""2(n — 5)(\ +2).
Opatiie 3ak/bydyjeMo fa je 3a A < —2 U n > 6 HCIyBEeHO

&(Bg, \) < ¢(Bg, ), Kanajen mapan 6poj,
&(Bs, \) > &(Bg,\), xanajen menapan 6poj,

OJHOCHO

(6.3) ANBg) < A(Bf), 3a n=>6.
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CrnuHO, pa3nuKa KapaKTepUCTHYHKX MmonnHoMa rpadoBa By u B( jenHaka je
(6.4) ¢(Bg, A) — 6(Bg, A) = A" °(n — 5)(2A — 1).
Bumumo na 3a A < —2 un > 6 Baxe HejeJTHAKOCTH

&(Bg,\) < ¢(Bg, \), Kana jen mapan 6poj,

&(Bg,\) > ¢(Bg, \), xana jen menapan 6poj,
ma je
(6.5) NDB§) < AX(Bg), 3a n=6.
U3 (6.3) u (6.5) mobujamo 1a je A(Bg) < A(Bg) < A(B§) 3an = 6.
(17) Kako rpadosu Bg, B u Bf canpxe koutypy Cy Kao MHIyKOBaHH moarpad,
oHIa Ha OcHOBY Jieme 5 Baxu p(Bg) = p(Cy) = 2, p(Bg) = p(Cy) = 2 u
p(B{) = p(Cy) = 2. Pa3nuka KapaKTepUCTHYHUX MOMTUHOMA rpadoBa Bs u By
jenHaka je

O(Bs, X) — BBy, A) = —A\"°(n — 5)(A? + 1)
Onatne je ¢(Bg, \) < ¢(Bg, A) 3a A > 2un > 6, na 3akibydyjeMo Jia je
(6.6) p(Bg) < p(Bs), 3a n=6.
CnuuHo, Ha OCHOBY (6.4) 3HamO 14 je

¢(Bg, A) — ¢(Bg, A) = A" °(n — 5)(2A — 1).

Onatie je ¢p(Bg, \) < ¢(Bg,A\)3a A = 2un > 6, 0MHOCHO
(6.7) p(Bg) < p(Bg), 3a n=>6.
U3 (6.6) u (6.7) cienu 1a je p(Bg) < p(Bg) < p(Bg) 3an > 6. O

Jlema 40. Hexa je By 2pagh upuxaszan na cauyu 6.2, Bs epag tipukasan na cauyu 6.4
u Bg epagh dipuxazan na cnuyu 6.3 . Taga easxcu:

(Z) )\(34) < )\(35) 3an = b,
(i) AN(Bs) < MN(Bg)3an = 9.

Vo

n—>5

Crmuka 6.4. I'pad Bs
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/okaz. Ha ocHoBy (6.1), (6.2) u npumenom jeme 6 1061jaMo OJTUHOME

H(By, N) = N4 — (n+ 1A% — 41 4 2n — 8),
#(Bs, \) = X" A+ 1)) A= 1D(X* =X = (n— DA +n—5),
(Bg, \) = X5\ — (n + DA —2X3 + (3n — 11)\* — (n — 5)).

(1) TI'padoBu By u Bj canpie 3Be31y S1,-—3 K40 HHIYKOBAHU MoArpad, ma Ha
ocHoBy neme 5 cemu A(By) < —vn—3 u A(Bs) < —v/n — 3. Ilocmatpajmo
pasIuKy

(6.8) &(Bu, \) — ¢(Bs, A) = —A\"5(3X2 + 4\ — n + 5).

—2—+/3n—11

3 Mamba Hysia nomuuoma P(A\) = 3A2+4\—n+5.

IMpumerumo na je A\g =
Kaxko 3an > 5 Baxu
—2—+3n—11

—Vn—3<
n 5 ,

nobujamo 1a je P(A) = 3A\2 +4\ —n+5 > 03acBako A < —y/n —3un > 5.
Ha ocHoBy (6.8) 3akibyuyjeMo qaje3a A < —y/n—3un =5

&(By, ) < ¢(Bs, ), kanaje n napa 6poj,
¢(By, \) > ¢(Bs,\), xana je n HemapaH 6poj.

Haxie, A\(By) < A(Bs) 3an > 5.

(ZZ) HeKaje Y HACTaBKy N > 9. Paznuka KapaKTCPpUCTUYHHUX ITOJTHHOMA rpa(bOBa
B4 n BG je

(6.9) A(B1, ) — ¢(Be, A) = X" (A + 1) P(N),

raeje P(\) = —2)% — (n—5)\ +n — 5. Honaunom P()\) uma 1Ba kopena: \; > 0
M\ = ~Hviionsld 9 Ha ocHosy (6.9) BummMo 1a 3a cBako A € (Ag, —1)
BAXU

¢(By, \) < ¢(Bg, A), Kama je n mapaH 6poj,

6.10
(6.10) &(By, A) > ¢(Bg, \), Kazna je n HenapaH 06poj.

dokycupajMo ce caja Ha HajMame COICTBEHE BPEAHOCTU OBa jaBa rpada. Ha
ocHoBY jenHakoctH (6.1) 3Hamo n1a je ¢(By, \) = A1 f1(N), rae je
) =M= (n+ 1A -4\ +2(n —4).

®dyukupja f1(\) UMa JBa HEraTHBHA KOpPEeHA U MAmbM KOPEH je HajMarmba Kapak-
TeprcTHuHa BpenHocT A(By) rpada B,. Kopucrehn codrep Mathematica 7
nobujamo na je fi(A2) > 03an > 9. Kakoje fi(—2) = —2(n —6) < Owu
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f1(0) = 2(n — 4) > 0 3akpyuyjemo na rpad B, ¥Ma TauyHO jeJHY CONCTBEHY
BPEIHOCT Mamby O —2 U 14

(6.11) A(By) € (Aa, —2).
Cnu4HO, HAa OCHOBY jenHakocTH (6.2) 3Hamo 1a je ¢(Bg, A) = N0 fo(\), re je
fo(0) =A% — (n+ DA = 2X0% + (3n — 11)A\* — (n — 5).

®dyukuuja fo(\) IMa Tpu HeraTMBHA KOpPEHA U HAjMAU OJT bUX MPEICTaBIba Haj-
Mamby KapakTepucTuuHy BpenHocT A(Bg) rpada Bg. Kopucrehu copreep Mathe-
matica 7 gobujamo na je fa(A2) > 03an > 9. Kako je fo(—2) = —5(n —5) <0,
fo(=1)=n—4>0wu f2(0) = —n + 5 < 0 3ak/byuyjemo na rpad Bs uma TauHO
JEIIHY COTICTBEHY BPEIIHOCT Makby OJ1 —2 U JIa

(6.12) MBs) € (A, —2).
Ha ocHoBy (6.10), (6.11) u (6.12) ciienn ma je A(By) < A(Bg) 3an > 9. O

I'pad ca makcumanHuM pacrmoHOM y Kiacu OMIMKIMYHUX TpadoBa perna
n > 27 HerocpenHo gooujamo u3 reopeme 20 (i7). Ilpumernmo na je Gy = By 3a
k = 1. Ilpeoctaje jouI Ja oBaj MpoOIEM PEIIMMO 3a OUITUKIINYHE TpadoBe pera
4 < n < 27. Ilpu Tome, kopuctuhemo Heke rpadose Koju cy Beh mpuxazanu y
cexiuju 4.2, ma he opie Outu KopuitheHe UCTe 0O3HAKE KA0 Y TOj CEKIIU]H.

OsHauumo ca B(n) CKyI CBUX MOBE3aHUX OMIMKIMYHUX rPpadoBa ca n YBOPOBA.
Tana je

(6.13) B(n) = C(n,2) U B(n),

e je C'(n, 2) cKyIT CBUX KaKTyca peia n ca TAYHO JIBE KOHTYPE, a B (n) ckym cBUX
TMOBE3aHUX OUIMKIMIHUX rpadoBa pena n KOoju Cajpke IBE KOHTYPE KOje UMajy
BMILIE OJ1 jEIHOT 3ajeHnuKor yBopa. Ouurnenno, C'(n,2) N B(n) = (.

Axo G € g(n), Taga y rpady G mocroju unmykosanu moarpad GY koju
CaJpKU TPU TUCJYHKTHA TiyTa Py, P, u P3 ca 3ajeIHUYKUM MOYETHUM YBOPOM Uy
¥ 3ajeJHHUKUM KPajElUM 4BOPOM vy (crmuka 6.5). I'pad G° masuamo ocrosom
rpada G u oH je GpyHKIMja oarosapajyhux napamerapa, Tj. G° = G%(p, q,7) e
jep=|V(P)],q=|V(P)|ur=[V(F)| (p<qg<n).

Py
P
U1 Py %

Cnuka 6.5. I'pad G°

[1po6IteM MaKCUMAITHOT pACIIOHa pazMaTpaheMo oBojeHo y ckymosuma C' (1, 2)

u B(n).
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Heka je By Ounmkiuunu rpad npukasaH Ha ciuim 6.6 a By OunukinyHu rpad
npuKkaszaH Ha cmuiy 6.4. [lpumerumo na je By y ctBapu rpad By = B(1,1,0)
ca ciuke 5.2, a Bs rpad Byg = B(2,0,n — 5) ca cnuke 5.2. Cnenehu pesynrat
je takohe meo Teopeme 16 moOujeHe y ITaBU S5, a KOja ce OJHOCH Ha IpoOIeM
MAaKCHMAJTHOT PACIIOHA Y KJIaCH KaKTyca ca 1 YBOPOBA U kK KOHTYpa.

Vo

Cmuka 6.6. I'pad By

Jdema 41. I'pag By je jequncitisen 2pagh) ca maxkcumannum pacionom y kiacu C(n, 2)
s3an = 06, a 2pag By jequncilisenu cpagh ca MakcumaiHum pacionom y uctioj Kiacu
3an = Hun # 0.

Dokycupajmo ce caja Ha kiacy B (n).

Jlema 42. Axo Zpagp G € B (n) cagpocu b6ap gea cimiabna 3akavena 3a paziuduite
usopose ocrose G°, onga tiocitioje 2pagposu G', G € B(n) koju ce cacitioje us ocnoge
G° u jegnoz citiabna 3axauenoZ 3a HeKu Y60p OCHOGe, WIAKEU gd je

(1) MG) < AG),

(ir) p(G) < p(G").

Jloxas. Heka je T) crabno 3akaueHo 3a usop u € V(G?), a Ty crabno 3akaueHo
3a uop v € V(GY), y rpady G € B(n).

(1) OsHauumo ca Y KapaKTepUCTHYHU BEKTOP KOju oxrosapa A(G), a ca y, u y,
HETOBE KOOP/MHATE KOjE OIrOBAPAjy PEIOM YBOPOBUMA U U v. IIpETIOCTaABUMO 1a
je [yul = |yu|. Tpad G ce moxe mocmarpaTu Kao koajecuenuja G = B(v)-To(v).
Hexka je G* = B(u) - Ty(v). Tama, Ha ocHoBy neme 4 Baxu A(G*) < A(G).
IIpuMeHOM OBOT MOCTYIKA Ha CBAKa /B CTa0Nla 3aKaueHa 3a pa3TIIuTe YBOPOBE
ocnose G°, nobujamo rpad G’ € B(n) koju ce cacroju uz ocHose G° u TauHo
jesHor crablia 3aKaueHor 3a HEKM YBOP OCHOBE, 3a Koju je A(G') < A(G).

(1) Hexka je X Ileponos Bektop rpada G, a x,, U T, BEroBe KOOPIAUHATE KOje
oAroBapajy peaom usopoBuma v u v. IlpernocraBumo na je z, > z,. Kaouny
cyuajy (i), Hexa je G = B(v) - Ty(v) u G* = B(u) - T»(v). Ha ocHoBy neme 3
cnemu 1a je p(G) < p(G*). IloHaBibajyhu oBaj MOCTYIIAK 3a CBAKa JBa CTAabIa
3aKa4yeHa 3a pasIMuuTe YBopoBe ocHoBe G, mobujamo rpap G € l§(n) KOJH ce
cactoju u3 ocHoBe G M TauHO jeTHOT cTabIa 3aKAUYeHOT 33 HEKU YBOP OCHOBE, 3a
koju Baxu p(G) < p(G"). O

Jema 43. Axo je G € g(n) epagh ca ocnosom G° = G°(2,3,7) (r > 4), a Bg 2pagh
apukazan na cruyu 6.3, waga je p(G) < p(Bs). Jegnaxocit je uciiyrwena ako u camo
ako je G = Bg.
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Jlokas. Hexa je G € B(n) rpad ca ocaosom G® = G°(2,3,7) (r > 4) u Heka je
P3 = uguy -+ - Up_oU,_1, IPH YEMY j€ U = U1 B Up—1 = Vo,

Axo rpat G campsku G6ap 1Ba cTabmTa 3aKaueHa 3a pa3ITHIUTe YBOPOBE OCHOBE
G°, Tana Ha ocHOBY neMe 42 (ii) moctojurpad G’ € B(n) Koju cagpkKu caMo jeTHO
cTab10 3akadeHo 3a Heku uBop u € V(G°) u 3a koju je p(G) < p(G').

Vxonuko je r > 4, nocmarpajmo rpap G” € g(n) nebunucan Ha crnenehn
HauuH. Ako je v = u; (1 < 4 < §; CUMETPUYHH CITy4YajeBU ce NepUHUILIY aHa-
70rHO), Heka je G = G’ — w;u;_1 + ujv7 — Uip1Uire + Uip1V2. AKO je u # u;
(1 <i<r—2),nekaje G" = G' —usuz + usve. Ha ocHOBY Jema 8 1 5 BUgMMO 112
je p(G") < p(G")m (G")° = (G")°(2,3,4). T'pad G” ce cactoju u3 ocuose (G”)°
Y HajBUILIC TPU CTA0JIA 3aKaUEeHA 33 PA3IMYUTE YBOPOBE OCHOBE.

Axo rpad G” canpxu Gap j1Ba cTabia 3aKaueHa 3a pa3jMuuTe YBOPOBE OCHOBE,
Taj1a Ha ocHOBY JieMe 42 (i1) moctoju rpad G"” € B(n) Koju ce MOKe IPeICTABUTH
y obmuky G = (G")°(u) - T(u), 3a xoju je p(G") < p(G"). Hexka je cama
G* = (G")°(u) - S1x_1(u), rne je k pen crabna T. Ha ocnoBy seme 10 crenu na je
p(G") < p(G*) u jeqHaKOCT Baku ako U camo ako je 7' = Sy 1.

Ha oBaj Hauns no6umi cmo rpad G* € B(n) ca ocrosom (G*)° = (G*)°(2, 3, 4),
takas j1a je G* = Bg win G* = B wiu G* = B u p(G) < p(G*). U3 ose He-
jennaxoctu u neme 39 (i) nenocpenno ciaenu na je p(G) < p(Bg). Ha ocHoBy
OIMMCAHOT MOCTYIKA MOXE CE 3aKJbYUHMTH JIA j€ JeIHAKOCT UCIYHEHA AKO M CAMO
ako je G = Bg. O

V nacraBky he Ham Outu moTpedOHa u cieneha Teopema.

Teopema 22 ([7]). Heka je G iosezan duyukmumnu Zpag ca n ugoposa. Taga je
p(G) < p(By) u jegnarociu sasxcu axo u camo axo G = By (ciuxa 6.2).

Vo

n—>9o
Cmuka 6.7. I'pad B,

V HapeiHoj IeMU J10J1a3MMO J1a Pe3yITaTa KOju OIKCYje CTPYKTYpY rpada Koju
MMa MaKCUMAJIHU PACIIOH y Kiacu B(n).

Jema 44. Hexa je G apoussoman 2pagh uz ckyiia B (n).
(i) Akojeb < n < 8, wmaga je s(G) < s(B2) u jegnaxociti 6axcu ako u camo ako
je G = By (cauxa 6.7).

(it) Ako jen = 4 umn = 9, waga je s(G) < s(By) u jeguakociti eaxcu axo u
camo axo je G = By (cauxa 6.2).
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6. TPA®OBU CA MAJIMM BPOJEM KOHTYPA 1 MAKCUMAJIHUM PACITOHOM

Hokaz. 3a4 < n < 5 mokascieny Ha OCHOBY Taberne A. 1 cBux moBe3aHux rpadosa
penan < 5 (momatak A). Hanme, mocToju caMo jeiaH IMoBe3aH OUITUKITNIHH rpad
pena 4 (rpad B,) v net moBe3aHUX OUIMKINIHUX rpadoBa pena 5 o1 Kojux HajBehu
pacrion uma rpad 5.

I[IpernocraBumo na je n = 6 u 1a je X I[lepoHoB BeKTOP Mpon3BosbHOT rpada
G € B(n) ca ocnosom G° = G°(p,q,r) (p < q < r). Iokaszahemo za 3a rpad
G & {Bs, B} Baxnu

(6.14) s(G) < max{s(By), s(By)}.

Axo je G 6unaptutad rpadp u G # B, Taga Ha OCHOBY TeopeMe 10 Baku
A(B2) < A(G). Kako je u rpad By bunaprutas, ouza je p(G) < p(Bz), onakie je
S(G) < S(BQ).

Heka je y HactaBky GG HeObumaptutan rpad u G # By. Tamga MokeMo pasiu-
KoBaTH cieaeha nBa cydaja.

1° p=2,g=>24,r>2qump > 3,q > 3,r = 3 unapaMeTpu p, ¢ U T HUCY UCTE
MMapHOCTH.

PasmotpuMo cBaku cityuaj moceOHo.

1°  TIpernmocTaBUMO [a Cy P M ¢ UCTE MAPHOCTH, a MapaMeTap r pasInuuTe map-
HOCTH O/t p M ¢. Ako rpad G canpxku 6ap 1Ba crabia 3aKaueHa 3a pasIuuUuTe
ypopose ocHoBe G, Tana Ha ocHoBy neme 42 (i7) noctoju rpad G’ € B(n) koju
caJIp)KU TA4HO jeJHO CTabJI0O 3aKaueHo 3a HeKU 4BOp ocHoBe G U 3a KOju Baxu
p(G) < p(G").

VY oBoMm cyuajy je r > 4. Heka je v € V(P3) \ {v1, v2, u} mpousBosban 4Bop,
HEKa Cy YBOPOBU w1, wy € V(P3) mwerosu cycenu nHekaje G* = G — wyv + wyws.
Bumumo na G* € B(n) u (G*)° = (G*)°(p,q,r — 1). Ha ocHoBy nema 8 11 5 10-
oujamo 1a je p(G') < p(G*). Kaxko je rpadp G* 6unaprutan u G # Bs, oHIA je
p(G*) < p(Bs). Onatne cnenu 1a je p(G) < p(Bsz), omHocHO A(Bs) = —p(B3) <
—p(G) < M(G). Haxie, s(G) < s(By).

CinuHo, y ciyudajy Kajia ¢y p U r, WM ¢ U T UCTe MAPHOCTH MOXKEMO 100HUTH
rpap G’ € B(n) koju cagpxku camo jeHO cTAabJI0 3aKAUCHO 3a OCHOBY. 3aTuM,
IPUMEHOM OIUCAHOT ITOCTYIIKA Ha jelaH WK [Ba myTa rpada G’ mobuja ce bumap-
tutal rpad G* (G* # Bs), 3a xoju je p(G) < p(G') < p(G*) < p(By). Onatie
3akJbydyjemo 1a je s(G) < s(Bsy).

2°  Heka je G nebunaptuTal rpad ca ocooMm G° = G°(2,3,r) (r > 3). Axo
rpac G cazpyu Gap 1Ba cTabi1a 3aKadueHa 3a pa3MUUKTe YBOPOBe ocHOBe G, Tana
Ha ocHOBY JieMe 42 (i) moctoju rpad G’ € B(n) Koju caapKu caMo jeaHo cTabiIo
3akaueHo 3a Heku uBop u € V(G°) u 3a koju je A\(G') < A(G). T'pad G’ moxemo

82



6. TPA®OBU CA MAJIMM BPOJEM KOHTYPA 1 MAKCUMAJIHUM PACITOHOM

nocMatpaTu kao koanecueHuujy G' = GO(u)-T'(u), rue je crabno T pena k. Heka
je cama G = GO(u) - Sy p_1(u). Tama G” € B(n) u (G")° = (G")°(2,3,7). Ha
ocHoBy neme 10 Baxku \(G") < A(G').

Axkojer =3 wmr = 4, Heka je G* = G”.

Ako je r > 4, Heka je P53 = uguy -+ Up_oUyp—1 (Ug = V1, Up_1 = V3) U HEKA
je Y = (y1,92,...,yn) concrBenu BekTop Koju oarosapa A(G”). Tana ce mory
noroauTu ciefeha nBa ciydaja.

a) Tocroju uBop u € V' (P3) takas na je y, = 0.

Hexka je v € V(P3) uBop cycemaH ca 4BopoM u, a w € V (P3) 4uBop Koju
HHjE CyCelaH ca YBOPOM U, TIPH YeMy YBOPOBE ¥ U w OUpaMo Ha cienehu HaunH
(CUMETPHYHHM CTydajeBH ce Ne(UHUIITY aHATIOTHO). AKO je u = vy, TaJla je v = U
HW = U_9. AkOJeu =u; (1 <17 < %), Tagaje v = U1 MW = vy. PoTamujom
IpaHe uv OKO YBOPA U, y MO3ULU]y uw, nobujamo rpad G* = G” —uv +uw umja ce
HajMamba coTicTBeHa BpeaHocT He moBehasa, Tj. A(G*)—A(G”) = 2y (Yw—y») < 0.
Bumnmo na G* € B(n), (G*)° = (G)°(2,3,7") (' < r)u M(G*) < MG").

b) 3acBaku uBop u € V(P3) Baxu y, # 0. Taga MoxkeMo pa3nukoBatu creaeche
nBe MoryhHocTH.

b.1) V¥V rpady G”, Ha nyry P; mocroje oBa CycemHa 4BOpa u = U; H
v =uiyq (0 € {0,...,7 — 2}), 3a KOje Baxu y,y, > 0. Be3 rydbuTtka ommroctu
MPETIOCTABUMO 1A J€ Yy = Yy > 0.

Tanma, momohy (A, X)—kapakrepuctuunux jenHaunHa (2.4) 3akbyudyjeMo 1a
noctoju uBop w € V(P3) (w # u u w # v) Takas aa je ¥, < 0. AKo je w = u;
(j > i+ 1), oHIa pOTALMjOM TDAHE UV OKO YBODA U, Y MO3ULH]Y uw, NOOHjaMO
rpap G* = G — wv + vw. Tama, G* € B(n), (G*)° = (G*)°(2,3,r") (r' <)
u umamo j1a je A(G*) — MG") = 2y, (yw — v0) < 0, 1j. A(G*) < MG"). Axo je
w = u; (j < 1), OHAA POTALMJOM I'PAHE UV OKO YBOPA U, y MO3ULM]Y VW, 100MjaMO
rpap G* = G" — uv +vw 3a kojuje A(G*) — A(G") = 2y, (yw — yu) < 0. Takobe,
G* e l§(n), (G = (G")2(2,3,7") (r' <r)u \(G*) < \(G").

b.2) V¥ rpady G” 3a cBaka qBa cycemqHa uBopa u,v € V(Ps) Baku y,y, < 0.
be3 ry6uTtka ommrocTH, MpeTHOCTaBUMO Aa je v,, > 0. Cuenu ga je y,, < 0,
Yuy > 0, Yuz < 0, Yy, > 0,.... AKOje Yuy < Yuy, HeKa je G* = G — uguy + ugus.
Cnu4HO, aKO j€ Yy, > Yu, Heka je G* = G” — uzuy + ujug. Y mpBOM Ciiyuajy
nooujamo na je N(G*) —NG") = 2yuy (Yus — Yu, ) < 0,2y mpyrom A(G*) = A\(G") =
29, (Yuy — Yuy) < 0. YV 06a cayuaja G* € g(n), (G*)° = (G")°(2,3,r") (" < 1),
u \G*) < AG").

I'pad G*, nobujen y ciyuajeBuMa a) u b), cactoju ce u3 ocHose (G*)°(2,3,7”)
(r" < r) u jeqHor wim aBa crabiia MPUKAYEHUX 3a PA3IUMUUTE YBOPOBE OCHOBE.
OrmnucaHu MOCTYIAK cajia MOXKEMO MOHOBUTH CBE JIOK He jjodujemo rpad G* € B(n),
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xoju ce cactoju u3 (G*)° = (G*)°(2, 3,3) umu (G*)° = (G*)°(2, 3,4), u jenne 3Be-
3/1e TIpUKadeHe 3a Heku uBop ocHose (G*)Y, Takas 11a je

(6.15) AMG") < MNG).

Axo je G* = By wmn G* = B) taga u3 neme 38, u HejenHakoctu (6.15)
nobujamo A(B;) < A(G). Ha ocHoBy Teopeme 22 Bumumo aa je p(G) < p(By),
omaxite cremu 1a je s(G) < s(By).

Axojen > 9u G* = B wiu G* = B} unu G* = B{/, oH1a HAa OCHOBY jieMa
39 (i) u 40 (ii) u nejennakoctu (6.15) 3axibyuyjemo na je A(G) < A(By). Takobe,
Ha ocHOBY TeopeMe 22 je p(G) < p(By), omakie criemu s(G) < s(By).

Axoje 6 < n < 8u G" = Bgunu G* = B} umu G* = By, Taga Ha OCHOBY
neme 39 (i) u HejemHakoct (6.15) Baku \(Bg) < A(G). CrnuuHO, HA OCHOBY
neme 43 Baxu p(G) < p(Bg), ma 3akmpyuyjemo na je s(G) < s(Bg). Kaxo je
s(Bg) = 4.7411 3a n = 6, s(Bs) = 5.03253an = 7 u s(Bg) = 5.3378 3a
n = 8, aHAJIM30M BPETHOCTH 3a S(B4) mpuKa3aHux y Tabenu 6.1 BUauMO 11a je
s(Bg) < s(By)3a6 <n < 8. Crora, s(G) < s(By)3a6 <n < 8.

L »n [ 5 [ 6 [ 7 [ 8 | 9 [ 10 |
s(Ba) | 48990 | 5.1152 | 5.3525 | 5.6050 | 5.8670 | 6.1336
s(Ba) | 44347 | 4.8136 | 5.1844 | 5.5350 | 5.8674 | 6.1839

| n | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 [ 16 |
s(B,) | 6.4008 | 6.6663 | 6.9282 | 7.1856 | 7.4380 | 7.6850
s(By) | 6.4866 | 6.7773 | 7.0571 | 7.3272 | 7.5886 | 7.8418

| n | 17 | 18 | 19 [ 20 | 21 [ 22 |
s(B) | 7.9267 | 8.1631 | 8.3942 | 8.6204 | 8.8417 | 9.0584
s(B4) | 8.0878 | 8.3269 | 8.5598 | 8.7869 | 9.0086 | 9.2251

\n\23\24\25\26\27\—\
s(By) | 9.2708 | 9.4789 | 9.6830 | 9.8834 | 10.0800 | —
s(By) | 9.4370 | 9.6443 | 9.8475 | 10.0467 | 10.2422 | —

Tabema 6.1. Pacmonu rpadoBa Bo u By3ab < n < 27

Ha oBaj Haunn nokaszanu cMo HejenHakoct (6.14). V tabenu 6.1 nmpuxkazanu
cy pacnionu rpadoBa By u By 3a 5 < n < 27, nobujeHu kopuiihemeM copTBepa
NewGraph. Jacuo je ma je s(By) < s(By)3ab < n < 8u s(By) < s(By) 3a

9 < n < 27. Taxobe, u3 Teopeme 20 (ii) Bunumo aa je s(Bs) < s(By) 3an > 28,
IITO KOMIUTETHPA JIOKA3 TEOPEME. O

Ha ocHoBy mnperxogHux pesynrata J00ujamMoO JeIMHCTBEHM rpad ca
HajBehM pacroHOM y KJTaCH TIOBE3aHUX OUITUKITUYHUX TpadoBa pera n.

84
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Teopema 23. Hexa je G itosezan buyuriuunu 2pag pega n.
(i) Akojeb < n <8, wmaga je s(G) < s(B2) u jegnaxociti 6axcu ako u camo ako

je G = By (cauka 6.7).

(i) Axo jen = 4 umn > 9, waga je s(G) < s(By) u jegnaxociui éasxcu axo u
camo axo je G = By (cauxa 6.2).

Hokaz. 3a n = 4 moctoju caMo jenaH moBe3aH OunukInuHu rpad pema 4 (rpad
B4) u TBpheme Teopeme je Tauno. Heka je nasbe n > 5.

Osnauumo ca B* rpad ca makcumasnum pacrionoM y kiacu B(n). Ha ocHoBy
pemanyje (6.13) u nema 41 u 44 monasumo 1o cnenehux 3akbydaxa.

Axo je n = 6, taga B* € {By, Bo}. Kako je s(By) = 4.6947 < 5.1152 =
s(By), ounrnenHo je B* = Bs.

Axojen =5uwm 7 < n < 8, ouna B* € {Bs, Bs}. Ha ocHoBy sieme 40 (7)
u Teopeme 22 cneau 1a je s(Bs) < s(By), a HA OCHOBY pesynrtaTa u3 tabdene 6.1
nobujamo na je s(By) < s(Bsy). Ilpema Tome, B* = Bs.

Axojen > 9, Tama B* € {By, Bs}. Kako je s(Bs) < s(B,) Ha OCHOBY JtleMe
40 (i) u Teopeme 22, 3aKJbydyjeMo 1a je B* = By, mTO KOMIUIETHpA T0Ka3 OBE
TeopeMe. ]
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Jlonarak A

JlonaTHe Tao0eJ1e

V cnekTpanHoj Teopuju rpadosa, 4eCTo ce AemIaBa Jga ce MpH JT0Ka3uBamby He-
KHX ocoOuHa rpadoBa, TEXHUKA KOja C€ KOPUCTU HE MOXKE MPUMEHUTH Ha rpadose
ca MaauM OpojeM uBopoBa. To je OO ciydaj U y 0BOj TOKTOPCKO] TUCEPTALIH]H.
Ja Ou Te3a Ouia KOMIUIETHA, HA Kpajy HABOJIUMO CBe IOBe3aHe rpadoBe pena
n3a2 < n < 5, BbUXOBE HAJMAKHE KAPAKTEPUCTUYHE BPEAHOCTH, UHJIEKCE U pa-
CMOHE, KA0 M CBe OMIMKINUHE TrpadoBa peaa n = 6 U HUXOBE KAPAKTEPUCTHUKE.
IIpuka3zaHe crieKTpaHe HHBapujaHTe nooujeHe cy momohy coprepa NewGraph.

A.1 TloBe3anu rpadoBu ca 2 10 5 YBOpoBa

o—o *o—o o
1 2 3
4 5 6
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A.1TIOBE3AHU TPA®OBU PEJA2 <n <5

A

7 8 9
— oo >< >HH
10 11 12
[ L ]
13 14 15
16 17 18
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A.1TIOBE3AHU TPA®OBU PEJA2 <n <5

<~ <P LD

<> < D
= AN X
> W W

Cnuxka A.l. IToBe3anu rpadgoBu pena 2 < n < 5

Ca cnmuke A.l1 mpumetumo n1a melyy mosezanum rpadosuma pena 4 rpadosu 6
1 7 Cy YHUIIMKIMYHY, a rpad 8 je Ounmkimuan rpad. CnuyHo, mehy rmoBe3aHuM
rpadoBuma peaa 5 rpadosu 13, 14, 15, 16 u 17 cy yHurukimyau a rpadosu 18,
19, 20, 21 u 22 cy ournukmuuHu rpadoBu.
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A.1TIOBE3AHU TPA®OBU PEJA2 <n <5

n | Pennu Opoj | Hajmama concrena | Munekc | Pacmon
rpada BpEIHOCT rpada rpada | rpada
2 1 —1.000 1.000 2.000
3 2 —1.414 1.414 2.828
3 —1.000 2.000 3.000
4 4 —1.618 1.618 3.236
d —1.732 1.732 3.464
6 —1.481 2.170 3.651
7 —2.000 2.000 4.000
8 —1.562 2.562 4.123
9 —1.000 3.000 4.000
5 10 —1.732 1.732 3.464
11 —2.000 2.000 4.000
12 —1.848 1.848 3.696
13 —1.675 2.214 3.889
14 —1.814 2.343 4.156
15 —1.618 2.303 3.921
16 —2.136 2.136 4.272
17 —1.618 2.000 3.618
18 —1.562 2.562 4.123
19 —1.749 2.685 4.435
20 —1.776 2.641 4.417
21 —2.000 2.481 4.481
22 —2.449 2.449 4.899
23 —2.177 2.856 5.033
24 —1.514 3.086 4.600
25 —2.000 3.000 5.000
26 —1.618 2.935 4.553
27 —2.000 3.236 5.236
28 —1.681 3.323 5.005
29 —1.000 4.000 5.000
30 —1.646 3.646 5.292

TaGena A.1. Hajmame concrBeHe BPeAHOCTU, MHIECKCH U PACIIOHM ITOBE3aHUX
rpadoBapera2 < n < 5
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A.2. IOBE3AHU BULIMKJIMYHU 'PA®OBU CA 6 YBOPOBA

A.2 IloBe3anu OMuuMk/IM4YHU rpadgoBu ca 6 YBOpoBa

> >

e
e
LU
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A.2 ITIOBE3AHU BULIMKIIMYHU TPADOBU PEJIA 6

11 12 13
@
14 15
16 17
18 19

Cnuxka A.2. IToBe3anu ournuknnuHu rpadosu pena 6
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A.2 ITIOBE3AHU BULIMKIIMYHU TPADOBU PEJIA 6

n | Pennu Opoj | Hajmama concrena | Munekc | Pacmon
rpada BpEIHOCT rpada rpada | rpada
6 1 —1.732 2.414 4.146
2 —1.903 2.709 4.612
3 —1.678 2.628 4.306
4 —2.191 2.503 4.694
d —1.903 2.709 4.612
6 —1.791 2.791 4.582
7 —1.894 2.753 4.647
8 —2.000 2.813 4.813
9 —2.000 2.732 4.732
10 —1.851 2.705 4.556
11 —1.866 2.655 4.521
12 —2.557 2.557 5.114
13 —2.524 2.524 5.048
14 —2.136 2.539 4.675
15 —2.141 2.599 4.740
16 —2.000 2.561 4.561
17 —2.164 2.391 4.555
18 —1.756 2.438 4.194
19 —2.414 2.414 4.828
Tabena A.2. Hajmame colcTBeHe BPEIHOCTU, UHIEKCH U PACIOHU MOBE3aHUX

OunuKIMIHNX rpadosa pena 6
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Jlonarak b

Summary

“The great book of Nature lies ever open before our eyes and the true
philosophy is written in it. We cannot read it unless we have first learned the
language and the characteristics in which it is written. And it is written in
mathematical language.”

— Galileo Galilei.

Spectral graph theory is an important interdisciplinary field of science and
mathematics in which methods of linear algebra are used to solve problems
in graph theory. It has numerous applications for modelling problems in che-
mistry, computers science, medicine, economy, and physics, to name just a
few. By representing a graph as an adjacency matrix, matrix theory can be
applied to graph theory. Features of the graph can be investigated using the
eigenvalues and the eigenvectors of the adjacency matrix, and these give us
information about the graph’s structure. The eigenvalues of a graph G can be
ordered decreasingly, where the first is denoted by p(G) and is called the index
of the graph and the least eigenvalue is denoted by A(G). A graph’s spread
s(G) is defined as the difference between the greatest and the least eigenvalue
of the graph’s adjacency matrix, i.e. s(G) = p(G) — \(G).

The principal topic of this doctoral thesis is the least eigenvalue of a graph.
The structure of a graph G that has the minimum least eigenvalue within a
certain class of graphs is determined. This graph is referred to as an extremal
graph.

The first chapter of the thesis contains a short history of Spectral Graph
Theory along with a motivation for the research that is presented within this
thesis.

Definitions and features of a graph’s spectra are presented in the second
chapter, as well as the lemmas that are used in subsequent chapters.

The third chapter presents and extends the latest results found in the
literature concerning extremal graphs [4, 5, 37|, specifically those found within
the class of graphs that have a prescribed number of nodes and edges. These
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results form a recent publication [31]. The sign pattern of an eigenvector that
corresponds to GG determines a partition of the vertex set, which affects the
structure of the graph G. This graph is either bipartite or the join of two
nested split graphs (also known as threshold graphs). A subsection of this
chapter concerning the case of bipartite graphs is also presented (advances
regarding threshold graphs are presented in subsequent chapters).

The fourth chapter investigates extremal graphs within the classes of con-
nected unicyclic, bicyclic, tricyclic, tetracyclic and pentacyclic graphs. The
unique extremal graphs of these classes are obtained. This chapter utilises
existing results [16, 31, 33] and simplifies existing proofs.

The fifth chapter is based upon the results presented in published work
derived from this thesis [2, 32]. It presents a study into the least eigenvalue,
the index and the spread of cacti with a prescribed number of nodes and
number of cycles. A cactus is a graph in which any two cycles have at most
one mutual vertex. A unique cactus whose least eigenvalue is minimal, along
with a unique cactus whose spread is maximal, is determined and it is shown
that these two graphs are the same, except in a finite number of cases.

The sixth chapter of this thesis presents a study of the maximal spread
within the classes of connected unicyclic, bicyclic, tricyclic, tetracyclic and
pentacyclic graphs and the unique graphs with this property are obtained.
The results of this chapter are based on work found in the literature [1, 6, 12,
16, 31, 32, 33].

Appendix A, presented at the end of this thesis, contains figures depicting
all the connected graphs with less than six vertices and all the connected
bicyclic graphs with six vertices, their indices, least eigenvalues and spreads.
Some of these values are utilised within the proofs that are presented in the
previous chapters.

Since new applications of spectral graph theory are constantly being di-
scovered, the investigation into spectral properties of graphs has become an
important topic in sciences and in mathematics. It is therefore hoped that the
findings of this thesis will find application in these new fields.
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Tatjana Anekcuh je pohena 17.06.1982. romune y KparyjeBiy. OcHOBHY
Koy Pagoje /lomanosuh 3aBpimna je Kao Hocumarl auruiome Byk Kapayuh n hak
redepanuje. [1pBy KparyjeBauky rumHasujy, OJ1€/b€HE 3a TAIECHTOBAHE YUEHUKE 32
MaTeMATHKy U mporpamupame 3aspiimia je 2001. roguHe kao HoCHIall JUTLIIOME
Byx Kapayuh.

Haxkon tora, ynucana je Ilpupoano-matematuuku ¢akynrer y Kparyjesiy,
cMep mateMaThka-uHpopmatuka u nurmomupaia 2006. roguHe ca MPOCEYHOM
orieHoM 9.88.

ToxoM cTynuja BUIIIE MyTa je mporJaiieHa 3a Hajoosser crynenta [lpupoaHo-
MaTEeMAaTHUKOT (paKyaTeTa U JeIHOT OJ MEeT HajOOJbUX CTy/JCHATA YHHUBEP3UTETA
y KparyjeBuy. JlooutHuk je Harpame KpameBune Hopsemike 3a 500 HajO0/bUX
crynenara y Cpouju u Llpaoj 'opu, kao u roguinme miakete Ilpog. gp Bojucnas
K. Cimojanosuh Y npyxema yHUBEp3uTeTCKUX mpodecopa u Hayunrka CpOuje 3a
Hajoosber cTyneHTa y Cpbuju y ob6mactu matematuukux Hayka y 2005. roguHm.
buna je crunenaucra Penybnuuke donmanuje 3a pa3Boj HAyYHOT U YMETHUUKOT
MO/IMITATKA.

JlokTOopcke cTyauje u3 MmateMaTuke Ha IlpupoaHo-MateMaTHIKOM pakynTeTy
y KparyjeBuy ymucana je 2006. ronuHe U cBe IpeaMeTe MpeaBuleHe MIaHOM U
MPOrpaMOM MOJIOKUJIA Ca MPOCEYHOM o1ieHoM 10.

Topune 2009. mpoBerna je Tpu Mecelia Ha CTPYYHOM ycaBplaBamy Ha Jlemapt-
MaHy 3a KOMIjyTepcke Hayke YHuBepsurtera y Jopky y Benukoj bpuranuju, y
rpymu npo¢. Edwin-a Hancock-a. JloOuTHHK je cTurieHauje OpuTaHcke GhoHma-
mje British Scholarship Trust 3a crymmjcku 6opaBak y HHOCTPAHCTBY U JTOOUT-
Huk Harpajae Voya Kondic Prize 3a mOCTUTHYTe HajOOJbE PE3yNTATE Y OKBUPY
CTYMjCKOT OOpaBKa Y MHOCTPAHCTBY.

Ha Wuctutyty 32 MaTteMatuky U uHopmatuky IlpuponHo-mareMaTHukor
¢daxynrera y KparyjeBiy Oumna je aHrakoBaHa Kao UCTPaKUBAU-TIPUITPABHUK OF
2007. mo 2008. roguHe, a 3aTHM je U3abpaHa y 3Balbe ACUCTEHTA 3a YKy HAy4dHY
obmact AnreOpa u jgoruka. Y jocajaiimeM paay Ha MHCTUTYTY 32 MaTema-
TUKY 1 MHOPMATUKY U3BOAWIA je BexOe u3 mpeamera: JluckpeTrHa matema-
tuka, Hymepuuka matemaruka, Onepainmona uctpaxuBama, CrenujaiHi Kypc
elneMeHTapHe MaTeMaTuke, Teopujcke ocHoBe nHpopmaTuke 1, Teopujcke ocHOBe
unpopmartuke 3, Teopuja rpadoBa u OcHOBU mporpamupama. Ha dakyntery
MHXEHEPCKUX Hayka y KparyjeBiy anraxoBaHa je Ha u3Bohemy BexxOu U3 npej-
MeTa: Martemaruka 1 u Martemaruka 2.
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Tatjana Anexcuh akTUBHO ce 0aBM HAYYHO—UCTPAXKUBAUKUM PaOM U3 001a-
CTH cneKTpaiHe Teopuje rpadoBa. Y mepuoay ox 2007. mo 2011. rogunHe Ouma
j€ yuecHHK TpojekTta Teopuja 2pagosa u maiieMaiiuuko apocpamuparse ca apume-
HaMa y XeMuju u exXHuuKuM Haykama GUHaHCUPAHOT of cTpaHe MUHUCTApCTBA
Hayke PenyOnuke CpOuje. TpeHyTHO je aHraxoBaHa Ha mpojexty 7eopuja epa-
Posa u matieMatmiuuKo APOSPAMUPAIbe CA UPUMEHAMA Y XeMUJU U pa4yHapCcitigy KOju
¢uHaHcupa MUHKHCTapCcTBO MpocBeTe U Hayke Penybnuke CpOuje.
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