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PREDGOVOR

Proucavanje diferencijalne geometrije krivih u Euklidskoj ravni zapoceto je
kroz proucavanja prakticnib probleimna vezanih za klatno 1 casovuik. Baved se tim
problewnima. Hajgens je (oko 1660 te godine) medjun prvima dosao do pojma kri-
vine ravie krive w nekoj racki te krive. Medjurin, prvi koji je dohio odgovarajudu
formulu za kriviuu krive. izrazenu preko izvoda te krive. bio je Njntn. Smatra se da
Jje ta formula nastala 1671, godine. Njutu je posmatrao kriva a(f) = (aq (t). a2(t))
kao putanju koju opisuje neka tacka dok se krece po ravni, u funkeiji vremena ¢.
hrivinn ravie krive definisao je na sledeél nadm. Na krivo]. uzeo je dve Dbliske
tacke ¢r 1 gy sa razhcitih strana date tacke p na toj krivoy. Ove ta1 tacke zajedno
jedinstveno odredjuju krug sa centrom u tacki m. U granicnom procesu. kada se
obe tacke ¢y 1 ¢ pribhizavaju tacki p duz kive a. dobija se specijalan krug, koji
Je tangentan na kriva a u sacki p (t3. u tacki p krive a, kriva o 1 ovajy krug imaju
istu tangentuu hintju). Ovaj krug naziva se oskulatornin krugom kiive o u tacki p.
Neka je njegov centar tafka o 1 radius ro Njutu je tacku ¢ nazvao ceutrow krivine.
r poluprecinkom krivine. a v = 1/ krivinow krive o u tacki p. Osin toga. ou je

eksplicitueo 1zracunao da je krivina # data formualom

ﬂ.l(lllz — (\“](\.2
A= — .

(ﬂ.']z + (1‘22)2

Uwesto proizvoljnog parametra f. oZe se uzetl funkeija duzine Iuka s, rako da
je a7 4+ ay® = 1. Neka je po definiciji T(s) jediniéni tangentni vektor krive a. a
N(s) jediniéud normaln vektor u tackt s krive a. tako da je N{s) ortogonalan na
T{s)idaje {T(s). N(s)} standardna orijentacija prostora R?. Krivina (s) krive

a u tack s tada je definisana jednacinom

Primetino da jo {[#(s){| = Hd(s)l| duzina veltora a(s). koji je ortogonalan na
jedinienow vektor a(s). pa stoga ||s(s)|| predstavlja I povrsinn pravongaonika
koji je razapet nad vektorima a(s) 1 afs). Prewa tome.

ap{s) ay(s)

= a0y — O ay.

K{s) =



sto odgovara definiciji koju je dao Njutu. Po fundamentalnoj teoremi za krive u
Eunklidsko) ravur E-. ako je data diferencijabilna funkeija » promenljive s, tada
do na 1zowerje ravne £° posrojl jedinstvena kriva o v ravni E°. rako da je s
paramerar divane Inka. a #(s) krivina knve o u racki als). To zuaci da je do na
rotacije 1 translacije 1 ravul £7, kriva kompletuo okarakeerisana svojom krivinom
SR

Vrlo zuacajan korak w proucavanju prostornih krivilh n Enklidskoru prostorn
E? bilo je orkrice Frene-Sereovili fortula. Njih su nezavisno otkrili Frene 1847,
godine 3 Sere 1851, godine. Om su najpre defirusali ortonormirani reper {77 V. B},
kon je pozuar kao Freneov reper. duz prostorne krive a koja je parametrizovana
funkeijowr duzine Iuka s. 1 je brzina ili jediniéno tangentno vektorsko polje krive
a. Ubrzange a{s) krve a u tacks «fs) je vektor ortogonalan na T{s). Ako je
sy # 0. vekrorsko polje glavuih normala N je po definicii normirano vek-
rorsko polje nbrzanja a. Vektorsko polje binormnala B odredjeno je vektorskim

proizvodom T 1 V. Pozuate Frene Sereove formule tada glase

T = uN.
N = —xT + 7B,
B = -7\

1 one odredjujn sve nzastopne izvode krive a. Funkeije # 1 7. Lkojo sn respekrivao
odredjene prvom 1 trecom formulom. nazivaju se prvom 1 drngom krivinom krive
o ili krivinom 1 torzijom. Po fundamentalnoy teorerm za prostorue krive w Eulklid-
skow prostorn £ koja je nastala 1876, godine. ako su w1 7 dve difercucijabilne
funkeije prowmendjive s. tada do na izometrije prostora E? postoji jedinstvena kriva
a. parametrizovana funkejjom duzine luka s, ¢1ja je krivina », a forzija 7. Prvi
koj je otkrio da kriva a u prostoru E? ima dve krivine. bio je Mouz 1775.godine.
Stavige. on je dobio analiticki izraz za prvu krivinu. ali ne i za torziju. Medjutim,
[Losi je 1826, godine u svojoj kujiz prvi dao detaljun stndip prostornih krivih.
sistetaticuun istrazivanjein njenih nzastopuih 1zvoda.

Ova dokrorska disertacija pripada oblasti diferencijalue geotnctrije koja se
naziva seil Runanovom (psendo Rimanovont) geometrijom.  Rimanova georne-
trija. kao specijalan slucaj seni-Rimanove geometrije. nastala je kroz nastojanja
Rimana da se razvije diferencijalua geoietrija muogostrukostt koje ne morajun da
Didu swestene 1w abijentul Buklidsk: prostor. Stoga se Rinanova geometrija
108 naziva 1 nnutrasujonn geometrijow wnogostrukosti. S druge strane. svaka
muogostrikost Euklidskog prostora moZe se proucavati kao podmnogostrmkost
ambijentuog Enklidskog prostora, pa na ta] naélu nastaje spoljasnja geometrija

mnogostrnkostt, Ako je metrika na diferencijabilno) mnogostrukosti indefinitna.



dobija se tzv. sewi- Rimanova munogostimnkost. a odgovarajnéa geotetrija te mno-
vostrikostl naziva se sewnl-Rimanovoln georuetrijom. Seinl- Rimanova mnogostrn-
kost moZe se proncavat kao podinnogostrkost n nekow senn- Euklidskom pros-

toru. pa opet razlikujeno dva pristupa n proncavanju: nnutra$up @ spoljasny.

Prostor Mwkovskog BV je mnogosrrukost F suabdevena mernckim ten-
zoromn g mdeksa 1. Ova) prostor predstavlja vazan pruner ravue senn Rimanove
mnogostkostt. Stavise, geometrija prostora B koji nastaje sjedinjavanjem pros-
tora E? 1 vremwena E w prostor-vreme kontiuimum EY. igra znacajnu ulogu u
Ajustajuovo] specijalno] teorij relativuostl. Godine 1908-me Miukovski je napisac
“da prostor. sain za sebe. 1 vrenue, saino za sebe. sn osndjews da izblede kao senke.

1 jeding ueka vrsta nuige prostora 1 vrelnena ce ocuvafl nezavisun realuost.”

U ovoy doktorsko) disertacip proncavane su krive. kao jeduodinenzions mno-
sostrnkostl. n prostoriiwa Minkovskog, Tako su najpre u Glavi 1 date osnovue
definicije 1 pojmovi 1z Lorencove geowetrije. koji se koriste n disertaciji.  Pre-
ciznije. definisana je semi- Rnnanova mnogostrukost. metricki tenzor, tangentul
velctor seml Riianove mnogostrukostl. kriva na semi- Rimanovo] mnogostrikosti.
Lorencova mnogostiukost. prostor Minkovskog 1ed. Zatim je opisau kauzalui karak-
ter proizvoljue ravui w prostorn EY . kao 1 kanzalui karakter proizvoljnog potpros-
tora prostora £, Date sn 1 definicije vaznill famnilija hiperkvadrika u prostoru
Ey™! Navedeue su i Frene-Sercove formule za krive n Euklidskini prostorima E?
1 E* kao 1 analogni oblici tih formila za krive u prostorina Minkovskog EF 1 FJ.

koje s dare 1w radin [W],

U Glavt 2 razmatrane su krive koje leze na laperkvadrikama. ), ua psen-
dosferl 1 psawdoliiperbolickom prostornt v prostoriina Minkovskog. Precizuije. u
prvoim odeljkn ove glave proudavane su prostorne krive {sa vremeuskom 1 uul
slavnow noralom} 1 vremenske krive koje leze na psendosferi S u prostorn
Minkovskog EV. S tim n vezi. najpre sun wvodnow deln wavedend neki poz-
natl rezultatl za prostoruc krive sa prostornom glavion nornalom koje leze a
psendosteri S n prostorn Minkovskog E7 . U drmgom odeljlu ove glave proucavaue
»1t prostorne, vremneuske 1 nul krive koje leze na psendoliperbolickom prostoru HJ
u prostor vretnenn Minkovskog EY . Originalul rezultati 1 ovoj glavi dati su n teo-
retnanta 1.1....,1.13. kao 1 1t teoremnana 2.1.....2.10. U teorvemaia 1.1,...,1.12 dan
st potrebui 1 dovoljm nslovi da prostorne i veemenske krive leze na pseudosfert S7
u prostorie £ dok je nteorennd 1.13 dokazano da ne postoje nul krive koje leze
na psendosferi ST onistom prostorn. U teoretaia 2.1.....2.9 navedeni sn potrebni
1 dovoljul nslovi da prostorna kriva lezi na psendoliperbolickont prostoru H u
prostor vieiemn Minkovskog. Stavise. w teorewsi 2.10 je dokazauo da ne postoje

vienrenske i nul krive koje leze wa psendohiperholickow prostorn H? v pomenitom



;,kl'u:arol‘?“i

U Glavi 3 klasmfikovane su krive tipa 2 n proizvoljnom prostorun Minkovskog
Eopr éemn e prvow odeljkn dokazauo da ditwenzija n prostora £} nije veéa
od 3. U prvom odeljkn te glave dat je krarak istoryyskl prikaz razvoja teorije
podimmogostrukostl kouad¢uog tipa. koja specijaluo obubhvata 1 teorijn krivih kona-
cnog, tipa. Pojam podmmogostinkosti konacuog tipa defimsao je B. J. Cen ko
1980-te godine. Prvi reznltati o njima objavijent su w kujigama [C11 [C3]. U dru-
gont odeljlin navedenl su najvazngi rezattac iz teoryje krivili konacnog tipa koji su
do sada dobyjenl. Klasifikaca prostoruil 1 vremenskih krivih tipa 2 koje leze cele
n prostorima E] 1 Ej. data je w trecem odeljkn. Originalul rezultati n ovoj glavi
dati sun teorcmaina 3.1, 3.2 1 3.3, éle je kompletirana klasifikacija krivil tipa 2
u prostoria Minkovskog, U teorcinn 3.1 data e klasifikacija prostoruih 1 vremen-
skib krvili nul ripa 2 w prostor viemenn EY. Po toj klasifikaciji. pomenute krive
st prostorne kimzue helise. U teorcint 3.2 data e klasifikacya prostornili 1 vremen-
skili krivih tipa 2 koje leze cele n prostorn EY. U powenuto] teoremi dobijeno je
18 newzowetricuily oblika takvih krivib, INonaéno. n teorvem 3.3 klasifikovane sn

prostorue 1 vrewenske krive fipa 2 koje leze cele nprostorn EY.

U Glavi 4 proncavane su prostorue W knve (Lelise). £)0 krive éije su sve
Frencove krivine konstantne. w prostor -vremenu Minkovskog £7. U Eunklidskom
prostoru £ ove krive st detaljno proucene. pa s n prvown odeljku naveden
neki od pozuatijih Euklidskib rezultata kop se oduose na ove krive. U drugown
odeljkn. data je potpuna klasifilkacija prostornih W--krivih n prostoru E. ¢me
Jo kemsplerirana nphova klasifikacija v row prostorm. Naime. vrennenske 117 krive
koje leze cole w prostorn £ klasifikovane snou vadn [Sy]. dok su nal B krive n
istor prostorn klasifikovaue 1 radu [Bol. Originalni rezultari wovog glavi dati su
u feoremtaina 2.1....2.11 U teorcinama 2.1.....2.10 dobijene su eksplicitno param-
etarske jednacine prostornil W -lkaivih w prostor vremenn E. dok je n teoreii
2.11 opisano pod koji uslovimna neke od prostormh 7 krivih predstavljaju krive

kmm(‘nc)g ripa 21 1stoln Prostorm.

U Glavi 3 razmatran je jedan od osnovuih pojova n geowetriji Lorencove
ravul. tzv. hiperbolicki ngao 1zmedn dva ue nul vektora, S ohzirom da je hiper-
holicks ngao izanedjn dva jedincna vremenska vektora definisan v radovima [BN],
BXN1} [O]. e prvow 1 dmgow odeljkn ove glave definisan je respektivio hiper-
bolickl ngao tanedpn dva jediniéna prostorna vektora 1 izmedin jedinicuog pros-
rornog 1 jediniruog vremenskog vektora. Ovin definicijama kowpletiran je pojaw
Luperbolickog ngla anedjn dva ne wd vektora w Lorencovej ravan. Potom je defin-
sana wera wperbolickog ngla, Takodje s pomodn defiuterja laperbolickog ugla.

klastfikovane sve prostorue 1 vrewenske krive koustantue precesije u Lorencovor



prostorit L* . Origiualni rezultati 1 ovoj glavi datn su najpre u definicijama 1.1, 1.2.
kopna je definisan pojain orjentisanog laperbolickog ngla wanedpt dva jeduncua
prostorna vekrora. u definicijaina 2.1 2.2 kojnua je defluisan pojani orgentisanog
hiperbolickog ngla izinedn prostornog jediménog 1 vremenskog jedinicuog vektora,
kao 1w defineiji 2.3, kojomn je defimisan pojam mere neorijentisanog hiperbolickog
ngla izmedjun dva ne unl vektora u Lorewcovo) ravni. Osim toga. originalni rezul-
rati dart s lewama 1.1.2,1.2.2.3.1.....3.4. U lemama 1.1 1 2.1 dokazane su neke
mteresalitue osobiue fnukeyje orjentisanog hiperbolickog ugla. U lenn 2.2 datr su
uslovi koje prozvoljua nenegativua realna funkeija treba da zadovoljava da bi, po
definiciji. bila wera neorijentisanog hiperbohickog ngla. U lemaina 3.1....,3.4 dati su
potrebui 1 dovoljni nslovi koje prostorna kriva jediniéne brzine treba da zadovoljava
da bi bila prostorna kriva koustautue precesije sa prostornom glaviuom normalom
u Lorencovour prostorn LY. Originahid rezultati n ovoj glavi dati su u teore-
mamia 2.1....2.10. 3.1, 3.10. Preciznije. n teoretnama 2.1.....2.10 proucavane si
frigonouictrijske relactje koje vaze w trongln ABC 1 Lorencovo) ravul. lziedjn
ostalog. data je torula za povrsinu trongla n Lorencovoj ravoi (T.2.1. T.2.2}. kao
1 hiperbolicka simsna 1 hiperbolicka kosinmsna teorema (T.2.5. T.2.9} za trougao
¢ije snsve frl strauice prostornl vektort, Kouadno. u teoremaa 3.1.....3.6. powodén
ponna orjentisanog hiperbolickog ngla. 1zvisena je kasifikacija prostormh krivih
koustautue precesije (sa prostoruom 1 vremenskom glavoom norwalom V). dok
s u teorernaa 3.7.....3.10 klasifikovane vremenske krive koustautne precesije u
trodituenzionom Lorencovom prostorn L.

Ovom prilikons zeliln da se najsrdacnije zahvalim svom mentoru prof. dr
AGroslavt Petrovié Torgasev, na dugogodisujo) saradug. korisniin sugestijama 1
powocl oko wrade 1 pisanja ove doktorske disertacije.  Takodje se zalivaljgern
flanovia kounsije. prof. dr Milevi Prvanovié, prof. dr Nedi Bokan 1 prof. dr
Airjanmt Djorid. koji su svojimn konstraktiviim zapazanjimna. korlsuii savetima 1
predloziina doprinell pobolj§angn prve verzije ove disertacije. Posebunm zahvalnost
duginjews prof. di Aroslavi Petrovié Torgasev i prof. dr Leopoldn Verstraleun
sa Lwiverziteta n Luvenn, koji su e npozuall sa problematikom seud Rimanove
geotnetrije 1iuspirisah za rad na tomw poljn. Na krajn. zeliu da se zalivalun i

svojiun roditeljuua. na podrser u toku nastajanja i pisanja ove disertacije.

U Kragnjeven. 7.0.2002. godine Autor



GLAVA 1

UVOD

1. Osnovne definicije

U ovoj glavi najpre navodimo neke osnovne definicije iz semni—Rimanove ge-
omtetrije. Zatim definisemo neke osnovne pojmove Lorencove geometrije, koja je
specijalan sluéaj semi -Rimanove geometrije. Stavide, u ovoj glavi opisani su i
Freneovi reperi prostora E* 1 B kao 1 prostora Minkovskog EY i Ef. Date su
1 odgovarajuée Freneove formule za krive u pomenntim Euklidskim prostorima i
prostorima Minkovskog.

Neka je 17 realni vektorski prostor 1 ueka je b bilinearna forma na 170t

[-bilinearna funkeija 0: 1V x V' — R,

Definicija 1.1. Simetriéna bilinearna forma b na vektorskom prostoru 17 je
(1) pozttwno definitna, ako za svako v € Vv # 0 vazi b(v.v) > 0
{2)  negationo definitne, ako za svako v € Voo # 0 vazi blv.v) < O

(3)  nedegenerationa, ako 1z b{v, w) = 0 za svako w € V| sleds » = 0.

Ako je forma b definitna, tada je ona 1 nedegenerativna.

Indeks v simetricne bilinearne forme b na ¥V je najvedi ceo broj koji oznacava

dinenziju potprostora 17 C V' ona kome je by negativuo definitua.

Definicija 1.2. Metricks tenzor g na glatkoj mnogostrukosti A je siinetriéno

nedegenerativiio tenzorsko polje tipa {0.2) konstantuog indeksa.

Definicija 1.3. Semi-Rumanove mnegostrukost je glatka muogostrukost M

snabdevena wetrickim tenzorom g.

Dakle, semi- -Runanova mnogostrukost je uredjen par (44, g}, pri cemu dva

razlicita metricka tenzora g1 g, na isto} mnogostrukosti M, odredjuju dve razlicite



[

seii--Rimanove mnogostrukosti.

U svako) tacki p semi-Rimanove mmnogostrukostt M. tangentni prostor
T,(M) suabdeven je skalarmim proizvodom g, konstantnog indeksa. Konstan-
tan ndeks v skalarnog proizvoda g, nazivamo indeksom sein Rimanove wmno-
gostrukostl, pri ¢emn vazi da je 0 < v < n = dim M. Ako je v = 0. tada jo
A Riomanova mnogostrukost, jer je u tom shicajun g, pozitivno defimitny skalarm
proizvod. €], unutrasnj proizvod na T,(A). Ako je v =11 dim M = n > 2, tada

je M Lorencova mnogostrukost.

Za svaki ceo broj v, 0 < v < n, metrickl tenzor g indeksa v na R, dat je sa

¥

I
glo.w) = — E vow; E v,

i=1 J=wt1

pri cemu v = {vy,..., v, ), 10 = (wy, ..., w,) € B* odnosuo metricki tenzor je oblika

g = — i da? + i d.r‘j,

=1 J=v+!

pri cemu je (ry.ry. ., 2y ) pravougl koordinatul sistem prostora R
Mnogostrukost B” snabdevenu metrickim tenzorom ¢ mdeksa v nazivamo
sema-Buklidskim prostorom E). Specijalno, ako je n > 21 ¢ = 1, prostor E}
nazivamo n-dimenzionalnim prostorom. Monkovskog. Dakle, prostor Minkouvskog
El" je prostor E" snabdeven raviom indefinitnom metrikom g = —de¥ 4+ dod +
A de? Indeks v # 0 seni- Rimanovih munogostrukosti nnplicira kauzaluost

tangentnih vektora til mnogostrukosti. Natme, imamo sledecu definiciju.

Definicija 1.4. Tangentni vektor v semi-Rimanove mnogostrukosti je
(1} prostorni. ako je g(v.v) > 0l v =0
(2)  nul {2l svetlosniazotropne), ako je g(v,v) =010 £ O
(3)  wremenskic ako je gle. o) < A

Ove tri mognée kategorije tangentnog vektora v nazivamo kauzelnim kara-
kterom tangentnog vektora ». I{od Lorencovili mnogostrukosti, nul vektore nazi-
vamo jos 1 svetlosnam vektorima. Poznato je da ova terminologija vodi poreklo iz

Ajustajnove teorije relativiosti.

Definicija 1.5. Tangentui vektori v 1w semi- Rimanove muogostrukosti su
ortogonalni. ako je

glv,w) = 0.
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Definicija 1.6. Norma tangeutuog vektora v semi-Rimanove mnogostruko-

el = Vigleo) .

sty data Je sa

Ovde Je mreresantno priwetitl da nul vektori nmajn dnzinn jednaku nuli
1ako s razlicin od nuda vektora. kao 1 da su svaka dva kohnearna nul vektora
ortogonaina. U Lorencovoj ravia se pomocéu indefimtnog skalarnog proizvoda moze
uvestl pojaw ngla wanedju dva vektora (tzv. hsperbolickog ugla). O tome ¢e bita

vise receno u Glavi 5 ove disertacije.

Definicija 1.7. Neka je @ M — V glatko preslikavanje glatkilh mno-
gostrukosts 3/ 1 V. 1 4 kovarijantni tenzor tipa (0.s) na Tg(,){(.V). gde je s > 1.
Nelka je

(P (Ao, oey) = AldPoy, ..., dDu,).

za svako v, € T,(M). p e M. Tada ®*{A) nazivamo povratnim tenzorom od A

pomodn preshlkavanja @,

Dalde. @7(A) je kovarijautni tenzor tipa (0.s) na T,(A).
Ako je M podinnogostrikost semni-Rimanove mnogostrukosti N utopljena
mnerzijow 7 0 M o —— N, posto je metricki tenzor g na N iudefinitan. povratni

tenzor /" {g) uc wora it metricky teuzor ua W,

Definicija 1.8. Neka je M podmnogostrukost semi-Rimanove mnogostriko-
st (N g). Ako je 7 (g) metricki tenzor na M, tada je M sema--Rimanove podmno-

gostrukost od N

Definicija 1.9. Semi-Rimmauova podmuogostrukost je
(1) prostorna. ako je (g} pozitivio definitno :

1
(2)  Lorencorn. ako je i*(gy) indeksa 1 .

Neka snoa...owy, privodune koordinate na semi-Eukhdskomw prostoru E) 1
(‘) ) " i . i " . .

o = 5 Akosu 1 = 37178, 1 U = > W0, vektorska polja na E. vektorsko
4 J:] =1

polje
DWW =) V()8
=1

naziva s¢ (privodnen) kovargantnem zvodem vektorskog polja B odnosu na 1.

a koucksija D vaziva se Leve Croitinome koneksigom semi Euklidskog prostora E7

zasvako v = (0.1 0. Koneksija D prostora £ mdukuje Levi -Civitinu koneksiju
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V serui- Rinanove podmnogostrikosti M. koja zadovoljava sledece dekompozicije
(t]. redom Gausovi1 Vajugartenovu formmmlu). po tangentnoe) 1 normalnoj kompo-

UeLLlL

DAY =V v + A1)
Dyé= —AX + D%e.

gde je X1 € T,10. £ e jedimicno normalno vektorsko polje ua M. h je drugo
furedagentalna forma podinnogostrukosty AL A je operator oblike od M n odnosu

na ¢ i D+ je norwalua koneksija od WL

Definicija 1.10. Krive o na semi-Rimanovo] mnogostrukosti M je glatko

preslikavanje a [ —= M| pri ¢emu je [ otvoreni interval realne prave K.

Kriva o Je regularna. ako je a(s) 5 0 za svako s € [, Vektor brzine regularue
krive no = n{s) g0 vekror afs). taugeutan na o n rack: a{s).

Neka jo oryoooo, lokalnl koordinatm sistem na semn Rimanovo] mnogo-
strukostt 3w tacks a{s) krive o Tada koordinatm prikaz vektora brzine krive o
glasi

O
n

d(+, oa
afs) = Z¥("")a!|n(s}-

du

1=

gde je o koordinatul sistemn ua [, t]. wlenticko preshikavanje na [.
Ako je o ¢+ [ — M knva na semi Rimanovo) mnogostrukostt M 3
hoJ — I glatka funkeija na intervaln J, tada je 3 = «(h) + J — M kriva

na M koju nazivamo reparametrizaciom brwe o, Vektor brzine krive J dat je sa

. b
t) = (——)(#)alh(#)).

du
za svako t € ..
Definicija 1.11. Krtva o = a{s) na semi -Rumanove) muogostrukosti 34 je
(1) prostorna, ako sicsvi njent vektort hrzine a{s) prostorm ;
(2)  wremensha. ako su svi njewr vekrorn brzive fs) vremenski ¢

{3y nwd kriva. ako snosvi njewn vektort brziwe a(s) nul .

Definicija 1.12. Neka je a : [a.h] — W deo po deo glatki segrent Lrive

na sewl Rimanovo) mnogostrukostt 3. Dufina luke segruenta o data je sa

[)
Lia} = / Ha(s) ||ds.
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Na osuovu Definterje 1.0 mmamo da je
lail = gl ar.
pa je prema tome u koordinatama

O dla, oy die, o) P

Lo s ds
e

i

1
= |
\

Reparametrizaciona funkeijae h @ [¢.d] — |a.b] je deo po deo glatka fun-
keyja. takva da je ili h{e) = a.h(d) = b (pr1 éemn h cuva oryjentaciju kuoive), i
i) = b.hidy = « (pr1 cemn b menja orjjentaciju krive). Ako njen izvod ne
menja znak. funkeyja oo je wmonotone. Dndina deo po deo glatkog segmenta krive
se e 1nenja prl wouotono] reparametrizaciji. Ako je o segmeut krive sa brzinom
| all > 0. tada postoji strogo rastuéa reparametrizaciona funkeija h. takva da je
Fd=alh)i|| 3 (| = 1. Tada se za krive 3 kaze da ima jediniénu brzinu, t]. da je

pargretrizovane duZoworn Dika.
2. Lorencove mnogostrukosti

Lovencova mnogostrukost je semi -Rimanova mnogostrukost W dimenzije
n = 2. snahdevena metrickim tenzorom g indeksa 1. Pronéavanje tangentnih pros-
tora Lorencove wogostrnkostl zasniva se na pojmu Lorencovog vektorskog prostora
1. t5. prostora sa skalarnim proizvodomn indeksa 11 dimenzije » > 2. Svaki n-
dimenzionalul tangentni prostor Lorencove muogostrukosti linearno je izometrican
sa prostorow Mhnkovskog ET.

Neka je wetricki tenzor g na prostorn £7 definisan sa g = —da] +dod + da.
S ohzirour da proizvoljau tangentui vektor ¢ € E3 wmoze hiti prostorni. vremenski

ili nul. prostor Minkovskog E moze se pretstaviti kao sledeéa disjunktna unija
E} =SUNUT.

gde je A7 skap svib unl vektora prostora EY. t). A e nul konws sa jednafinom
i = ai + 3. 8 je spoljasnjost mul konnsa A tj. skap svih prostornih vektora
prostora Ei. a T je umttrasnjost nul konusa A tj. skup svih vremenskih vektora
prostora Fj .

Proizvoljna ravan 7 u prostoru E¥ moze biti

(1) prostoria. ako je y|x pozitivoo defiuituo
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(2)  wvremenska, ako je gl nedegenerativno, indeksa 1 ;
(3)  swvetlosno, ako je g), degeuerativuo .

Prema tome. bazu prostorne ravni ¢ine dva medjusobno ortogonalua pro-
storna vektora. bazn vremwenske ravil éune medjusobuo ortogonalui prostornn i
vremenski vektor, a bazu svetlosne raviu ¢ine medjusobno ortogonalni prostorui 1
nul vektor. Kao posledicu kanzalnosti ravui, imamo sledeéu interesantnu osobin:
prostorna ravan ne sadrzi ni jednu, vremenska ravan sadrzi dve, a svetlosna ravan
sacdrzi jedun izvodmcu nul konunsa A

Pojam kauzaluog karaktera vektora moze se na prirodan nadin wopstiti i
na vektorske potprostore. Potprostor V' prostora E' je prostorni, vrewcuski ili
svetlosni. ako je respektivno g|y pozitivuo definitno, gy nedegenerativio 1 indeksa
Lili gl degenerativno. Za proizvoljan potprostor 1V prostora EJ, potprostor 17+
je definisan pomodén

VEh={reE v L1

Tada vazi sledeca osobia: 17 je prostorni {vremenski) potprostor ake 1 samo ako
je v

potprostor, tada je E' = V4 V1 pri éemn 4 oznacava direktnn sumu potprostora.

vremenskl (prostorm) potprostor. Stavie, ako je V' vrewenski (prostorui)

Osim toga. V je svetlosnt potprostor ako i sano ako je V+ svetlosni potprostor,
ali tada 17+ VL nije éitav prostor B

Neka je 7 skup svih vremenskih vektora prostora EY. Za vektor v € T, neka
it

Clu) ={veT]gluwv) <0}

Skup C(u) naziva se vremenski konus prostora EP koji sadidi vektor w. Za

vektor —u € T . neka je
Clu)y= —Clu)={v e T|gluv)>0}

Skap C{—u) naziva sc suprotni vremenskt konus 1 oduosn na konus Clu).
Nije tesko videti da je skup svih vremenskih vektora 7 dat sledecom disjnnktuom
unijom

T =Clu)UC{—u)

pricemu w, —u € 7.

U prostora Ei"“ razlikwjemo dve vaine familje faperbvadrila, t]. sewr-
Rimanovih podmnogostrukosti kodimenzije 1. Posto je kodimenzija 1, ko-wndeks.
t;. zajednicki indeks svih jednodimenzionalnih normalnih prostora tih hiperk-
vadrika. mora biti 0 ili 1. Neka je (v} = g(v. r), za svako v € EJ

Pseudosfera poluprecuika » > 0w prostoru E{’+1 je hiperkvadrika

Sty =70 = e BV Lglpo) =07 )
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Pseudohiperholicks prostor poluprecuika » > 0 u prostorn EF T je hiperk-
ik I I 1 I 1 ] 1
vadrika

Hiry=¢ "(rty={pc El" | glp.p) = —*}.

n—+1

Svetlosna (nwl) Lonus sa temenom u tacks men prostoru E7'7 7 je hiperkvadiika

C'im)y={pe EM™ | glp—m.p—m)=0}

Fawilije hiperkvadrika S (r) 1 HJ (v) ispunjavaju éitav prostor £ osim skupa
g~'(0). koji se sastoji iz nul konusa ¢ 1 (0) ~ {0} i koordinatnog pocetka {0}.

P11 tome, psendosfera ima znak ¢ = 1, jer je njen ko-indeks jednalk 0 (tj.
g{z.z) > 0 za svalki normalan vektor = # 0), a pseudohiperbolicki prostor ima
znak = = —1. jer je njegov ko—indeks jednak 1 (tj. g{z,z) < 0 za svaki normalan
vektor = £ 0). Proucavanje hiperkvadrika n prostoru £ pojednostavljeno je os-
obinom da je svaka hiperkvadrika iz prostora B f‘+] homoteticna sa odgovarajucom

jediniénom pseudosferom S7(r).
3. Pokretni (Frene Sereov) reper

Slucaj 3.1.  Polkretni reper w Euklidshorm prostoru E?.

Neka je a(s) = (ar(s),az{s),as(s)) rognlarna kriva jedinicue brzine, t).
gla.a) = 1 za svako s, n trodimenzionom Euklidskom prostorn E?. sa metri-
kowm g = de] + dej + dei. Pokretnd reper duz krive a je ortonormirani reper

{T,N,B} koji se definise na sledeéi nacin. T je brzina ili jediniéno tangentno
vektorsko polje krive . Ako je a # 0, ubrzanje a(s) krive « u tacki a(s) je vek-
tor koji je ortogonalan na 7T(s). Vektorsko polje glaviih normala NV je normirano
vektorsko polje ulbizanja a. tj. N = a/||a||. Vektorsko polje binormala B se
definise powocu vektorskog proizvoda vektora T 1 N.ot). B = T »x N. Tada su

Frence- Sereove formule date sa

T 0 s () T
N = | -2 0 7 N
B 0O —7 0 B

Funkeije >0 1 7 wazivamo krwvinom 1 torzigom il proom 1 drugom kranmomn.
krive «.
Neke specijalue krive nnaju sledece osobine :

(1) 3¢ =10, ako 1 samo ako je a prava hnija :
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(2 7 = 0. ako 1 samo ako je o ravua kriva

{3} 7 =201 3 = coustant > (}, ako 1 samo ako je o kg :
{4) 7 = constant # 01 > = coustant > 0, ako 1 samo ako je o kruzna helisa
(zavojnica).

Sledeéa teorewna govori o odredjenosti krive njenom krivinom i torzijom i ona

je fundamentalia za krive u prostorn E®.

Teorema A (o podudarnosti). Ako su a.3 : [ — E? regularne krive

jedinicudh brzina takve da je
My =23 >0 1 T, = LT3,
tada su krive a 1 3 kougruentne. tj. identicue do na izometrije prostora E3.

Slucaj 3.2.  Pokretis reper w prostoru Minkouskog E3 .

Neka je afs) = (ay(s).az{s), as(s)} proizvolina kriva u prostoru E?. S
obzirom da proizvoljua kriva o n prostorn E} lokalno moze biti prostorna. vremen-
ska ili nul. J. Valrave je u radu [W] posebno razmatrao ove sluéajeve 1 koustruisao
odgovarajunée pokretue repere za te shicajeve. na slededi naéiu. Neka su &y 1 ks

prva 1 dimga krivina krive a.
Slucaj 1. « je prostorna kriva

Neka je s parametar duzine luka krive a. takav da je g(a.d) = 1. T ‘]P
Jedinicuo tangeutuo vektorsko polje krive oo t3. T'(s) = a{s). Ako je a{s) #
tada je a(s) ortogonalno na T(s). Prema tome. neka je vektorsko polje glavmh
normala V(s) kolinearno sa a{s}. U zavisnosti od kauzalnog karaktera vektora

a{s). manio sledece slucajeve
Shuéaj 1.1, gla.a) >0

Vektorsko polje glavnih normala N je tada normirano prostorno vektorsko
polje a. tj. N = d/||a||. Vektorsko polje binormala B je jediustveno vremensko
jedinicno vektorsko polje ortogonalno na prostornoj ravui { 7. N} u svakoj tacki
a{s) krive a. rako da veper { 7. N, B } hua istn orijentacijn kao prostor E3.

Frene Sereove formule tada glase

T 0 &k 0T
Nl= |-k 0 Ju||X
B 0 k 0B




GLAVA 1: UVOD 0

Slucaj 1.2 g(a, &) <0

Vektorsko polje glavuill norinala NV je tada nornmrano vreinensko vekrorsko
polje a. t3. N = a/||a||- Vektorsko polje binormala B je jedinstveno prostorio
jediniéno vektorsko polje, ortogonalne na vremenskoj ravoi { 7. N } u svako] taclk
a(s). tako da reper { T, N, B } imna istu orijentaciju kao prostor E7?.

Frene-Sereove formule date su v obliku

J.’"\'fr = k 1 0 k 2 N
B 0 Afz 0 B

Slucaj 1.3. g{d. i) =0

Vektorsko polje glavuih nonmala N je tada vektorsko polje a. tj. N(s) =
= A(s). Vektorsko polje binormala B je jediustveno nul vektorsko polje ortogo-
ualuo na ', tj. g{ B, 1) = 0 u svako) tacks a(s) knve «, takvo da je g(V, B) = 1.

Frene -Serevve formule tada glase

T 0 I 0 T
Nl=|0 k 0 ||N|,
B —’111 0 _;\:2 .B

gde "krivina” ky moze imati samo dve vreduosti @ &y = 0 ako je o prava lingja (t].
a(s) = 0),1h k) = 1 u svim ostalim slucajevima. Ako o nije prava linija, tada
postoji mterval 7 na kome jo é # 0. S obzirow da jo N(s) = da{s) = T(s), sledi da
je by = 1. Reper {T.N. B} je pseudo- ortonormirana haza prostora E} . sto zuaci

da je

N = oI+ as N + az B,
B=0;T+byN 4 byB.

Iz f{N. V) = g(N.T) = g(B.B) = 0, dobijjamo da je a3y = a; = by = 0.

Uzimajudi n obzir da je g{N, B) = 11 g(B.T) = 0, difercuciranjem dobijamo da

Je
g(N,B)+ g(N.B) =0,
g(B.T)+g(B,T)=0.
sto znadl da je ay = —bg 1 by = —ky = —1. Prema tome, zukljufujemo da v ovom

sliiéaju postojl samo jedua krivina ay = k.




GLAVA 1. UVOD 10

Slucaj 2. «a je vremenska kriva

Neka je s parametar duzine luka krive a. takav da je gla.a) = —=1. T je
jediniéne vremensko tangentno vektorsko polje, tj. T(s) = a(s). S obzirom da je
i(s) prostorn vektor ortogonalan na T'(s). defimsimo vektorsko polje glavnih nor-
mala sa N = d /||« ||, Tada je vektorsko polje binormala B jedinstveno prostorno
vektorsko polje. ortogonalno na vremeuskoj ravai { 7. N } u svakoj tacki a(s) krive
. tako da reper { T.N. B } ima istu orijentaciju kao prostor E¥.

Frene-Scrcove formule tada glase

7 0 & 07T
Nl=lk 0 Iy||N
B 0 -k 0] |B

Slucaj 3. a je nnl kriva

Neka je T nul vektorsko polje a. Tada je & prostoruo vektorsko polje ortogo-
nalno na 7' osim kada je @ = 0. Ako a wije nul prava linija, nzmimo za parametar
prewdo -duzina bukba s, t]. g{a{s), a(s)) = 1 za svako s 1 definisimo N kao jediniéno
vektorsko polje koje odgovara a, t3. N(s) = a(s). Vektorsko polje binormala B je
Jedinstveno unl vektorsko polje, ortogonaluo na N(s) n svakoj tafki a(s) krive a.
takvo da je (7, B) = 1.

U ovorn slucaju Frene-Sercove formule glase

7 0 k0 T
1\ = | ks 0 — l\‘] N
B 0 —k 0O B

gde "krivina” by moze imati saino dve vreduosti : &y = 0 ako je a prava nul linija.
ili by = 1 u svim ostalim slucajeviia. Ako je a nul prava linija, tada je a(s) =
=0= T(s) sto znacl da je &y = 0. Ako « mije prava linija, tada postoji interval
I na kome je a(s) # 0. Vektorsko polje N(s) je tada definisano sa N{s) =
= a{s) = T{s), pa sledi da je k; = 1. Reper {T, N, B} je pseudo-ortonormirana
baza prostora E3. §to zuadi da je

v =i\ T + ayN + 3B,

B =0T+ 0bN+0:E5.

Iz relacija

GIN.N}y=y(T.B) =1,
g(B.B)

li

0.
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dobijamo da je wy = 0y = by = 0, Uziiwajudi u obzir da je
(I N)=g(N,B) =0,
diferenciranjemn dobijamo da je

g(T.N) 4 g(T.N) =0,
g(N.B) 4 g(N.B) =0,

stozuacl da je ay = —ky = =11 = —by. Prema tome, zakljucéujemo da v ovoin

sluéaju postoji samo jedua krivina ay = ky.
Slncaj 3.3 Polretni reper w Euklidskom prostoru E*

Uocnno regularm keive o(s) = (aq{s). aa(s), as(s), ny{s)) parametrizovann
duzinom luka s u Euklidskom prostoru E4. koji je snabdeven metrikow ¢ = da? +
dod + dey + dei. Freneov veper duz krive a je ortonormirani veper {T. N, By, I3, }
koji je defimisan na sledeél nacin. T je jediméno tangentno vektorsko polje krive
a. Vektorsko polje glavaili normala N je normirano polje ubrzanja a. Jediniéno
vektorsko polje By se odredjuje tako da se N moze dekomponovati na dve kompo-
neute. tangentnu v praven 71 normalnu u praveu By, By je jedinstveno jediniéno
vektorsko polje ortogonaluo na 3—dimenzioni potprostor {T, N, By }. tako da je ori-

jentacija repera {T. N, By, By} ista kao orijentacija prostora B, Freneove forimle

glase:
T 0 % 0 0 T
N| | =k 0 ke 0]]|N
B] N 0 - ]\52 0 -l-‘;_; B]
By 0 0 —ky 01 LBy

Fuukeije kyhgky nazivaju se prvomn, drugom 1 trecom krivinow krive a. Fuunda-

mentalna teorema za krive u prostoru E7Y glasi:

Teorema B (o kongruenciji). Ako su a.8 : I — E* regularne krive

jedingénih brzima takve da je

Fyo =Fkig >0,

]”,Zul - “";2[5'& ”‘:3D'I = |k3ﬁ|?
tada su krive o i 3 kougruentne. tj. identicne do na izometrije prostora E*.

Sledede osobine karakterisu ucke specijalue krive n prostorn E':

(1) &y = 0 ako 1 samo ako je a prava lingja:
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(2) ky =0 ako 1 samo ako je a ravna kriva;

(3) ky = 0 ako i samo a lezi 1 3-dimenzionom potprostorn prostora B4

{4) ky = constant > 0, ky = 0 ako 1 samo ako je o krug:

(B) Rk =1 Ry =g, ky =0, ¢y, ¢ € Ry ako 1 samo ako je o kruina lielisa:
(G) iy = ¢c1. ko = o ky = 3 3. 09,03 € Ry ako 1 samo ako je kriva o oblika

1 1 1 1
a(s) = N, sin{A;s)1, — N cos{ A1)y + " sin{Ays)lV3 — ™ cos{Ays)17.
S / 7 Y

pri cemm je A7 = (N — /WP —4cied} /20 N = (N + VK2 —4defed)/2, K =
i+ ch -+ cd 1gde su 17,V VL Vo edjusobno ortogonalul konstantul vektor: koji
zadovoljavau uslove g(17. V1) = g(Vy, Vo), g(V3.V3) = ¢{Vy, V). Kriva a lel na

sfert vadijusa r = 1/|e3| u prostoru E4.
Slnéaj 3.4.  Pokretni reper u prostory Minkovskog E}

Neka je a(s) proizvoljua kriva u prostorn Minkovskog Y, odnosno w prostoru
E* koji je snabdeven raviom metrikom g = —da? + def + do} + do? indeksa 1.
Slicno kao u slucajn B, u zavisnosti od kauzalnog karvaktera krive o, J. Valrave
je w radu [W] konstruisao razlicite Freneove repere i dobio odgovarajuée Frencove
formule na sledeéi nacm. Oznacimo sa {T(s). N{s). By(s), B2(s)} pokretui Freucov

reper duz krive a.
Shi¢aj 1. o je prostorna kriva

Neka je s parametar duzine luka tako da je g{a(s), a(s)) = 1. T je jedinicno
tangentno vektorsko polje ¢ krive . Ako je 4 # 0, uzmimo da N lma pravac a.

U zavisnosti od kanzalnog karaktera vektora &, imamo sledece slucajeve.
Slu¢aj 1.1. gla,a) > 10

Vektorsko polje glavuili norsala N je normirano vektorsko polje a. Vek-
torsko polje By ima pravac normalne komponente C+ vektora N n odnosu na

ravan {7. N}, 1 moze imati sva tri kauzalna karaktera.
Slu¢aj I.1.1  g(CH C*) >0

By je nortiirano vektorsko polje €'Y a By je jedinstveno jediniéno vremen-
sko vektorsko polje ortogonaluo na 3-dimenzioni potprostor {T. N, B }. tako da

je orijentacija repera {T. N, By, By} ista kao orijentacija prostora E}. Freneove
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formule tada glase

T 0 k& 0 0 T
N _{~=ki 0 ky O} |N
B 1 N ( -k 4 0 k 3 B ]
B, 0 0 Iy 01 LBy

pri femu su TN B By medjusobno ortogonalni vektori koji zadovoljavaju jedna-
‘ine

T Ty =g(NN)=glD1.B)=1. g{B,.B:) = —1L

Sluca] 1.1.2  g(C+.C*HYy < 0

Tada je By vremensko normirano vektorsko polje C+. a By je jedinstveno
prostoruo jedinicno vektorsko polje ortogoualno na 3-dimenzioni potprostor
{T.N.B}. tako da je orijentacija repera {T. N, By, By} ista kao orijentacija pros-

tora E]‘. Freneove formule su oblika

T 0 k0 0 T
N| |~k 0 k 0}|N
B] - 0 ]132 0 1’63 Bl ‘
By 0 0 ky 04 LBy

pri Cemm su TN B, By medjusobno ortogonalni vektort koji zadovoljavaju jed-
nakosti

g(T.T) = g(N,N) =g(By. By) =1, g(By.Bi)= —-1.

Slucai 1.1.3 g(C+ CLy =0

Takva kriva a naziva se parcijalno nul kvivom. Tada je vektorsko polje B,
vektorsko polje C. a By je jedinstveno nul vektorsko polje ortogoualuo na ravau

{T, N}, tako da je ¢(By, By) = 1. Freneove formule tada postaju

T 0 & 0 0 T
N{ |-k 0 k0 N
Gl 0 0 hy O B,
Bz 0 — ]132 0 — N3 Bg

pt1 cemn TN B By zadovoljavaju jedunacine

g(T.TY=qg(N. Ny =1, g(B,.By)=g(B,. By} =0.
g(N. B)=g(N.B,)=0. ¢g{B).By)=1.

B
=
I
=
™~
&
!
=
}-_ﬂ
5
I
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Slucay 1.2, g(c(s), a(s)) < O

Veltorsko polje glavuih normala NV je normirano vremensko vektorsko polje
«. By e jedinicno prostorno vektorsko polje n praven normalne kompounente vek-
torskog polja N. B, Je jedinstveno jedinitno prostorno vektorsko polje ortogonaluo
ua 3-dimenziont potprostor {T. N I} tako da je orjjentacija {T\ N, By, By} ista

kao orijentacija E7. Freneove formule su tada oblika

T O d 0 07T
Nl |k 0 ke 0| N
Byl |0 ke 0 ks |Bi]°
B2 U O - k:} U BQ

pri cemnt su TN B By medjusobuo ortogonalni vektort koji zadovoljava jedna-
¢11e

NI T)y=g(B,,.B1)=¢g(B.,.B,) =1, g(N.N)= -1

Slucaj 1.3. ¢g(a(s).a(s)} =10

Takva kriva a naziva se pseudo nul krivom. Tada je NV vektorsko polje a.
ako je als) #£ 0. By je normurano prostoruno vektorsko polje . Osim toga, B,
je Jedinstveno uul vektorsko polje ortogonalno na potprostor {7 B}, tako da je

g(N, B;) = 1. Freneove formule date su u obliku

T 0 k0 0 T
N| |0 0 &k o0 N
B 1 N Q) I8 3 0 - .’»‘2 B 1
B, —k 0 —ks O Bo

pri ¢emu krivina by moze imatl samo dve vrednosti: F ako je o prava huija. ili 1

u ostalin slcajevima. Pri tome, TN .3, B, zadovoljavajn jednacine

HT.T) = g(B,.By) =1. ¢(N.N)=g(B,.B,) =0,
g(T.N)y = g(T.B)) = 9(T, By) = g(N, B1) = g(B1,B2) = 0, g(N,Bs) = 1.

Slucai 2. «a je vremenska kriva

U ovom slucaju. s je parametar duzine luka krive a tako da je g(a(s). a{s)) =

—1. Vektorsko polje T je jedimicno vremensko tangentno vektorsko polje a. N je

prostorno norudrano vektorsko polje a. Bj je prostorno jedinicno vektorsko polje
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u praven normalne kompouente vektora N n odnosu na ravan {T.N}. By je jedin-
stveno prostorno jediniéno vektorsko polje ortogounalne na 3-dimenzionl potpros-
tor {T.N. B} 1 takvo da orijentacija repera {T,N. B). By} odgovara orijeutaciji

prostora Ef. Freneove formule glase

T 0 ky 0 0 T
N| k0 ke of(N
Byl 10 —ks 0 kgl |B
B, 0 0 ks 0] LB,

pri éemn s TV, By By medjnsobuo ortogonalni vektort koji zadovoljavaju jedua-
Clue

g(I.T) = =1, g(N.N)=g{(B1,B1) = g(B2.By) = L.

Sluéaj 3. o je nul kriva

Neka je T mul vektorsko polje a. Ako je s parametar psendo-duzine luka
kiive a. tada je g{a(s),a(s)) = 1, pa nzmimo da je N = &. Neka je By normalna
komponenta vektorskog polja @ w odnosu na ravan {T, N}. Iz relacija g{a. @) =
~11g{a.a) = 0.sledi da je g(B,,B;) = 01 B, je jedinstveno odredjen pomoén
uslova ¢{T, By) = 1. Tada je By jediustveno prostoruo jedinieno vektorsko polje
ortogonalno na 3-diwmenzioni potprostor {T. N, By } 1 takvo da je orijentacija repera

{T.N.By. By} ista kao orijentacija prostora E}. Freneove formule su oblika

T o k00 T
N |k 0 =k 0[N
B 1 N 0 - Ji’z 0 k 1 B 1
B —ky 0 0o ol ls,

pri cemn krivina ky moze unatl samo dve vreduosti: 0 ako je o nul prava linjja ili

1 u ostalim sluc¢ajevima. Tada vektort TV, B, B, zadovoljavaju jednacine

g(1.T) = g(B:,B1) = 0. (NN} =g(Bs,By) =0. 1
G(T.N) = g(T.By) = g(N. By) = g(N.By) = g(B.By) = 0. ¢(T.By}y=1




GLAVA 2

KRIVE NA HIPERKVADRIKAMA
U PROSTORIMA MINKOVSKOG

U ovo] glavi najpre su date neke osobine prostornih krivih sa vremenskom i
nul glavnom normalow 1 veemenskils krivily jedinicue brziue koje leze na psendosferi
a prostorn Minkovskog E7. Stavise. dokazano je da ne postoje nul krive koje leze
ua psendosfer: u istow prostoru. Potom je data karakterizacija krivil proizvoljuog
kanzalnog karaktera koje leze na pseudohiperbolickom prostoru n prostor—vremenn
Minkovskog EY. Osim toga. dokazano je da ne postoje vremenske i nul krive koje
teze na pseudohiperholickom prostorn u prostor vremenu Minkovskog E7.

Napowenimo da su krive koje leze na sferi u Euklidskom prostoru £° prouca-
vane n radoviwa [MP]. [WO] 1 [WO1]. gde su antori dali karakterizaciju tih krivih
1 terinima ujihove prve krivine x 1 druge krivine 7. Analoguo. prostorne krive
sa prostornom glavnom normalom koje leze na Lorencovoj sferi n prostoru E?

proucavance su u radn [PP]. Navodimo dobijene teoreme.

Teorema 1.A ([PP]). Neka je a(s) prostorna kriva jediuicue brzine koja
lezi na Lorencovoj sferi radijusa r 1 sa centrom m u 3 -diruenziouom prostoru
Minkovskog. Tada je p £ 0. Ako je 7 # 0 tada je o —m = —Rn + R'Th. pri cetnn
jeR=1/p. T =1/71.

Teorema 1.B ([PP]). Neka je «(s) prostorua kriva jediniéne brzine sa R # 0.
T # 0. priéem je R =1/p. T = 1/7. Ako je R* —{R'T)* = r* = constant. r > 0.

rada kriva o lezi na Lorencovoy sferi radijusa r.

Teorema 1.C ({PP]). Ako je «(s) prostorna kriva jedinicne hrzine sa R # 0.

T # 0. tada a(s) lezi na Lorencovoj sferi ako i samo ako je RT = (R'/7)".

Teorema 1.D ([PP]). Prostorua kriva a(s) jedinicue brziue lezi na Loren-
covoj sfert ako 1 samo ako je p > 01 postoji difereucijabilua funkeija f(s) tako da

jefr=FR.f —Rr=0.
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Teorema 1.E ([PP]). Prostorna kriva «{s) jediméne brzine lezi na Loren-

covoj sfert ako 1 samo ako postoje konstante A. B € R tako da vazi jednakost

-
-
i

{

I [‘—1 cosh ( /U‘ Td..s) — Bsinh | /(, Trl.s)] = 1.

Y N

1. U teoremama koje slede, data je karakterizacija prostornih krivih je-
dunéne brzime sa vremenskom 1 nul glavnom normalom koje leze na pseudosteri u

3 dimenzionom prostorn Minkovskog E?
Teorema 1.1 ([PS]}. Neka je a{s) prostorna kriva jedinicne hrzine sa vre-
uienskom glavnom uormalom N. koja lezi na pseudosferi S¢{(r) u prostoru E3.

Tada je v #£ 0 za svako s € I C R. Ako je 7 # 0 za svako s € I C R. tada je

o —m = (1/m)N —(1/7)(1/x)B.

Dokaz. Pretpostavimo da a lezi na psendosferi Sj(r) sa centrom i u pros-
torn £, Tada je

gla —m.a —m)=r7.

za svako s € [ C R. Diferenciranjem prethodne jednaéine po s. nalazimo da je
(1.1) ¢{T.a—imn)=10.
Diferenciranjein relacipe (1.1) po s dobija se
rg{N.a—m)= —1.
Otuda je # % 0 za svako s € I C K. pa je
(1.2} g(N.a —m)= —1/x.

Dalje. pretpostavimo da je 7 # (. Neka je dekompozicija vektora a — m v odnosu
na Freneovn bazu {7. V. B} data sa

{1.3) a—m=aT +bN 4 cB.

pri cemn suoa = a(s). b = b(s) 1 ¢ = ¢{s) prowzvoljne funkecije. Tada pomoéu
relacija (1.1} 1 {1.2) sledi da je

g{T.a —m)=a=0. g(Na—m)=-b=—-1/k. g(B.a—m)=c
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Diferenciranjem relacije (1.2} po s 1 koristeér odgovarajuée Freneove formule. do-
bija se da je
gl +7B.0c —m) + g(N.T) = —(1/rY.

1 stoga je

g(B.o —m)y=c=(-1/7)(/1x).

Prema tome. zamenom koeficijenata, a. b1 ¢ u relaciji (1.3) sledi da je

a—m={1/x)N —(1/7){(1/s})B. O

Teorema 1.2 ([PS]) Neka je ofs) prostorna kriva jediniéune brzine sa vre-
wenskows glavnom nornalom N. krivinom s{s) # 0 1 torzijorz 7{s) # 0 za svako

s € I C R u prostorn E}. Ako je

{1.4) —(1)2 + (l(l)f)z = r? = constant. r e RT.

K VT ik
tada kriva o lezi na pseudosferi S3{r).

Dokaz. Pretpostavimo da vazi relacija (1.4). Uoéimno vektor

m=aqa— %.\7 4 l(lj!B

T VA

Diferenciranjem prethodne jednacine po s irnamo da je

1N/ 1 171! 171y
m' =o' — (f) N - IN'+ (—(—) ) B+ —(—\ B’
K K T\K T AR/

(- =6

Diferenciranjem relacije (1.4) po s nalazimo da je
IR RN Iy 71N 7L f 1N
Y e Y ¥ i W O e -
2(2) () ()R GR)) =
S RS RV WA RN
()G R0 =0

Zamenom poslednje relacije u relaciji (1.3). sledi da je 1’ = 0. Dakle. m =

(1.5)

1 stoga Je

coustant pa lako nalazimo da je

142 LrIy\® Y
gla —m.a — ) = _(7) +(—-(—> ) =r.
K T \K

Prema tome, sledi da o lezi na pseudosferi S3{(r). [




GLAVA 2: KRIVE NA HIPERKVADRIKAMA U PROSTORIMA MINKOVSKOG 19

Teorema 1.3 ({PS]). Neka je o(s) prostorua kriva jediniéne brzine sa vre-
meuskow glavnom normalom N, krivinom s(s) # 0 1 torzijom 7(s) # 0 za svako

s € I C R u prostoru E}. Tada « lezi na pseudosferi $¥(r) ako i samo ako je
r1 1N L/1yA2 182

(16 GG GR) Q)
I 7T \K T\K I

Dokaz. Prvo pretpostavimo da kriva « lezi na pseudosfern S7(r) sa centrom
mon prostoru EP. Tada je gl — e — ) = r? za svako s € I C R. Na osnovu

teoreie 1.1 sledi da je
1 171y
(1.7) q—m=-N— m(—) B,
I T\K

odakle je

{1.8) gloe — e —m) = —(;1‘—')2 + (%(%)!)2

Iz pretpostavke 1 relacije (1.8) sledi da je
1,2 171N\ 2 .
o ey -
K TA\K
1 stoga je
1 71N 2 1\2
GGG
TR K

Diferenciranjem relacije (1.9) po s dobija se da je
IS RN VS A S B T WA RN
-G+ G +20)) e
oIy ly 1L
- GGG =

odakle je

IKonaéno.

Obratno, pretpostavimo da vazi relacija (1.6). Tada se izraz 7/x = (1/7{1/n)")

lako moze transformisati u jednakost

B 2O Y -

Dalje. posleduja relacija je diferencijal jedunaéine

12 1 15742
— (_) + (_ (;) ) = ¢ = constant,
I T \A




Iy
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va s obzirom na pretpostavku (1.6) niozemo uzetl da je ¢ = r*. r € BT, Konacno.
ra osuovn reoreine 1.2 sledl da kriva o lezi na pseudostert S{(r). O

Teorema 1.4 {[PS]). Prosrorua kriva a{s} jedmicue brzine sa vremenskors
elavnom normalomn N leZi na pseudosferi S7(r) u prostorn E} ako y samo ako
postoji difereucyahilna funkcija fis) tako da je fr = (1/wY. f = 7/s {f > 1/x

Dokaz. Pretpostavimo najpre da kniva ofs) lezr na pseudosferi 57(r}). Tada

ma osiovi feoretne 1.1 sledy da je

() GE)) =7

A

Osin toga. na osnovu teoreme 1.3 mnamo da je

=GO

f"

Dalje. definsademno diferencijabilun funkeyn f(s) sa

Sledi da jo f' = 7/x1 f* > (1/u)*. paje |fi > 1/K.
Obratno. pretpostaviino da postoji diferencijabilna funkeija f(s) tako da j

fr=1(1/r). f'=7/nk1]|f] > 1/s S obzivom da je f diferencijabilna funkcija.

ona je 1 neprekidna pa je 7 # 0 za svako s. Dalje. posto je

imawmo da je
(GG
]

pa na osnovit teorettie 1.3 sledi da a lezi na pseudosferi S7(r).

Teorema 1.5 ([PS]). Prostorna kriva a(s) jedinicne brzine sa vremeuskoin

glavnow normalom N lezi na pseudosferi S7(r) ako i samo ako postoje koustante

A. B € R rako da je

H(:irih(./()‘ﬁ.‘_(-,‘i)d&) — Bch (/() T(s)d.s)) =1

Dokaz. Pretpostavimo najpre da kriva a(s) lezi na psendosferi S7(r). Tada

na osnovu teoreme 1.4 posto] diferencijabilua funkeija f{s} tako da je fr = {1/x)",
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f' =7/ |f] > 1/k. Dalje. definisac¢emo C? funkeiju 8(s) i C' funkcije gis) i

his) sa

Bs) = / 7(s)ds.
Jo

(1.10} gls) = —lshé‘ + fls)elh 8, his) = —lchﬁ?#— fls)shé.
K

.

Diferenciranjemn funkeija 8(s), g{s) i 2(s) po s dobyamo da je

1 stoga je
(1.11) g{s) = A = coustant, h{s) =B = constant (A. B € R).

Prema tome. zamenont relaciye (1.11) u relaciyn (1.10) dobija se
1 1
——shf+ f{s)chf = A. ——ch @ f(s)shtd = B.
K I

Muozenjem prve od prethodnih jednacma sa shé, druge sa —ch 8 1 sabiranjem
dobijenih jeduacina, nalazimo da je
1oy 2
——(sh"f — ch"#) = Ash§ — Bchd,
K
odakle je

g

(1.12) H.(Ash (l/ST(S)dS) — Beh ([ T(s)rl.s)) =1

0 0

Obratuo, pretpostavimo da postoje konstaute A B € R tako da relacija

(1.12) vaz1 za svako s € [ C R. Diferencivanjemn relacije (1.12} po s nalazimo da
1€

(1.13) (%)f = T(A(Jh (/h T(S)d-&) — Bsh ( /5 T(S)d.‘x‘)).

0 0
Dalje, definisacemo diferencijabilnu funkeyju f{s) sa

"

(1.14) f{s) = Ach (/o 7(s) ds) — Bsh (/U“ 7(s) ds).

Tada lako nalazimo da je |f| > 1/s. Relacije (1.13) 1 {1.14) impliciraju da je

(1/K) = rf. Kouacuo, diferenciranjemn relacyje (1.14) 1 upotrebonn relacije (1.12)

y = (Ash /

40

sledi da je

o]

'r(.s)rls) — Bch (/0 T(S)(]-S)) = E
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Prema tome, na osuovu teoreme 1.4 sledi da kriva e lezt na psendosferi Si(r}. O

Teorema 1.6 ([PS]). Neka je a{s) prostorua kriva jedinicuc brzine sa nul
glavnom normalomn N u prostoru E}. Tada «o(s) lezi na pseudosferi St(r) sa
centrom m ako 1 samo ako je o(s) ravaa kriva 1 vazi da je

P
a—m= —747\/' - B, reR".

Dokaz. Prvo pretpostavimo da kriva a(s) lezl na psendosferi S#(r) sa cen-

tromw m. Tada je gla — m,a — m) = r%. za svako s € [ C R. Diferenciranjem

prethodne jedunacine po s nalaziino da je

(1.15) H Ty —m) = 0.

Stavise, diferenciranjem prethodne jednaéine dobija se

(1.16) kg(N,a—m) = —1.

S obzitom da je 1 ovom slucaju x = 1 za svako s € I C R, sledi da je

{1.17) gN.a—m)= —1.

Diferenciranjem relacije (1.17) po s 1 koristedt Freneove formmnle nalazimo da je
Tg(N.a—m) =0,

sto zajeduo sa relacijom (1.17) daje 7 = 0. Prema tome, a(s) je ravna kriva.

Dalje. noénno dekompozicipn vektora o —m w odnosu na Freneovu bazu {T. N, B}

ohlika

a—m=al +bN + cB,

pri cemn su a = a(s). b = b(s), ¢ = ¢(s) proizvoljue funkeije. Tada relacije (1.15)

1 {1.17} implicirajn da je
g T.a—m)=a=0gN.a-ml=c==1. g(B.a—m)=h
Diferenciranjemn jednakosti g{B.a — m) = b u oduosu na s, dobya se
g(T o —m)= =,

sto zajedno sa relacijomn (1.15) daje ¥ = 0. Otuda je b = by = constant € R.
Prema tome, a —m = N — B, Kako je gla — m.a —m) = -2by = r?. nalazimo
da je by = —r*/2. Stoga je

P

(1.18) a—m= ——{)—N - B, rc RY.

4
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Obratuo. neka je a(s) ravoa prostorua kriva jedinitue brzine sa nul glavuom

normalom 1 neka a{s) zadovoljava jednaciun (1.18). Tada je

1

"
m=aqa + 7;\" + B,

pa diferenciranjemn prethodne jednacine po s nalazimo da je
i
!
m' = a + 71\“ + B

Posto je uw ovowm slucaju k(s) = 11 7(s) = 0 za svako s € I C R, koristedi Freneove
jeduacine sledi da je m’ = 0, pa je m = coustant. Stoga lako nalazimo da je

. 2

glao—m o0 —m)=r°,

sto zuadl da kriva a lei na psendosteri S%(r). O

Teorema 1.7 ([PS]). Prostorua kriva «f(s) jedinicne brzine sa unl glavnom
normalon N lezi na pseudosteri SP{r) u prostoru EY ako i sanio ako postoje kon-
staute A, B € R tako da je

A sinh ( /h T(S)d&) — Beosl ( /5 T(s)ds) = 1.
Jo

J0

Dokaz. Najpre pretpostaviino da kriva « leii na pseudasferi S7(r). Tada
na osnovi teoreme 1.1 imamo da je 7 =0, za svako s € [ C R. Dalje, neka je 6(s)

funkeija klase €% g(s) 1 k(s) funkeije klase C'! tako da je

Hls) = / T{s)ds, g(s) = —sinh{0(s)), Rhi{s) = —cosh(8(s)).
Jo
KNako je 7(s) = 0 za svako s. lako nalazimo da je
f(s) = ¢ = coustant, g(s) = —sinh{c) = A, h(s) = —cosh(c) = B.

Dalkle. postoje koustante A, B € R tako da je

Asinh ( /

JO

] =

7(s) ds) — Beosh { / 7(s)ds) = 1.

S

Obratuo, pretpostaviino da postoje koustante A, B € R, tako da torzija 7(s) krive

a zadovoljava jednaéinun

(1.19) Asiud /‘5 7(s)ds) — Beosh ( /’ T(s)ds) = 1.
Jo Jo
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ca svako -~ & [ 7 R Dilerenciranjem po s relacije 11,191 dobyjawe da je

f'«h‘ (:"“ .
11,20 { Acosh | /’ r{s)ds) — Bsmmh { joTispds)) =0
4{) N

Novun diferenciranjers relacije (1.20) nalazimo da je

'

T’(A('.osh(/ T(s)ds) — Bsinhl:/ T(s)ds))+
e

J0

(1.21) —1-7-2(;lsinh(fs 7(s)ds) — Beosh( /.S T(s)ds)) = 0.

0 ae)

Tada relacije (1.19) 1 (1.21} impliciraju da je

.y " 5

7' { Acosh( / 7(s)ds) —~ Bsinh( / T(s)ds)) + 77 = 0.

S 9]

Muozenjewn poslednje jednakosti sa 71 koristedl (1.20) tmamo da je 7% = 01 otuda

7 = ) za svako s. Dalje. no¢imo vektor
12
m = + ?N + B.

pri et € BT S obzivtom da je 7 = 0 za svako s. sledi da je m' = 01 stoga je
to= constaut. Konacuo.
7
glao —m.a —m)=r"

pa a lezi ua pseudosferi S2(r). O

U teorcmama koje slede. data je analogna karakterizacija vremenskili krivily

koje leze na psendosferi $3 u prostorn Minkovskog E¥.

Teorema 1.8 (IPS1]). Neka je o ravna vremeuska kriva jedinicne brzine sa
krivinom = r{s). Tada o lezi na pseudosferi S{{r) sa centromn m u prostoru L

ako 1 samo ako je v = constaut # 0 1 vazi da je

a—m={1/rN £+ /r* —(1/6)*B.
Dokaz. Prvo pretpostavimo da o lezi na psendosferi S¢(r) sa centrom m. Tada
e

b

(1.22) gla —m.o — )=
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D
ot

za svako s € I C R. Diferenciranjemn relacije (1.22) po s, nalazimo da je
(1.23) g{T.oa -~ m) =10
Osim toga. diferenctranjem relacije (1.23) po s dobija se da je

kg(N,a —m) =1,

pde smo upotrebili odgovarajncu Frencova formulu, Sledi da je n % 0 za svako
s el CHi1daje

(1.24) g(N.ao—m)y=1/s.

Dalje, neka je dekompozicija vektora o — m u odnosu na Freneovu bazn {T..V, B}

data sa
(1.25) a—m=al +N + B,

pri cemu su ¢ = a(s), b = b(s), ¢ = ¢fs) proizvoljne funkeije. Tada relacije (1.23)
i (1.24) impliciraju da je

gT.a—m)=—a=10, g(N.a—m)=b=1/n. g(B.a—m)=rc.
Dalje. diferenciranjem relacije (1.24) po s dobija se da je
g(N oo — ) + g(N.a") = (1/x)

Po pretpostavel. o je ravna kriva. Zato je 7 = 01 koristedr odgovarapuen Frencovu
formulu imamo da je

Hg(Tooo—m) = (1/h

Tada relacija (1.23) imphcira da je (1/x) = 01 stoga je » = constant € R. S
obzirom da je 1 # 0 za svako s, sledi da je k = constant # 0. Stavise, zamenom

koeficijenata a. b1 ¢ u relacipi (1.25) dobija se da je
a—m = (1/K)N + c¢B.
Sada lako nalazime da je
gla —m a—m)=(1/w) +c* =",

odakle je ¢ = £/r? — (1/r}%. Prewa towe,

a—m={(1/k)N+\/rt —(1/r)?B.
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Obratno, pretpostavimo da je s = constant # 0 1 neka jo
e AR
a—m o= {1/k)N £ /r? = (1/5)2 B,
pri emu je o € EF proizvoljan vektor 1 » € RY . Dokazademno da je i = coustant.

m=co-—(1/k)N £+ /r?—(1/6)*B.

diferenciranje prethodue jednacine po s 1 koristect odgovaramén Freneovn jedua-

Nako je

ciu dobija se da je m’ = 0. Stoga je i = constant. S obzivom da je g(a — m o —

m) = r* sledi da o lezi na pseudosferi S3(r) sa centrom m. [

Napomena 1.1. U radu [W] data je klasifikacija prostornili, vremenskih
1 unl Wokrivih (10 keivih koje tmaju koustantuu prvu 1 drogn kriviam) w 3-
dimenzionaluow prostoru Minkovskog E?. S obzirom da kriva a(s) n Teoremni 1.8
ima prvi knvinn & = coustant # 01 dengu keivinw 7 = 0, na osnovu te Klasifikacije

sledi da je ona deo jedne ortogonalue hiperbole.

Teorema 1.9 ([PS1]). Neka je ofs) vremenska kriva jedinicne hrzine. sa
krivivom #{s) # 0 1 torzijomn 7(s) # 0 za svako s € I C R u prostoru E}. Tada a

lei ua pseudosferi S¥(r) sa centrom m ako 1 samo ako
(L) (1)) = 2,

Dokaz. Pretpostavimo najpre da o lezi na psendosferi sa centrom i i

vadijusa v prostoru B}, Tada je
(1.26) gla = a —m) =,

Diferenciranjenn prethodue jeduacine tit puta po s 1 koristedéi odgovarajuce Fre-

neove formule, dobija se

g{B.a —m)={1/7)(1/x)"

Dalje. dekompozicija vektora a — m 1 odnosn na Frene-Sereovn bazn {T, N, B}

data je sa
(1.27) a—m=al +bN + B,
pde suu = afs), b = b(s) i ¢ = ¢(s) proizvoljune funkeije. Sledi da je

g(T.a—m)=—-a=0, g(Na—m)=b=1/n. g(B.a=m)=c=(1/7){1/r).
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Prema tome. zamenom koeficijenata a. b i ¢ u (1.27) dobijamo da je
a—m=(1/k) N +{1/7}{1/x)B.
Konatno.
gla —moo—m) =r* = (1/x)" +{(1/7)(1/x))".
Obratuo. ako je
(1.28) (/)" +{(1/7)(1/R))" = r*.
pri éemu r € BT woéino vektor m € EY sa jednaéinom

(1.29) m=oa—(1/g) N —(1/7)(1/x)B.

Dokazaceine da je m = constant. Diferenciranjem prethodne jednacine po s.

nalazimo da je

m'=a" = (/)N - (1/e}y N = {((1/7)1/))' B — (1/7)(1 /=) B’
= (=7/k = ((1/7)(1/x))) B.

Diferenciranjem pretpostavke (1.28) po s, dobija se

(1.30)

(2/6)(1/6)" -+ (2/7)(1/R) ((1/7)(1/5)) = 0.

odakle je
(r/r)+ ((1/7)(1/r)) = 0.

Zamenom posleduje relacije u velaciji {1.30} nalazimo da je m' = 0 za svako s €

I C R 1stoga je m = coustant. Relacyja (1.29) mapliciva da je
gla —moa —m) = (1/r) + (1/7)(1/8)) =t
Zato kriva o lezi na psendosferi S¥(r} sa centrom m. O

Teorema 1.10 {[PS1]}). Neka je a(s) vremenska kriva jedinicue brzine sa
krivinom #(s) # 0 i torzijom 7(s) # 0 za svako s € I C R u prostoru E}. Tada o

lezi na psendosferi S#(r} ako i samo ako je
(7/n) = ~({1/7)(1/K)")".

Dokaz. Pretpostavimo najpre da kriva o leZi na psendosferi sa centrom m

1 radijusa r € RY u prostoru E}. Tada je

{1.31) gla —m,a = m) = r*,
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za svako s € [ C R. StaviSe. na osnovn Teoreme 2.1 imatio
(1.32] (1/6)° + ((1/7}(1/K)")* = .
Diferenciranjem relacije (1.32) po s sledi da je

(/) (1/6) + (171 (11 7038V =0

1 pre1ud rolne

T/ = —({L/7){1/K)")
Obratno. pretpostavimo da jednacina
r/s = —((1/m){1/R))

vazi za svako s € [ C R. Tada se poslednja jednakost moze lako transformisati u

jeduakost
(2/k)(1/5) + (2/7)(1/R) ((1/7)(1/K)")" = 0.
S obuirom da je posleduji izraz diferencijal jednacine
(1/k)* + ({1/7)(1/£)")? = ¢ = constant > 0.
mozewo nzeti da je ¢ = r%. 1 € RY. Konaéno. na osnovu teorerne 1.9 sledi da

kriva a lezi na psendosfert Si(r). O

Teorema 1.11 ([PSH) Vriewmenska kriva ofs) jediniéne Drzine sa krivinow

s} # 01 torzijonn 7(s) # 0 za svako s € I C R lezi na psendosferi S;(r} u prostora
El ako 1 sanio ako postoji diferencijabilna funkcija f(s) tako da je fr = (1/k) i
ff+r/k=0.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da o{s) lezi na pseudosferi S{r) n prostoru

E?. Tada na osnovu teoreme 1.3 imamo da je
r/h = —{(1/7){1/8)")
Dalje. definisacemno diferencijabilnu funkeiju f = f(s) sa
= (1/7i(1/x)

Stoga je f' = —7/k.
Obratno. pretpostavimo da postoji diferencijabilna funkeija f(s) tako da je
fr=1(1/x)1f" = —7/r. Dalje. posto je

= (1/m)(1/x)
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sledi da je
(1/7){1/r)) = —7/k.
Konatno. na osnovn teoreme .10 imamo da kriva a lezi na pseudosteri S7{r).
Teorema 1.12 ([PS1]). Vremenska kriva a(s) jediniéne brziue sa krivinom:

w(s) # Q1 torzijom 7(s) # 0 za svako s € [ C R lezi na psendosferi Si(r) u

prostoru E? ako i samo ako postoje konstante A, B € R tako da jeduakost

f<(,4 cos ( /

S0

.y 8

T(s)ds) + Dsin ( / T(s)ds)) =1

Jo
vazi za svako s € [ C R.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da kriva a{s) lezi na pseudosferi S7(r). Tada
ua osnovi teoreme 1.4 sledi da postoji diferencijabilna funkeija f(s) tako da je
fr=(1/8) 1 f = —7/x. Dalje, definisacemo C* funkeciju 8{s) i C! funkcije g(s)

1 1(s) pomocu

Als) = /..~3 T{s) ds,
gls) = (1/w)cosf — flsysiufd,  I{s) = {1/n)sinf + f(s)cos 6.

(1.33)

Diferencivanjemn fuukeyja 6, g 1 b po s nalazimo da je

| stoga o

(1.34) Cogls) = Al h{s) = B,

A. B € R. Prema tome, 1z relacija (1.33) 1 (1.34) dobyjamo da je
{(I/w)cost — fls)sinf = A, (1/rk)sinf + f{s)cost = B,

Muozewjein prve od prethoduill jednacdiua sa cos @, druge sa siu 1 sabiranjewn tako

dobijenili jeduacina, nalazimo da je
1/n = Acost + Bsiné.

Stoga vazl jeduakost

IS (A COS ( '/U

]

T(s)ds) + Bsin ( [sr(s)rls)) =1.

40
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Obratno, neka su A 1 B realue koustante tako da je zadovoljena jednakost

(1.35) ,,-(A('os ( /S 7{s)ds) -+ Bsin { /S T(.s)d.s)) =1
Jo

40

za svako s € [ C R. Diferenciranjem relacije (1.33) po s sledi da je

(1.36) r( — Asin(/; T(s)ds) + BCOS('[DST(S)(LS)) = (1/rY.

Dalje. definisad¢eino diferencijabiluu funkeiju f(s) sa
(1.37) fls) = —Asin ( / 7(s)ds) + B cos ( / 7(s) ds).

J 1) S0

Tada iz velacija {1.36) 1 {1.37) mmamo da je (1/x) = 7f, oduosuo
f=0/m)1/x).

Diferenciranjem relacije (1.37) po s 1 konstedt relaciju (1.35) nalazimo da je

o)

fl = —T(Acos ( /0

Konaéno, ua osnovu teoreme 1.11 sledi da kriva a(s) lezi na psendosfert Si(r). 0

T(s)ds) + BSl'll('/(;ST(S)ds)) = —7/K.

Pored prethodno navedenili teorema koje se oduose na vremenske krive, za

uil krive itnaio slededu teorenn,

Teorema 1.13 ([PS1]). Ne postoje nul krive a(s) koje leze na pseudosferi
S#{(r) u prostoru E3.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji uul kriva a(s) koja lezi na pseudosferi sa

centrom m € E¥ 1 polupreénika r ¢ RY. Tada je
(1.38) glov —m, o —m) =r?,

za svako s € I C R. Diferencivanjem relacije (1.38) po s. sledi da je
(1.39) g{T,a —m) =0

Diferenciranjem relacije (1.39) po s, dobijamo

rg(N.a —m) =0,
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1 s obzirom da je u ovom slucaju &« = 1 za svako s € [ C R, sledi da je
(1.40) g(N.a —m)=10.

Diferenciranjemn relacije (1.40) po s 1 koristed odgovarajuce Freneove formule.
nalazuno da je

79(T. o0 — m) — wg(B.a —m) = (.

5to zajedno sa relacijom (1.39) daje

(B, — ) = 0.
1 stoga Je
(1.41) g(B.a—-m)=10.

Dalje. neka je dekowmpozicija vektora a — n n oduosu na Freneovu bazu data sa

(1.42) a—m=al + 0N 4 B,
pri cewn 5w = als), b = b{s) 1 ¢ = es) prowzvolue funkeyje. Tada pomodn

relacija (1.39).(1.40) 1 (1.41} nalazimo da je
g(T.a—m)=c=0, ¢g(Na—m)=0b=0, g(B.a—m)=ua=01.
Konacuo. jednacina (1.42) unplicira da je o — m = 0, $to je koutradikeija. O

2. U teoremara koje slede dajemo karakterizacipn prostoruih. vremeuskih
i nul krivih koje leze na pseudohiperbolickom prostoru HF (r) n prostor-vremenu
Mmkovskog, koristeci Frencove jednadine za krive u tom prostoru. Pomenute krive

okarakterisane sn pomodéu svoje prve, druge 1 trece krivine.

Teorema 2.1 ([CIS]). Neka je a{s) prostorna kriva jediniéne hrzine sa
prosfornoin glavnom normalom N. prostornom binormalom By 1 sa krivinania
() # 00 ky(s) £ 0. ky(s) # 0 za svako s € I C R u prostoru E}. Tada () lezi

na pseudohiperbolickom prostoru Hi{(r) ako i samo ako je

(&) E ) - -

Dokaz. Pretpostavimo najpre da o(s) lezt na pseudohiperbolickom prostorn

Hi(r) sa centrom . Tada je

gl —m,a —m) = —r?,
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za svako s € [ C R, Diferenciranjem prethodne jednaéine po s dobijamo da je
{2.1) gl — ) =10.
Diferenciranjent relacyye {2.1) po s nalazimo da e

1
(2.2) g(N.a—m)= —-—.
l“l

pde sio upotrebili odgovarajucu Freneovu formulu. Novim difevencivanjein relacije

(2.2) po s sledt da je

L /1N
9 )= e
(2.3) g{(Bi,a —m) " (]xz)

Dalje. diferencivange prethodne jednaciue po s implicira da je

(2.4} g(Bs.a— iy = ﬁ:&(;—j+ (%(%)I)’)

U nastavku, neka je dekompozicija vektora a — e u odnosu na Freneovu hazu

{T.N.B).B:} data sa
(2.3) a—m=al + N 4 B +dB3,.

b = b(s), ¢ = c(s). d = d(s) prozvoljue Hhnkeije. Tada

pr1ocemmn s g =

als).
pownocn relacyya (2.1).(2.2),(2.3),(2.4), dobijamo da je

¢
Gl a—m)y=a=10. g(B.a—m)=-—c= #__(_) .
1 1
g a—m)=b= ——. y{By,a—-m)= —d—}.—(

3 (@)

Prema tome. zanwenom koeficijenata a. b, oo d u relaciji {2.5) sledi da je

(\—fa:*—jl—]'\-%—(lw)Bl E(z—iﬁ—(]i(l‘ll)f)l);?;

pa jednacina gla — m.a — m) = —r* mplicira

1v2 1 71NN2 1 sk 1 /1y ANT2 |
o () Y T G-
( ) ia'; f\’g ki ]»’3 (»»I{] * ltx’z }T{]) I
Obratuo. pretpostavimo da je zadovoljena relacija (2.6). Tada wozeino nociti
vektor i € EY oblika

e e te)
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Diferencivanjemn prethodue jeduacine po s 1 koristedi odgovarajnée Freneove jedua-

éine. nalazimo da e

/ k. ! b ANARY
on e () (e )

Diferenciranjem relacyje (2.6) v odnosu na . dobijamo da je

o0 GGG - G+ G ) -

Ako Dt vazila jednakost

(2.10) %(%4» (%(]—1]-))’) =0,

tada b1 zanmenow relacije (2.10) u relaciy (2.6) dobili da je

(L k)" + (1 )1/ ) = =2

sto je koutradikeija, Prema towe. sledi da je

(2.11) ;-i(%)f" [lli(?_:“* (11_<%)f)f>]’20

Dalje. zamenowm poslednie relacije u relaciji (2.8) sledi da je m/ = 01 stoga je 1 =

coustant. Wouacuno. pomoén relacije (2.7) dobijamno da je g{la —m, o —m) = —r?,

sto znadi da kriva o lezi na pseudoliperbolickom prostoru Hj(r). O

Teorema 2.2 ([CIS]). Neka je «fs) prostorna kriva jedinicne brzine sa
prostoruont glavuom normalom N. prostornom binormalom By 1 sa krivinauia
Folsy #£ 0. kols) # 0. ky(s) # 0 za svako s € I © R u prostoru E). Tada « lezi na

peeudohiperbolickom prostorn Hi{(r) ako 1 sawo ako je
i\'g 17 1 A'g 1 AN }"
]\‘2 (]C]) - [f\‘;g (;.‘] * (;\'2 (!!\1 ) ) ) .
1 sk IR EENANAN R I 712
L EED 6 -GG )

Dokaz. Prvo pretpostavimo da afs) lezi wa psendoliperbolickon prostorn HJ (1},

i ako je

Tada na osuovin teorewe 2.1 sledi da vazi relacija (2.6). Iz relacyye {2.6) lako

EEGET ) (G

dobijamo da je

2
—
2
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Osim toga. diferencirangein relacije (2.6) po s dobija se relacya (2.11).

Obratuno, pretpostaviino da vaze relacije (2.11) 1 (2.12) za svako s. S obzirom
da je jednaéina (2.11} diferencijal jeduacine (2.9), moZemo nzeti da je ¢ = —r% . r €
R*. Konaéno. na osnovu teoreme 2.1 sledi da kriva o lezi na psendohiperbolickom
prostoru Hi(r). O

Teorema 2.3 ([CIS]). Prostorua kriva a{s) jedinicue brzine sa prostoruom
elaviro 11()1'111;11()111111 N. prostornou binormalom By 1 sa krivinawa ky(s) # 0.
hals) # 0.0 ky(s) # 0 za svako s € T C R leZi ua pseudoliperbolickony prostoru

H3(r) n 1,)1'()5#0111 El ako 1 samo ako postoji diferencijabilna fuukeija f(s) tako da

: Fey N Lk / ' £y .,
=g (GG r=n@) )6

Dokaz. Ako kriva a(s) lezi na psendohiperbolickom prostora Hi(r), tada na os-

Jje

novu teoreme 2.1 imamo da je zadovoljena relacija {2.6). Osim toga, na osnovu
teorenie 2.2 sledl da vazi relacija (2.11) za svako s. Dalje, definisimo diferencija-

bilnu funkeiyjn f = f{s) powmodu

(2.13) Jle) = zi (i (71“(21?)))

Prema tome. iz relacija (2.6) 1 (2.11) lako nalazimo da je

o14) = %(}}T)’ o (g)z < (%)3

Obratuo, pretpostavimo da postoji diferencijabilua funketja f(s) tako da
relacije (2.13}) & (2.14) vaze za svako s € [ C R. Tada ua osuovu relacija (2.13)
1{2.14) lako ualazimo da su relacije (2.11) 1 (2.12) zadovoljene. Stoga na osnovu

teorete 2.2 sledi da a lezi na pseudoliperbolickom prostorn Hi(r). O

Teorema 2.4 ([CIS)). Prostorna kriva a{s) jediniéne brzine sa prostornom
glavnowm norualons N. prostornom binormalony By 1 sa koivinama by(s) # 0.
Fa(s) # 0. ky(s) # 0 za svako s € 1 C R lezi na psendoluperbolickomn prostorn
HE(ry u prostorn E{ ako i samo ako postoje koustante A.B € R tako da vaze

sledede relacije:

1/ka(1/ky) = 4+/ (Ko /ley) 511111 /‘L\;ds n’s smh(/ ].':;(ls)
)

A

B+/ (ko /kq)cosh / hsds L()Sh(/ ]\'3(]-‘5).
D 0 Jo
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[A ¥ /:(;frz/k])smh ( / ];M.s)d.s]z >

J 0

[B 4+ / By /K1) cosh ( : Ryls)ds]z +(1/ky)*

0

(2.16)

Dokaz. Prvo pretpostavimo da a(s} lezi na pseudohiperbolickom prostorn HZ(r).
Tada na osnovu teoreme 2.3 postoji diferencijabilna funkcija f(s) tako da vaze
relacije (2.13} 1 (2.14). Dalje. definisacemo C? funkeiju 8(s) i C'! funkcije ¢(s) 1
his) sa

Bls) = / hy(s)ds.
Jo
(217y  gls) = —(1/k)(1/Ey) sinhh(8) -+ f(s) cosh(d (ky/ky)sinh(f)ds,

Iis) = —{(1/8)(1/k1) cosh(8) + f{s)sinh(8 (hy/hy) cosh(f)ds.

\sc\

Diferenciranjern funkeija (s} g( 1 h(s) po s lako nalazimo da je 8'(s) = ky(s).
g'(s) = R'(s) = 0istoga je g{s) = A, h(s) = B, A, B ¢ R. Stavise. relacija (2.17)
postaje
— (17 k) (1 k) siuhi(8) + f(s) cosh(8) — / oo [Ry) sinh(8)ds = A.
(2.18) .
— (1/ky}(1/ k1) cosh(8) + f(s) cosh{#) — / (Ry/hyYeosl{@)ds = B,
Jo

Muozewjetn prve od jeduacina (2.18) sa sinli(f8). dinge sa — cosh(#) 1 sabiranjem
dobijenih jednacina. nalazimo da je zadovoljena relacija (2.15). Dalje, mnozenjem
prve od jeduacima (2.18) sa cosh{f). druge sa — smh{f) 1 sabiranjemn dobijenil

Jeduacina, nalazimo da je
. M ]1,'_

(2.19) fi(s) = (A + / L—zsiuh(F})ds) cosh(# B R / — cosh{é ds) stuhi{f).
Jo o Ml

Ivonatno, velacije (2.19) 1 (2.14) impliciraju da vazi nejednakost (2.16).
Obratuo, pretpostavimo da postoje konstante A, B € R tako da relacije
(2.15) 1 (2.16) vaze za svako s € [ C R. Pomwoéu difercuciranja relacije (2.15) po

s lmamo da je
(L) (LR = (= ko fR)) + f\g A + / by /Ry sinh ( / 1';;(1.6)4.5)
0

cosh ( /H kg(l&) — (B + /"‘ ky k) cosh ( / ks rl.s)cl.s) sinh ( /N )’.:3(].3)]
A0 . .

I 0 40

(2.20)
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Detimignno difereneijabilun funkeiyn f{s) pomodn (2.13) Tada @ relacija (2.13).
(2.15) 1 (2.20) sledi da je f" = (hs/Ra)(1/ky Y. S dge strane. pomodu relacija
(2.13). (2.16) 1 {2.20) nalazuno da je f% — {f'/ks)* > (1/k1)*. Stoga po teorenu

2.3 sledi da o lezi na pseudohiperbolickow prostoru Hi(r). O

U nastavkn. podsetime se da se prostorna kriva sa prostornom plasvuom

vortwalow: NV 1 nul binormalow By naziva parcyaelne nad krwvorn ([W1).

Teorema 2.5 {[CIS]). Parcijalno nul kriva «(s) jedinicne brzine sa kriv-
mama k{s) # 0. ky(s) # 0 za svako s € [ C R lezt cela w svetlosnoj hiperravui

prostora BV 1 ima ky(s) = 0 za svako s.

Dokaz. Koristedt Freucove jeduacine, lako nalaziimo da je oo = T, 6 = 1) V.
n o= 4A-J T—Fi-'] é\r+]\'l ]1'231 . (l = —BA']I\‘] T+(]x] —:’;;’)1\’%—(2.{\1 ]1‘1 ‘FL'] }113+f1\| }11’2!\'3 )B[ .
Sledh da st L a, o linearno nezavisnd veltori 1 da s d. a, . @ Huearno zavisii
veltori. Stavise, koristedl Maklorenov razvo] krive o dat formulom
o2 3

als) = al0) + d([l)% +a(0) - 4 6(0)

5] §+

nalazimo da o lezi cela u svetlosnoj hiperraval 7 prostora £] razapetoj vektorinia

{a(0).a(0). 7W(0)}. Prema tome, a zadovoljava jednacinu hiperravni 7, datu sa
(2.21) glads) — p.gq) =0,

pri femn je ¢ € E konstantan nul vektor i p € B}, Diferenciranjem relacije (2.21)

u oduosi na s dobija se
(2.22) g Ty =10

Diferenciranjemn prethodie jednaciue po s 1 koristedl Frencove formule. imamo da

Je

(2.23) g(N.g)=1.

Diferenciranjemn poslednje jeduacine 1 koristedl (2.22), nalazimo da je
g{Bi.q) =0,

Sledi da su ¢ 1 By kolinearn: nul vektori, t3. ¢ = AByj, A € R, Tada je g = My By =

01 stoga je ky{s) =0 za svako s. 0O

Teorema 2.6 ((CIS]). Parcijalno nul kriva a(s) jedinicne brzine sa kriv-
mmaia ky{sy # 0. kyls) # 0 za svako s € [ C R ledi na psendoliperholickom
prostoru Hi(r) ako i samo ako je (1/k2) (315} = coustant £ (.
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Dokaz. Prvo pretpostaviino da afs) lezr na pseudohiperbolickom prostoru
Hi{ry sa centrom mow prostorn E}. Tada je gla — m, o — m) = —r? pa se
difercuciranjem prethodne jednacine tr puta po s dobija jeduacina (B a — )

(—1/ky3(1/k). Novim diferenciranjein prethodue jednacine po s nalazimo da je

((L/ ko) {1/k Y)Y = 0. posto je na osuovu teoreme 2.5, ky(s) = 0.

Prewa tome.
(1/Kko)(1/k Y = coustaut = ¢, Ako jo ¢g = 0. tada je g(By. 0 —m) = 0 Sto je
kontradikeija. Zato je ¢p #£ 0.

Obratuo, pretpostavimo da je (1/44)(1/k1 Y = coustant # 01 nocino vektor

VI
Uk 1 )1 b B

o= a4 (LR )N — m

pri éewn - € RT. Diferenciranjem prethodne jednacine po s lako dobijawoe da je
m' =0, pa je m = coustant. Konactuo, gla —m.o —m) =

.
= —r7 1 premma ftowe a
lezl na pseudoliperbolickom prostorn Hy (). O

Teorema 2.7 ([CIS]). Neka je «(s) parcijaluo nul kriva jedinicue brzine sa
krivinama Iy (s) % 0. ky(s) # 0 za svako s € I C B ou prostoru E} . Tada a(s) ledi

na pseudohiperbolickom prostoru Hi(r) ako i samo ako je

sinh ( / kzd.s) / (1/ky ) sink ( / f’fzrls) ds
(.) .)_l) () A0 )
— cosh / beyds / (1/ly) cosh / hyils ) ds = 0.
(-U : ).n ] (.0 : )

Dokaz. Najpre pretpostaviino da afs) lezi ua psewdoluperbolickou prostorn sa
centroin m i radijusa r € BT w prostorn E;‘. Tada na osnovi teoremne 2.6 sledi da

je (1/h){(1/8) = constant # 0. Neka je (1/k)(1/k1}Y = ¢, 0(s) = ]0 ey (s)ds.

Tada je

SO

sinhi(#) /‘q(lfkl(s))’ sinh(#)ds — cosh(f) /*(l/ff](s))f cosli(@)ds
( Jo

-5

= ¢ ninhi(#) / Iy (s)sinh(fids — ¢ coshif) / hy(s) cosh(f)ds
Jo

S
= sinh(é’)/ {cosh{#)) ds — cgcosh(f) / {sinh(8)) ds
Jo Jo
= 0.

Ohratuo. pretpostavimo da vazl relacija {2.24). Neka je 8(s) = [(; by (5)els.
Tada diferenciranjem relacije (2.24) po s mnamo da je
(2.25)

ki

coshif} /m(l/kl ) sinh(#)ds — sinh(#) / (1/k1) coshi@)ds = (1/ky)(1/ky Y.
YAV (

JA)
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Dalje. diferenciranjem prethodue jednatiue po s 1 koristeél (2.24) dobijao da je
{1/ Ro (s)){(1/ R {s})") = 0. Sledi da je (1/k2(s))(1/k1(3)) = constant = ¢;. Ako je
ey = 0. tada se odnzimanjemn relacije (2.25) od relacije (2.24) dobija kontradikeija.
Prema tome, g # 0. pa ua osuovu teoreme 2.6 sledi da « lezl na pseudohiper-

bolickom prostorn Hg(r). O

Napomena 2.1. U slucaju kada je a(s) prostorna kriva sa vremenskoi
glavnow normalom N. moze se dokazati da vaze teoreme analogne tcoremaina
2.1.2.2.2.3. 2.4 u prostorn £}

Podsctimo se da se prostorna kriva sa 1wl glavinom normalom NV w prostorn

E naziva pscudo vl brwom ([W]). Za takve krive. dobijeni sicslededi reznltati,

Teorema 2.8 ([CIS]). Neka je a(s) pseudo nul kriva jediniéne hraine sa
kvivinama ky(s) = 1 ko(s) # 0. kyls) #£ 0 za svako s € I C R u prostorn
El. Tada a{s) lezi na pseudohiperbolickom prostoru H3(r) ako i samo ako je
Ly(s)/ky(s) = constant < 0.

Dokaz. Najpre pretpostavimo da a lezi na psendoliperbolickom prostorn
H3(r) sa centrom m u prostorn £7. Tada je gla —m,a — ) = —r% pa ti

uzastopua diferencivanja prethodne jeduadine po s daju sledeée jedunacine:

{2.26) gla —m.T)=10.
(2.27) g(N.oa—m)= —1.

(2.28) g(By.a —m) =10,

b3
D
(o]
—

g(Bu,a —m) = —kg/ky.

Stavise. difercuciranjem poslednje jednadine po s. nalazine da je

(2.30) — (T —m) = lag(By. oo — iy = —{hy k)

Koristedd {2.26) 1 {2.28) dobtjamo da je (ky/ky) = 0. Sledi da je ky/hy =
constant = ¢g. ¢y € R. Dokazacemo da je ¢y < 0. Uocimo dekompozicijn vektora

a — m u oduosu na Freneovu bazn {T.N. By, By} oblika

a—m=ual 0N + B, +dBy.
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p1ri cemnn su a = a(s). b = b(s), ¢ = ¢s), d = d(s) prowzvoljue funkeije. Tada
pomoéu relacija (2.26), (2.27), (2.28), {2.29) lako nalazimo da je g(T.a — m) =
a=0,g(Na—-—m)=d= -1, g(By,a—m)=c=0, g(Bs,a—m)=b= —c¢.
Otuda je a —m = —¢gN — By, pasledi da je g(a — m, o —m) = 2¢g = —r* i stoga
Je e < 0.

Obratuo, pretpostavimo da je kz(s)/k2(s) = constant < 0. Neka je k3/k»
= —*/2. ¢ € RT i woéimo vektor m = a — (r*/2)N + By. Diferenciranjem
prethodue jednaéine po s nalazimo da je m’ = 0 pa je m = coustant. Stavise.
gla —m.a —m) = —r? 1 prema tome « lezi na pseudohiperbolickom prostoru

Hij(r). 4

Teorema 2.9 ([CIS]). Neka je a(s) pseudo nul kriva jediniéne brzine sa
Erivinama ky(s) = 1, ks(s) # 0, ky{s) # 0 za svako s € [ C R u prostoru E},
Tada a lezi na pseudohiperbolickom prostoru H:{r) ako i sarno ako vaze sledece

dve relacije:

sinth (/US k;;ds) ‘/0.5 ko sinh (/0’ k3(l.5‘) ds

(2.31) a. 5
— cosh (/ k;;ds) / ks cosh ( / kgd.s) ds = 0,
0 0 Jo
cosh (/ Icgds) / ko sinh ( / kg(ls) ds
(2.32) o Jo Jo

< sinh (/0 kgrls) /03 ky cosh (‘/; kgds) ds.

Dokaz. Ako a lezi na psendohiperbolickomm prostoru H (1), tada na osnovu teo-
reme 2.8 mmamo da je ky{s)/ky(s) = constant < 0. Neka je ky(s)/ks(s) = —c&,
¢y € Ro. 8(s) = [, ks{s)ds. Dalje, lako nalazimo da je

sinh(#) / ke sinh(8)ds — cosh(8) / fey cosh(f)ds = 0.

40 JO

Osim toga, diferenciranjem prethodne jednaciue po s, dobijamo da je

ko /ky = —¢f = cosh{#) / | ko cosh{8)ds,

J0

iy sinh(6)ds — simh(8) /

Jo
L stoga Je

cosh(#) / Fy sinh(f)ds < sinh(8) / Ry cosh{#)ds.
Jo Jo
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Obratuo. ako vaze relacije (2.31) 1 (2.32). neka je 6(s) = ]u ks(s)ds. Difer-
cuciranjern relacije {2.31) u odoosu ua s. nalazunoe da je

P

{2.33) ey /ky = cosh(#) / ko sinh{8)ds — sinh{#&) | ky cosh(f)ds.

0 to
Noviw diferencivanjem prethodne jednacine po s 1 koristeci relacyu {2.31) dobyjamo
da je (ky/ky) = 0. Stoga je ky/ky = constant = ¢y, ¢p € R. Dalje. iz relacija
(2.32)1(2.33) sledi da je ¢ < 0. Konaéno, na osnovu teoreme 2.8 sledi da « lez

na pseudohiperbolickom prostoru Hi(r}. 00

Teorema 2.10 ([CIS]). Ne postoje vremenske i nul krive «fls) koje leze na

pseudohiperbolickom prostoru HE u prostoru E}.

Dokaz. Ako je a(s) vremenska kriva jediniéne brzine koja lezi na pseudo-
hiperbolickont prostoru sa centrom e 1 radijusa r € R u prostorn E7, tada je
glao — m.a — m) = —r*. Diferenciranjemn prethodne jednaéine po s sledi da je
g{T.ao — m) = 0. Dakle. T'1 a — i su dva vremeuska medjusobuo ortogonalna
vektora u prostoru E7. §to je kontradikeija. Ako je a(s) nul kriva koja lezi na pseu-
dohiperbolickom prostoru HE(r). tada na shiéan naéin sledi da su nul vektor T i

vremenski vektor a —m ortogonalni vektori u prostoru E7. §to je kontradikeija. O



GLAVA 3

KLASIFIKACIJA KRIVIH TIPA 2
U PROSTORU MINKOVSKOG E;

1. Pojam podmuogostrukosti konacnog tipa definisao je B. J. Cen oko
1980--te godine. sa ciljem da se pomocn njega odredl pojam “stepena” podm-
ngostrukosti Euklidskog prostora E™. odnosno da se odredi sto holja proceua
rotalue sreduyje krivine kompaktuih podmnogostrukosti 1stog prostora.  Naime.
svaka Rimanova mnogostrukost se moze realizovatl kao podmnogostrukost Euk-
Lidskog prosrora pornoén 1zometriécuih nnerzja. Preciznije. na osuovn Nesove teo-
rente. koja je dobijena 1954, godine. svaka “apstraktua” Rimanova muogostrukost
(M. g} moze se realizovati kao podmnogostrukost {(dovolno dimenzionalnog) Euk-
lidskog prostora E*' 7. Stoga je bilo potrehno definisati pojam “stepena” poduino-
costrukostt Euklidskog prostora. U town ciljn, najpre je dokazano da se pomodn
indukovane Rimanove strulkture na podmuogostrukosti. svako) podmunogostrkosti
moze pridruziti par dobro definisanih brojeva p i ¢. Par [p.¢l. prl €emn p € N.
p < g < +oc. naziva se redorn podmnogostrukostt M. Precizoije. p je dongi red.
a g gorny red podmnogostrukosti. Prema tome. podmuogostiukost je konaénog
tipa. ako e wjen gornp red konacan 1 oua je beskonadnog tipa. ako je njen gornji
red Leskonacaw. B. J. Cen je u radu [C] brojeve p i ¢ definisao na slededi nacin.

Neka je (M. g) kompaktua Rimanova nmnogostrukost sa Levi-Civitinom
koncksijonn ¥, Neka je A = —tragV? Laplasov operator mnogostrukosti 3. t].
elipticki diferencijalnl operator na prostorn svih glatkih funkeija C™(VW) muo-
vostrikostn M.

Pornato je da sopstvene vreduosti Laplasovog operatora obrazign diskretan

heskonacan iz

0:/\Q</\1</\2<.../3C.

Neka jo Vo = {f € C(M) : Af = Ay f} sopstveni potprostor koji odgovara

sopstveno] vrednosti Ay, Tada je Vi konacno dimenzioni potprostor. Neka je na
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prostorn C M) defiuisan unntrasup prowzvod <. > pomocn

(1.1 < f.h >:/ FhdV,
J AT

pri cemu je 417 zapreminskl element mnogostrukosti (M, g). Tada je C™(M) =
2V ode Je 10 kompletivant prostor >0, 1.

S
[

Ciznaciuo sa fr projekenu fnkeyge £ {3 na porprostor 1. Tada

unawo sledecn spektralny debompozieyin

(1.2) F=> 1

S obzirom da je prostor 15 dimnenzije 1. za svalin nekonstantnu funkeiyju f postoji

pozifivan ceo broy p > 1. tako da je f, # 01

f - f() = Z]Lf
i>p

pri cemu je fu € 1y koustantua tunkeija. Ako postoji beskonaéno mnogo f, # 0.

uzima se da je ¢ = +2c. U protivnom. postoji ceo broj ¢ > p tako da je f, # 01

4
(1.3) F=Fo=>

I=p

Ako dopustune da je ¢ = +2¢. dobijano dekowmpozicijun (1.3) u opstem sluéaju.

Skup
(1.4) T(f)=A{tecN: fi #0}

naziva sc redom finkeije f. Najmanji element skupa T(f} je dongt red funkeije f. a
supremn skupa () je gornge red funkeije f. Funkeija fje konadnog tipa. ako je
skup T{f} konacan. odnosuo ako njena spektralna dekompozicija (1.2) sadrzi samo
konacno mnogo ne—uula izraza. Inace, funkeija f je beskonacnog tipa. Funkeija f
Je tepe k.oako skap T(f) sadrzi tatuo k elemenata.

Preslikavauge » : M — E™ je izometridéna vnerziga Rimanove muogostiukosti
Mo ou Euklidski prostor E™. ako 1zvod preshkavanja +. tj.  preshkavamge o,
LM =T,
£ izonetricna nnerzija kowpaktne Rinanove wopostrukosti n Enklidsk pro-

(E") fuva skalari proizvod raugentuith vektora, Neka je o - M —

stor E™ 1 ueka Je o = (). owpg ). prl cemnt Je oy A = 1000m. A ta Enklidska
koordinatna fuukeija muogostrukosti /. Tada Je

g

by — (J'__l)(_) = Z (-".4).’

=pa
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Za1zowmetricun unerzign o Mo — B oneka je
p= in\f{p,l}\ ¢ = sup{g.i}.
; 1

pri cemn je g — {wgdy # 0. Lako se vidi da sn brojevi p i g dobro defimisane
geoinetrijske invarijante 1 da je p pozitivan ceo broj. a ¢ je i +-¢ 1li ceo broj > p.
Dakle. za izowetricnu imerziju » @ M — E7 nnamo sledecn spektralun

dekompoziciym u vektorskom obliku:
q
2 o= e
(1.9} o+ f

Neka je
T(i) = {f - I\'r() by ?é ()}

Ierzija + 11 podinnogostrakost AL je fipa k., ako sknp T(r) sadrzi tacuo b eleme-
nata. Na slicau nacin kao za glatke fuukeije f e CT (). mognde je definisati
donji 1 gornji ved iwerzije o0 Na ta) nacin. dobijagu se sledede dve definieije.
Linerzija o+ je honainog tipe, ako je njen gornji red ¢ konacan broj: merzija + e
heskonacnog fipa. ako je mgen goruji red ¢ = +00.

Za podmuogostrukosti konacuog tipa imamo 1 sledeén ekvivalentun defini-
cipn. Podmmnogostrukost 34 je konacnog tipa (konacnog Cenovoy tipa) ako se vok-
tor polozaja X te podinnogostrukosti moze napisatl kao konacua suma sopstyveuth
funkeija xg. x5, ... % Laplasovog operatora A podmnogostrukosti M, Drmguu

recima. ako je
k

X = xy X;, AX, = A
=1

pri connt s { A AL A} sopstvene vreduosti operatora A

Napeduwostavnije podmupogostrukosts konacnog tipa su krve kouacuog tipa.
Kriva a(s) parametnzovana fnukeyjom duzine luka s n Buldidskowy prostorm E™
je konafnog tipa k. b € N, ako njen Laplasov operator A = —d*/ds? ima tacno &
sopstvenill vrednosti {A;.. .. . Ag} koje s medjusobuo razlicite. Ako je jedua od
sopstyenih vreduosty LA 00 A} jednaka nadi keiva afs) je nad tipa k.

Prema tome. jeduaéina prozvoljne krive a konatnog tipa v prostorn £
glasi:

&

(1.6} als) = ag + bos + Z(a, cos(ts) 4 by sinfis)).

=1

pri dennt su Ay = 0.0 Ay = 7, F = 1.2k sopstvene vreduosti. 5. cos(fs). sin(fs)

sopstvene faukelje Laplasovog operatora A krive a1 ag by o by € BV Ako jo
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by = 0.1 |ad]* + Be]1? # 0 v relaciji (1.6). kriva o je zatvorena kriva tipa k. Ako
je Do 2 01 Hagl|? 4 |be]]* #£ 0 rvelaciji (1.6), kriva « je otvorena kriva nul tipa
fe4 1.

Neka je sada a{s} kriva u prostorn Minkovskog £7 . paranetrizovana funkei-
jom dnzine Inka s. Tada je Laplasov operator krive a(s) oblika N = £d%/ds?,
Njegove sopstvene funketje su funkcije s, cos{as). sin(as). shias) 1 ch{as). Po
definieiyi. jeduacdina proizvoljne krive o konacnog tipa n prostorn Minkovskog E|f
glasi:

k)

afs) =ap +bps + Z(u, cos{prs) + besin{pes))
=1

ko
+ Z((',ch(q,.s) + dishigrs)).

t=1
pri cewn ag, bg, ag by dy € Ef 1 gde su Q) < py < 0 <pe, s 0 < < < gy
sopstvenc vrednostl Laplasijana A krive o, Posebuo. ako je &y + ky = & by = 0.
i ako vazi bar jedua od relacija [|a ][* + [|B/]]* £ 0. Vedl]* + ||dl]* % 0. kriva «
jo tipa k. Stavise. ako je by 4+ ks = k. by # 0.1 ako vazi bar jedna od relacija
el [” + [10e] % £ O el |* + e ]]* 0.0 kriva e je nul tipa &+ 1.

U ovo) glavi klastfikovane su sve prostorne 1 vremeuske krive tipa 2 koje

leze cele u d-dimenzionom i 5-dimenzionomn prostoru Minkovskog. U radu [C] je
dokazano da je proizvoljna kiiva tipa & sadrzana u najvise 2k-dimenzionom pot-
prostoru prostora £7. §to ckvivalentno vazi 1 za krive tipa & w prostorn Minkovskog
E Dalkle, prowzvoljna kriva tipa 2 v prostorn Minkovskog EV sadrzana je n na-
Jvise 4 dimenzonom potprostoru prostora L' pa sledi da dimenzija n prostora
EY ujje veca od 5. Prostorue 1 vremenske krive tipa 2, koje leZe cele u prostoru
Minkovskog E7, klasifikovane su u radu [W]. Prema tome, u ovoj glavi klasifiko-
vajem krivili tipa 2 n prostorima E} 1 7. kompletirana je klasifikacija tih krivik

1 prostorima Minkovskog.

2. Sada navodimo neke najvaznije rezultate 1z teorije kyvih konacnog tipa
1 Buklidskin prostorima 1 prostorima Minkovskog koj sn do sada dobijewd. S tiw
n vezl. najpre dajemo teoreme kojiia su okarakterisane Euklidske krive konacuog

tipa.

Teorema 2.A ([C'1]). Neka je 4 : S'(r) — E" zatvorena glatka kriva u
prostoru E*. Tada je 5 kriva konacuog tipa ako 1 sawo ako jo Furijeov razve)

svake koordinatne funkcije krive v konacan.

Za ravue Euklidske krive konatnog tipa. najvaziuji rezultat je sledeca teo-
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reinla.

Teorema 2.B ([CLl]}. Ravna kriva je konacuog tipa u Euklidskom prostoru
E" ako 1 samo ako je tipa 1. odnosno ako 1 samo ako je ona otvorem deo kruga il

prave nge

Za e ravie krve konaénoe ripa n prostorn E L situactja je potpuno drueacia
2l 1 Ja )¢ ] gatl

nego u reorenu 2.B. O rome govorl sledeca teoremmna.

Teorema 2.C ([CDDVV)). Za svaki prirodan broj k € {2.3....} u prostoru

F? postoji beskonacno mnogo ne ekvivalentnil krivih tipa k.

Teorema 2.D ([CDV]}. Zarvorena kyiva tipa 2 n prostoru E" jo zatvorena

W -kriva I zatvoreua kriva ¢iji brojevi frekvencije stoje u odnosu 1: 3.

IKrive tipa 2 n prostoru E7 su klasifikovane 1 pri tome je dobijen slededi

opstiji rezultat.

Teorema 2.E ([DPVV]). Kriva fipa 2 u prostoru E7 je zarvoreua kriva ili

7 kriva.
Stavise. klasifikaciona teorema za krive tipa 2 je sledeca.

Teorema 2.F ([DPVV]). Neka je ~ : [0. L] — E" kriva tipa 2 koja lezi cela

n prostoru EY. Tada i je n = 3 1~ je kruzua Lelisa ii je kongruentnua sa krivom
~(5) = a(\/123sin{ps). — 3 cos(ps) + cos{Ips). — I sin{ps) + sin(3ps)).

pri femu je o = 1/(p(3-+3)), 3 € B ili jen =4 i~ je W-kriva ili je kongruentna

sa krivoin

S(s) = al V128 smipls — #)). /123 cos(ps). —dcos(pls + 28)) — J cos{ps) + cos(3ps).
— s p(s + 268)) — Fsin(ps) + sin(3ps)).

pricemmjo 4.8 € BT A€ Riap = 1/%)’ +d43)2 —13dsin” 6.

Posebno. za otvorene krive komainog fipa u prostoru E*. imanio slededi

rezultar.

Teorema 2.G ([DPVV]). Neka je 4 ofvorena kriva u prostoru E®. Tada :
(1) kriva ~ je tipa 1 ako 1 samo ako je ~ prava linija:

[

(11) kriva ~ je tipa 2 ako i samo ako je ~ desua kruzua hehsa

|
L
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Krive konacuog tipa mogu lezati na kvadrikama u Euklidskom prostorn.

Specijalnoe, za krive konacnog tipa koje leze na sferi, nnamo sledede tr1 teoreme

Teorema 2.H ([CDDVV]). Svaka zatvorena prostorna kriva konacénog tipa
roja ez ua dvodienziouoj sfert S* n prostoru E* je kriva tipa 1 @ prema tome

Jo krug.

Teorema 2.1 ([CDDVV]}. Svaka kriva konacuog tipa koja lezi na trodimen-
zionoj sferi 5% u prostoru E* je ili kriva tipa 1 1 prema tome krug. ili zatvorena

W okriva rauga 4.

Teorema 2.J ([(CDDVV)). Neka je n > 2 prirodan broj. m € {1.2.....2n—1}
I ueka je = kriva konacnog tipa koja lezi na nr -dimenzionoj sfert 5™ u prostoru
E?" i éfje su prve n — 2 krivine konstantne. Tada je o zatvorena W -kriva najviie

ranga m + 1 ako je m weparan broj. ili m ako je m paran broj.

Krive konacnog tipa koje leze na kvadrikama razhéitim od sfera. okarakter-

1sane st u slededim teoremama.

Teorema 2.K ([DDV]}. Neka je v zatvorena kriva konacuog tipa koja lei
na nekoj kvadricl Q) u prostoru E?. Tada je

(1) kziva - kang. i je

(2} kvadrika Q jedua od slededih povrsi: obrrud elipsoid. obrtui jeduograni

ili dvograni laperboloid. kruzui kouus.

Specijalino. za zatvorene krive tipa 3 koje leze na kvadrikania u prostorun E7.
nname sledede klasifikacione teoreme.

Teorema 2.L {[PVV1]|}. Neka jo o zatvoreua kriva tipa 3 koja lezi na
obrtnom elipsoidu 1 prosroru E*. Pretpostavimo da za sopstvene vrednosti krive
~ovagl py < gy << py. Tada je:

(1) 2py = py + pa;

(i} do na izometrije prostora E*. jedunacina elipsoida £ se mwoie napisati u

oblikn

2
B v )5 . .
Ayt P2 .x_ (v 4 v}
PP

(11} kriva ~ woze se parametrizovati duzinom luka s. tako da lma jednaciun

~(s) = (wcos{pys/r) — veos(prs/r + 8} usin{pss/ry + ccos(pys/r + 8).
2/ mpsurcos(pes/r 4 6/2  pa).

pri éennu je r = pyu 4+ pyr.owr € RTO6€(0.27).
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Teorema 2.M ([PVV2]). Neka je v zatvorena kriva tipa 3 koja lezi na obrt-
nom jednogranom hiperboloidu H u prostoru E*. Pretpostavimo da za sopstvene
vrednosti krive n vazi py < py < p3. Tada je:

{1} 2py = ps — pv i do na izometrije prostora £* jednadina hiperboloida H se

moze napisati 1 obiku

=
2, 21 2 2

£y = 0= —w)
baps

a kriva ~ se mioZe parametrizovati duzinow luka s tako da njena jednacina glas

~(s) = (ucos(pys/r) + weos{pys/r + 0 usin(pss/r) + wsin{pys/r + 8.

3/ pipsurcosipys/r— 872/ p ).

pri femu je v = pyu + pyw. w,w € BY 6 € [0.27]:

(il) 2p» = py — p: 1 do ua ometrije prostora E° jednacina hiperboloida H
noze se napisarl u obliku

2

2 2 P

4yt — 2= {u— w)
P13

2
\

a kriva - woze se parametrizovat] duzinom Iuka s tako da njena jednacina glasi

~{s) = {ucos(pss/r) + weos(ps/r + 6) . usin{pgs/r) + wsin{prs/r + 6.

2/ prpsun cosipas /v — 8/25/ pz )

pricemrnt je 1 = pyu + prw. uow € RE L8 € [0.27)

Teorema 2.N ([PVV2]). Neka je v zatvorena kiiva tipa 3 koja leZi na
obrtuowm konusu C u prostoru E®. Pretpostavimo da za sopstvene vrednosti krive
v vazl p1 < py << ps. Tada je:

(i) 2p1 = ps — ps 1 do na izometrije prostora E* jednaéina konusa C moze se
uaplisati 1 oblikn

2= 0.
Peps

a kriva 5 moZe se parametrizovatl duzinom luka s tako da ujena jednacina glasi

(s} = (u(cos(pys/r) + weos(pys/r + 8)). w(sin(pys/v) + sin(pas/r + ).
20y ps cosipysir —8/2y py).

prifernu je r = u(py + p3). u € Rg. g ¢ {0.2x]:
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(i) 2py = py — p1 1 do na izometrije prostora F*. jednacina konusa C moze
se napisati u obliku
; 2 Py e
A j,. L. 01
P1ps
A kriva & moZe se paraimetrizovati duzinom hika s tako da njena jednacina glas:

~ ) = dulcos(pas/r) = weos{pys/r G ulsin(pys/r) + si(prs/e 4+ 03
2u/prps cos(pesier —8/2) pa ).

priocenau je r = ulpy + p3l. v € R:. A e 0. 2x).

Ne postoje zatvorene krive tipa 3 koje leze na paraboloidima n prostoru E?.
Jedine krive konacnog tipa koje leze na paraboloidima sn tipa 11 to su krmgovi
{([DDV]). D. Bler je dobio potpunu klasifikaciju svih zatvorenih krivih tipa 3 koje

leze cele u prostoru E7.

Teorema 2.0 ([B]). Zatvorena kriva tipa 3 u prostoru E* je ili kriva koja
lezl na obrtnoj kvadrici ili kriva éiji brojevi frekvencije stoje u odnosu 103 : 7 1
takva kriva pripada 3-parvametarskoj familiji krivih. ili kriva ¢iji brojevi frekvencije
stoje n odnosua 1 0 3 51 takva kriva pripada d—parametarskoj famuiliji krivih. Neke
od krivih sa brojoviina frekvencije 103 0 5 1l 10 3 ¢ 7 takodje leze na obrenim

kvadrikaria.
Za zatvorene kiive tipa 3 koje leze cele n prostoru E* | mamo sledeé rezultat.

Teorema 2.P {[PV]). Ako je v{s) kriva tipa 3 u Euklidskom prostoru E*.
tada jo paranerar py jednak nekom od brojeva 2py + py. p1 + 2po. 2py — v 1 kziva
pripada nudtiparametarskoy familipi krivihie i brojevi frekvencije stoje u oduosu

1:3:91 kriva pripada 3- parametarskoj familiji krivih.

Takodje je dobjena klasifikacija svih zatvorenih krivih tipa 3 n Euklidskim
prostorima E° 1 E%. Zime je kompletirana klasifikacija svih zatvorenih krivih tipa

3 1 Euklidskom prostoru E7. Navodimo pomenute rezultate.

Teorema 2.Q {[PV1]). Ako je (s) kriva tipa 3 u Euklidskem prostorn E?.
tada +{s) pripada k- parametarskoj familiji krivih. pri éemu je k jedau od brojeva
4. 6. 9. 11, 13 1 vazl jedna od jednakosti py = 3p1. p3 = 3p1.3p2.2p1 + p2. 2ps +

PZpy —py.

Teorema 2.R ([PV2)). Ako je ~(s) kriva tipa 3 u Fuklidskow prostorn E°.
tada ~(s) pripada k' parametarskoj fainiliji krivih. pri cemu je b jedan od brojeva
3.6.8 13.15. 17.
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Sada navodimo teoreme kojima su okarakterisane krive konacuog tipa n pros-

torn Minkovskog.

Teorema 2.5 {([DVVW]). Svaka kyiva konacnog tipa u ravai Minkovskog E7
Je tipa 11 stoga je ona otvorenl deo ortogonalue hiperbole i otvoren: deo prave

lingje.

Teorema 2.T ([W]). Ravua kriva tipa 2 koja lezi u svetlosuoj ravid prostora

EV je prostorna kriva wil tipa 2.

Teorema 2.U ([W]). Do na izowetrije prostora E. ne ravna kriva a u
prostoru E? je kriva nul tipa 2 ako 1 samo ako je o deo jedne od slededil krivih:
aj # |b];

(i1} a(s) = {ocoshs.asiuh s, bs).  a,b e Ry. || #)b|:
(1i) (s} = (asiuh s, acosh s, bs}.  «, b€ By, la| # D]

(i) afs) = (as.bcos s, bsins). a.b € Ry,

Napomwenimo da n prethodnoj teoremi kriva oblika (1) lezi na kruzuow cilin-

drt, a krive oblika (i) 1 (it1) na hiperbolickom cilindrn u prostorm EY.

Teorema 2.V ([W]}. Do na izomwetrije prostora Ej ne ravua kriva o sa
obe sopstvene vreduosti Laplasovog operatora razlicite od nule je kriva tipa 2 u
prostoru EY ako 1 samo ako je o deo jedue od sledeéil krivih:
(1} afs) = (psins.ecoss + acos 3s, esin s 4+ asin 3s),
pt = 12a¢ = 0. a,e,p € Ry;
(i} a(s) = (acoshs = Absinh s — 4ee® | ~beosh s — Aasinl s +4ce® ™ 240,
d? ~G6{u—=b)e=0,a,b.e.d € Ry, A& {~1,1}:
(1) a(s) = (ae” 4+ beosh 3s, ae” 4 hsinli 35, ce ™),
¢t 4 Gub =0, a.b.c € Ry:
(iv) a(s} = {ecoshs + acosh 3s. esinh s + e sl 35, peosh s).
p? 1206 = 0. a,p.e € Ry:
{v) a{s) = {ecosh s + acosh 3s, esinh s + o sinh 35, psinh s).
p? 4 12ae = 0, «, p,e € Ry;
(vi) a(s} = {ae> + bsinh 3s. ae® + beosh s, ce ™),
t —Gal =0, u.b.c € Ry:
(vir) a(s) = (esinh s + asinli 3s e cosh s + a cosh 35, pcosh s).
p4—12a¢ =0, p.e,u € Ry;
(viii) a(s) = (esinh s 4 asinh 35, e cosh s + acosh 3s, psinh s),
2

p° —12ae = (0, p.e,a € Ry.
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Osim krivih tipa 2. n prostorn £ klasifikovane su i krive tipa 3. Ta klasi-

fikacyja dara je u slededimn teoremarma.

Teorema 2. W ([S]}. Ravna kriva tipa 3 koja le7i u svetlosnoj ravni prostora

E3. e prostorna kriva nul tipa 3

Teorema 2.X ([S]). Prostorna ili viemenska ne ravna kriva « je kriva nul
tpia 3 u prostoru Y ako 1 samo ako njem brojevi frekvencije stoje u odnosu 1 2
1 kriva pripada jednoj od tri 3—parametarske fanulije takvih krivih. ih jednoj od

trl 4-parametarske familije takvih krivih.

Teorema 2.Y ([S]). Prostorna ili vremnenska ue ravna kriva o tipa 3 sa obe
sopstvene vreduosti Laplasijana A razlicite od nule u prostoru E} . je ili kriva koja
lezi na obrtuoj kvadrici u prostorn Ej. ili pripada 4-parametarskoj ili jednoj od
dve 2 -parawetarske familije krivih ¢iji brojevi frekvencije stoje 1 odnosu 1:3: 7.
ill pripada jeduoj od tr1 4-parametarske il jednoj od dve 5--parametarske familije
krivili éj1 brojevi frekvencije stoje u odnosu 1 3 5. i pripada jednoj od tri 2
paratnetarske famlije i jeduoj od dve 3 -parametarske familije krivih ¢iji brojevi

frekvencije stoje u oduosu 1: 2 : 3.

3. Poznato je da je prostor E? sadrzan u prostoru E} kao njegov vremenski
potprostor. t]. kao njegova vremenska hiperravan. Prema tome. ako je a kriva
tipa 2 n prostoru E?. oua je takodje kriva tipa 2 m prostoru EJ. S obzirom
da su prostorne 1 vremenske krive tipa 2 1 nul tipa 2 koje leze cele 1 prostoru
E} klasifikovane u radu (W], mi éemo najpre klasifikovati pomenute krive pod
pretpostavkorm da one leze cele u prostoru Ef. a ne leZe u njegovoj vremenskoj

hiperravui. Ta klasifikacija data je sledeé¢im dvema teoremama.

Teorema 3.1 ([S|). Neka je a(s) prostorua ili vremeuska kriva jedinicue
brzine. sa jedpomw sopstvenom vrednoséu Laplasovog operatora A jednakorn nuli.
koja lezi ccla u prostorn E I ne lezi u njegovoj vremenskoj hiperravni. Tada je
do na izometrije prostora Ey. « kriva nul tipa 2 ako 1 samo ako je a deo jedne od

slededih prostornih kruznih helisa:
(1) als) = (0 nes. e cos(ps)y. nsin{ps)).  m*+pn? =1. p€ N.m.n € Ry
(2) afs) = (ms.ms. ncos(ps). nsin{ps)). p’n*=1. pe€ N.n.n < Ry.
Dokaz. Pretpostavimo da kriva a(s) zadovoljava pretpostavke teoreme 1

neka je a(s) nul tipa 2. Tada se kriva a{s) moZe napisati u jednom od sledeéih
oblika:
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() ofs) =a+bs + ccos(ps) + dsmips})
(b)Y als)=a-+bs+ccoships) + dsinhips):

pri cemu p e Noahoe.d € RV Dalje. pretpostavimo da je o = (0.0.0.0} do ua
translaciyn 1 weka je b = (b by by by), ¢ = {er.coesieq) o d = (dy.dy.dy dy). U
nastavkn, razmotricemo shnéajeve {(a) 1 {d).

Slucaj (). Posto je gla’. ') = 41 1 s obzirom na linearnu nezavisnost

funkeija sin(r) 1 cos{ar ). dobija se slededi sistem jednadina

(1) g(b.b) + "-.—i)'z—{.rj(('.(')+f)'((]‘r])) = 1.
3) yle.c) —gld.d) = 0.
S obzirom na kauzalul karakter vektora ¢ 1 d. razlikujemno tri podslutaja:

{aDyglee)y =gld. Dy > 0 (a2 gle. oy = gld.d) = 0 (@ 3) gle o) = g{dod) < 0.
(.1} Mozewo pretpostaviti da je ¢ = (0,0.¢5.0). d = (0.0.0.¢3). ¢y # 0.
Jedunacina (2} hnpliciva da je & = {0y .0y, 03, 0). Ako je U prostorui vektor. neka je

by = psinhi(yp), by = peoshiip), p € Ry.p € K. Tada je kriva a oblika

afs) = (pssiuhi(p). pscosh(p). ¢y cos(ps). ey siulps))

coshi{e) sinh{p) 0 0

stuli{y)  cosh(yd 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

= (0. ps. ey cos(ps). ey sinips))

Prewa tome, do ua tzometrije prostora F. kriva o je prostorna kruzna helisa
) 1 .
koja lezi cela n prostorno] liperravul prostora £ pri eemn iz jeduacine (13 sledi
] . i )
p* 4+ pres = 1. Dalje. ako je b vremcunski vektor. ucka je by = peoship). by, =

psiuh{p). p € Ry, p € R Tada kuiva a ima jednacinn

a(s) = (pscoshiy), pssinh(p), c3 cos(ps). ey sin(ps))

coshiyp)  smli{y) O 0

T U _ siuh(y)  coshiy) ¢ 0
= (ps. 0. ey cos{ps), eg sin(ps)) 0 0 1 0
0 0 0 1

Do na izometrije prostora B kriva a lezi cela 1t vremensko] hiperravni prostora
E!. sto je kentradikeija sa pretpostavkon teorente. Konacno, ako je b nual vektor.
ucka je b= (b b 0.0). by # 0. Tada kiiva o glasi

als) = (s bysoegcos(ps). ey sin{ps)).
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W]

pri cenn jeduacina (1) daje p“ci = 1. Prema tome. o je prostorua krnzua helisa
sa nul osom koja lezi cela u svetlosnoj Liperravui prostora ET.

(¢.2) U ovow podslucaju. ueka je o = (¢;.0.000y) d = {0,004y ). pr1oeenm
ey 1y wsu oba Jeduaka nulis Jednaciua {2) maplicira b = (b 0y 0y.0)). Neka je

by = peos{p). by = psin(p}. p € Ro.p € . Tada je o oblika

aels) = (bys + cycos{ps) + dy smps), pscos(p). pssin{ 2],
Ins + ¢y cos{ps) + d; stu(ps})

= (Dys 4 cycos(ps) + dpsm{ps). ps. 0,

1 0 0
0 cos{y) sy
0 —sin(y) cos(c
0 0 0

—
—

o)

hys + ¢y cos(ps) + dy siups)) )

‘Fs
—_

akle. kriva a lezi cela n 2- dunenzionom svetlosnom potprostorint od £ 1 stoga
Dakle. | 1 1 2-d otl potprost I E} 1 stog
e71 11 vreweuskoy hiperravin prostora E7. §to je koutradikerya,
1 koj L i tora E7}. 3to je kontradikei

(a.3) Sledi da su ¢ 1 d medjusobuo ortogonalu vremenski vektorl w prostorn
E7. sto je nemogude.

Slucaj (). Posto je gla’,a’) = 41 1 s obzirom na linearunt nezavisnost

funkeita sinhi(e) 1 coshir). dobija se slededél sistem jednacina

(1} g0 b) + B (g(dod) - gle.e)) = 41,
(2) gib.cy = g{b.d) = gle.d) =0,
(3) gle.c) +gld d) = 0.

U oduosi na kauzalnn kavakter veltora ¢ 1 4. razlikujemo t1i podslacaja:
W gle.o) = —gldod) > 0, (0.2)gle.e) = —gld.d) < 0: (0.3) gle. ) = —g(d.d) =
0.

(b.1) Mozemo uzeti da je ¢ = (0.0,0.¢4). d = {4.0,0,0), ¢y # 0. Iz jednadine
(2) sledi b = (0.0y. 5y, 0). Neka je by, = pms( o). by = psin{p). p € Ry. o € R

Tada kriva o ana oblik

afs) = {eysinli{ps). pscos(yg). pssin(yp), ey coships))
1 0 0 0

o ‘ _ R 0 cos{y) sin(y) 0
= (eysinh(ps). ps. 0. cq coships)) 0 sinle) cos(e) 0
0 0 0 1
Sledi da a lezi cela u vremensko] hiperravii prostora £, §to je kontradikcija.

(6.2) Na shican naéin dobija se kontradikerja.
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(6.3} Mozemo pretpostaviti da je ¢ = (¢7.0.0,¢1). d = (dy,0,0.dy), pri cemn
¢y 1dy misu oba jednaka nuli. Iz jeduaéiue (2) nalazimo da je b = (b, by by by).
Neka je by = peos{yp). by = psin(e), p € R, v € R Sledi da jednacina krive a
glas

af{s) = (s + oy coships) + dy st ps). pscos( ). pesin(p).

his + ¢y cosli(ps) + oy siuli(ps))
== (Iys + ey coships) + dy siuh{ps). ps. 0.
1 0 0 0
0 cos(p)  sin(y)

0 —sm{p) cos(p)
0 0 0

—
—_ =

his + cp cosh{ps) 4+ dy siuli(ps))

-

Prewa tome. o lezt cela u 2-dimenzionow svetlosnom potprostorn 1 stoga lezi u

vremenskoj hiperravii prostora Ef, §to je koutradikcija. (0

Napomena 3.1. Sve krive nul tipa 2 leze cele w nekoj hiperravi prostora
f
E;.

Teorema 3.2 ([S]). Neka je a{s) prostorna ili vremenska kviva jedinicne
Lrzine sa obe sopstveue vrednostt Laplasovog operatora razlicite od nule koja leii
cela u prostoru EJ 1 ne lezi u njegovoj veemenskoj hiperravni. Tada je do na
izowetrije prostora Bl o kriva tipa 2 ako 1 samo ako je a deo jedne od slededih
kerivili:

(1) a{s) = (mcosh(ts), neos(ps), —nsin(ps), nesiuhi{fs));

Pttt =1, pte N, o miu € Ry,

{(2) a(s) = (nrsinhits), ncos{ps), —nsin{ps), mcosh(ts)};
Pt - Fndt =1 pte N, m,n€ Ry

(3) a(s) = (kcos(ps)+{sin{ps) 4+ cosh(ts)+nsinhts), r cos(ps). —rsin{ps).
keos(ps) 4+ {siu(ps) + mcosh{ts) 4+ nsih(fs)):
prrt=1. o omt 4t #0, pte N omonkleR:

(4) « ( ) {mcos(ps) + nsiu{ps)mcos{ps) + nsin{ps). bsin{fs) kcos(fs)):
Ce=1 o mt 4t A0 pte N #£3p. mone R
(3) « ( = (hcos{ps) + [sin{ps) 4+ necos(ts) + nsi(ts).
kcos(ps) + Isin(ps) + nicos(ts) + nsmts). rcos(ps), rsin(ps)):
1;21‘2 =1. m*4n? 0. pte N mnklileR:

(0) a(s) = (reos(ps)om (‘(Js'(p(w =81y ms(p(‘)w + 5)) — ]TA cos(ps)

+rcos(3ps). T sm(p(?w + s)) — 1—.4— sin(pes) -+ nosin(3ps) )
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112(%—__& + (1.—_1;)2(m‘1 A+t = 2t cos(2pw)) + 9ty = £1. pe V.
romonow £ Ry

(T) als) = (rsin(ps), rsin{ps), mcos(3ps},msin{3ps)).
(3pm)? =1.pe N, m,r& Ry.

{8) als) = (0 rsmps), mcos(ps) + kcos{3ps)omsm(ps) + b sim{3ps)):
S 12k =00 i =3 =1, pe N ok c Ry

(9) afs) = {rsmipsy. Oorcos(ps) +mcos(Bps) o rsin(ps) + mesin(3ps) ).
r=12m, (9pmy =1. pec N, m.re Ry:

(10) a(s) = (77 cosli{ps} — 12 (osh(p(‘%u —$)) + ncosh{3ps).rcoships).
nrcosh{plw+s)), ~ m sinh{ps)+ 7 ‘Slllh(p(?.wk s) A resinh{3ps)):
PO ot 2mErE coshi(2pw)) — % + 0ty = 41, pe N

1dn

rontonow € Ry

(11) a{s) = (- ]'Tz cosli{ps) — 1”;2 cosh{p(2w — s)) -+ ncosh(3ps), rsmh{ps).
mcosh(plw+s)), —m sith(ps) + 55 m? —sinh(p(2w —s))+nsinh{3ps)):

p2( I}”) (rt At 4 2m% % cosh(2pw) + '27#”'2 L 9n?) =41, pe N,
romonw € R(,;

(12) a{s) = {—~ — ppaE28) T msh(;rs) + ncosh(3ps). reft=8

120
ncosh{ps). (’;'Tr‘_f’( H2gn l”z’ sinl ps) + nsiuh(3ps)):
pz((i’;i P+ 4rte Zf’e)*”.i-%Qn y=xl.pe N oromwon € Ry, € R:

(13) als) = {— {5 coships) - ”;. cosht(p(2w — 5)) + rncosh(3ps). rsinh{ps).
st plee 4 )}, — 757 sinli(ps) 4 1 smh(p( 2w —s) )+ nsmh(3ps}):
p ((J,”) OV o 2rf? coshi(2pw)) + £ +'” +9n%y=1. pc .

]Z
roonow € Ry

2

(14) a(s) = (—(]V” e plat28) 1”; cosh{ps)+n cosh(3ps). re? =9 nsinhips).
G pTlsTLH) J"; smh(ps) + nsinh(3ps)):

1;2(( e ) (m? 40t r-_‘zf’a)if— m> +9n* )y =1. pe N, rom.nc Ry, 8 € R:

(1D) a(s) = (TTT sihi ps) + L -siul(p(s — 2w)) + nsmhi{3ps), v coshps),
mcosh{plw 4 5)), 15 (()sh(ps) - 1”;_;2) coship(s — 2w)) + 1 cosh(3ps)):
PR =t = = 20 coshi{2pw)) — ’Z—F% —9n?)y =1, pc A

12n

rononw € Iy

(16) a(s) = {7 sinh(ps) 2
nrcoshi{plw + s)), l—)— (()sh(ps) e (p( 2wy 4 rcosh(3ps)h

112((-'-%7;)2(—1'47.')1 — 2% m® coshi{2pw ) + rlom® g, j=41. pe N

(pls — %J)) -+ n sinh(3p.s), st ps).
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romonow € R

(17) afs) = (—;’%c"”“‘”e) + —’3'—2- - sinli(ps) + nsinh(3ps), perts=8)

(mr (”'He) + 1":3” cosh(ps) + ncosh{3ps)):

%1)2(([—;5;)2(,'”2 +4J'2("“”’9)+ m? +O9n)y=~1l.pe N, romone Ry 8¢ R

nrcoships),

(18) a{s) = (T;" sinh(ps) + ]"2;2 sinh(p{s — Zw)) + nsinh(3ps). r sih(ps).

m sl plw + s)), ]—z—z- cosh(ps) + cosh(p( s —2w))+ ncosh{3ps)):

PP =t = =202 coshi{ 2puw ) - ”.Z’” —9n®)=41. pe N,

1n

D1

Fonon,w e Ry

(19) afs) = (- (:, mpis i) + '”; = sitli(ps) + nstuh(3ps), peO=0)
mesinli(ps), e ﬁf"“Lw) + 15 m —cosh{ps) + 1 cosh{3ps)):
PH— (50 ) (m? 4 drte208) 4 22— gy ) =4l pe Noromn € Ry. § € R.

Dokaz. Pretpostavimo da a(s) zadovoljava pretpostavke teoreme 1 neka je
o kaiva tipa 2. Tada se a(s) moze napisatl u jednom od sledeéih oblika:

{a@) a{s) = a + beos(ps) + csin(ps) + deosh(ts) + e sinhi(ts):

(b)Y a(s) = a4+ beos(ps) + csin{ps) + dcos{ts) + esin(is);

(¢} a{s) = a + beosh(ps) + esinh(ps) + d cosh(ts) + esinh(ts):
pricemnt p. t € N a.b.c.d e € R Dalje, pretpostavimo daje 0 < p < tidajea =
{(0.0.0.0) do na translacijn. Ozuacino vektore boeodoesa b= (b by by by). o =

(crccncegoeq) 1 tako dalje. U nastavki. razmotriceino slucajeve (a).(b) 1 (¢).
Shicaj (a}. Posto je gla’,a’) = +1 1 s obzirom na linearnu nezavisnost

fankeija siu(e). cos(a), sinh(e) 1 cosh{a), dobijamo sistem jednadina:

(1) L (g(h.b) + glece)) + Slgle o) — g(d.d)) = £1.

(2) glc.c) —g{b,b) =0,

3) glece) +g(d.d) =0,

(4) gloody = g(boe) = gle,d) = glecey = glhe) = g{d,e) = 0.

U oduosu na kanzahu karakter vektora o 1 ¢, razhiknjemno tri podsluéaja:
{a.l)glece) = —g(d.d}y >0, (a2)y{e.c) = —g{d.d) <0
(4.3) gle. ) = —gld.d) =

(.1) U ovown podslucajn, ucka je d = (¢ 0.0.0), ¢ = (0.0.0.e4). ¢y # 0
Iz jeduacdine (4} dobijamo da je b = (0.by 05.0). ¢ = (0.¢y,¢3.0). Dalje. neka je
by = pros{pyg). e = psin(pe). p € By € R Tada jednacine {2} 1 (4) inplicivajn
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daje by = psiu(pe). ¢y = —pcos(pye). Stoga je kriva a obhka

als) = (egcoshits) peos(p(s — A)) psin(ply, = s))oey smli{ts))
= {eycoshits), peos(ps). —psim{ps),

1 0 0 0

0 cos(pp)  siu{pp)

0 —sin(pp) cos(pe) (
0 0 0 1

—

eq sinh(ts))

=

pri éemn jedunadina (1) postaje p?p? +¢%¢5 = 1. Do na izometrije prostora E}
kriva a lezi cela w . ¢ime se dobija oblik (1).

(@.2) Mozewno pretpostaviti da je ¢ = (e1.0,0,0), d = (0,0,0,e1). e # 0.
Ovaj podslnca) je analogan podslucaju {(«.1). pa nalazimo da je (do na izonetrije
prostora E7) kriva a oblika a(s) = (e siuh{ts), peos(ps). —psiu(ps). ey coshiis)).
pri ferunt iz jednacine (1) sledi p?p? — #%¢7 = £ 1. Prema towe. a je prostorna i
vremenska kriva koja lezi cela w prostorn B éime se dobija oblik {(2). Nauzalui
kiavakter krive a zavist od 1zbora koustanti.

(.3) Mozemo nzeti da je d = (d7.0.0,dy), ¢ = (e, 0.0,¢7), pri cenu d) 1
i1 ulsu oba jednaka uuli. Iz jeduacine (4) nalazimo da je b = (b by by D). ¢ =
(i1 euceg.ep). Nela jo Ta = peos{ppe). eo = psin(pp), p € Ny, o € R Tada
qeduacine (2) 1 (4) nnplicivajn da je by = psin(pp). ¢ = —peos(pg). Stoga je o

oblilka

als) = (by cos{ps) + ¢y sin{ps) + dy cosh(fs) + ¢ sinh{ts), pcos(p(y — ),
psin(ply — s)), by cos(ps) + oy sinps) + dy cosh(ts) + ey sinli(fs))
= () cos{ps) + ey s ps) + dy coshits) -+ e sinli{ts), peos(ps). —psiups).
Iy cos{ps) 4 ¢ sin{ps) + dy cosli(ts)
1 ( () ()
0 cos(pp)  sipye) 0O

0 —siui{pe) cos{pe) 0

+ ey sinh{ts)) :
0 0 0 1

pri cemm jednacina (1) daje p*p? = 1. Do na izometrije prostora B a je prostorua
kriva koja lezi cela v svetlosuoj liperravii prostora E}, odakle se dobija oblik (3).

Shneaj (b)), Koristed jeduaciun g(a'{s), o’(s)) = £1, dobjjamo da su argu-
nientr funkelja sin(e} 1 cos(e) brojevi {2p. 28, p4t.t—p}. Sobzitom da je 0 < p < ¢,
razlikujesno dva podsludaga: (b1t —p #£ 2 (0.2} —p = 2p.

(b.1) t = p# 2p. Odgovarajuéi sistem jednaéina je oblika
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[y}
~1

(1) L (g(b.b) + gle.e)) + S{gld.d) + glee)) = £1.
(2) gleccy ~ glh.b) =
(3) gleey = gldd) =
(4] glhoc) = glbod) = g(b. oy = gled) = gleoe) = gld.c) =

U odnosi na kauzalni karakter vektora o 1 ¢, razlikujemo € podsincaja:
(b1 D) glee) = gld.d) > 0. (0.1.2) gle.e) = gld, d)y =0 (0.1.3)gle.e) = gld. d) <
0.

(0.1.1) Neka je o = (0.0.e5.0). d = (0,0,0,e3). ¢35 # 0. Tada jeduacina (4)
nnphicira da je b = (0. 0y 0,0, ). ¢ = (e1.02,0,0). Ako je g(b.b) = g{c.c) > 0.
tada bi postojala cetiri medjusobno ortogonaluna vektora b, . d, ¢ u prostorn E}.
sto je nemogude. Ako je g{b,b) = g(c,c) < 0, tada bi postojala dva medjusobno
orfogonalua vektora b i ¢ n prostoru E}. #to je takodje nemoguée. Konaéno.
ako jo g(b.b) = glc.ey = 0, neka je b = {0).5;.0.0}. ¢ = {r},¢;.0,0). pr1 éemn
by 1 ey wsn oba jednaka nuli. Sledi da a mia jeduacinu afs) = (b cos(ps) +
cpsm{ps). by cos(ps) 4oy s ps). ey sin(ts). ez cos(fs)). pri cenm jednacina (1) glast
t2e¢2 = 1. Stoga je a prostorna kriva koja lezi cela u svetlosnoj hiperravni prostora
FE. éne se dobija oblik (4).

(0.1.2) Pretpostavimo da je d = (d,,d1.0,0), ¢ = (¢, e, 0.0}, pri cemu dy i

e uisn oba jednaka wali. Tada jednacina (4) nupleiva da je b = (b b Dy b)) e =
(cr.epcegoeq). Neka je by = peos(pp), by = psiu(pp). p € Ry, ¢ € . 1z jednaciua
(2} 1 (1) nalazimo da je ¢y = —psin(pp), ¢y = peos{py). Dakle, kriva a je oblika
al(s) = (by cos(ps) + ¢y sin(ps) + dy cos(ts) + eq sin(ts),
by cos{ps) + ¢y siu(ps) + dy cos{ts) + ¢y sin(fs).
pcos(pl + ), psn{pl + 5)))
= {by cos{ps) -+ ¢y sinfps) + dy cos(ts) + ¢ sin(fs).
Dy cos{ps) + oy siu(ps) + dy cos{ts) + ¢y si(ts).
1T 0 Q 0
os(ps) _.(‘)){Jl () (
peos(ps). psin(ps 0 0 cosips)  sin(pe)
0 0 —sw{pp) cos(pe)
pri ¢emn jednacina (1) postaje p?p? = 1. Do na izomefrije prostora El. o je

prostorua kriva koja ledi cela u svetlosnoj hiperravii prostora EY. éime se dobija

oblik (3).
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(h.1.3) U ovomn podslucaju nalaziino da su d 1 ¢ medjmsobno ortogoualin
vrenenski velitort u prostoru E}, $to je nemognde.

(b.2) Posto je gla’.a’) = £1. dobija se sistem jednacina:

(1) (g(h.b) + glece)) + 5 (gld d) + gle.e)) = 1.
(2) 2 (glecc) — g(b,0)) + pt(g(b,d) + gle,e)) = 0.
(3) glece) = gld.dy =
(4) —pPgthoe) 4 ptlglh.oe) — gle d)) =
(5) gld.e) =
(6) glee) ~ g(b.d) =
(7) g(b,e) + gle.d) =

Pouovo razliknjewo tri podsluéaja:
(b2 yglee) = gld.d) > 0 (0.22) glese) = g{d.d) = 0. (h.2.3) gle. o) = g(d.d) <
(L

(0.2.1) Mozemo uzeti da je d = {0,0,ds,0). ¢ = (0,0,0,d3), d3 # 0. Iz
jednacina (6} 1 (7) sledi da je b = (by, bo, by, by), ¢ = (c1,¢2, =Dy, b3). Akosud, d, ¢
(c. d. ¢) linearno zavisul vektori, tada je by = by = 0 {e) = ¢y =0}, pa kuiva a lezi
cela n 3-dimenzionom potprostorn prostora E}. Stavise. ako je by # 01 ¢y £ 0
(by # 01 ¢, # 0). tada kriva a lezi cela n prostoru E). U nastavku, raziatramo
svaki od ovih sluéajeva.

(0.2.1.1) by # 0.c0 # 0 (ili by # 0.¢1 £ 0).

Neka je by = pcos(pp), ¢1 = psin(pe). by = mcos(pf), ¢y = msin(pf). p.
me Ry .0 € Roo#£8, pu,, # T+ hopf 75 Fr. ke Z. Tada jeduadine (2) 1 (4)
impliciraju da je by = 121 (m? Coq(‘?pé’) — pPeos(2pe)). by = ulj (re? sin(2p6) —
p? sin(2pe)). Prema tome. jednacina krive o glasi

a(s) = (pros(ply — 5)).m c-os(p(e — s)).
S o8+ 31) = i cosf2e 4 9) -+ os(3ps).
]r:f sin(p(26 + 5)) iTl_ sin(p(2¢ + s)) -+ dy siu{3ps)).
Stavljajuci u = 5 — ¢ 1w =6 — p. dobijamo da je

2
alu) = (peos(pu),mcos(plw — v)}, tle cos(p(2w + u)) — 5 cos{pu)

+ dycos(3pu], 5 ; st p(2w + w)) — UQI sin pue )
1 0 0 (

0 1 0 0

0 0 cos(3pp)  sin(3pyp)

0 0 —sin{3pp) cos(3pp)

+ dy sin{3pu))
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pri cewn Jeduacina (1) postaje 1)2(%(11‘)2 —p ].;(L Vet =207 pf cos(2pa)) +

9d43) = +1. Do na izometrije prostora £7, a pe prostorna ili vremeuska kriva koja
fez1 cela u prostoru EY. fiue se dobija oblik (6).

(0.21.2) by =0 =0 (tl1 ¢; = 2 = 0).

Jednaéina (4) implicira by = 01 stoga je b = (0.0,b3,0), ¢ = (¢ 0.0 b3).
Ako je by = 0, tada iz jednacine (2) sledt da je ¢ = {¢;,¢1.0,0}, ¢y # 0. Dakle,
a nma jeduatinn a(s) = {eg sin(ps), ¢1 siu(ps), ds cos{3ps), dy sin{3ps)), pr1 cemm
jeduadina (1) postaje {3pds)? = 1. Sledi da je o prostorna kriva, koja lezi
cela u svetlosnoj hiperravni prostora EY, Tako dobijamo oblik (7). Dalje, pret-
postavitno da je by # 0. Ako je ¢ prostorui vektor, neka je ¢) = psinh{pf). ¢y =
peoshipf). p € Ry. 8 € R. Tada jednadina (2) daje p* + [2bydy = 0, a kriva o ima

jeduadinn

afs) = (psinh(pf) sin{ps), peosh(pf) sin{ps), by cos{ps) + dy cos(3ps).
by st ps) -+ dy sm(3ps))
= (0. psiu(ps). by cos(ps) + dy cos(3ps).

cosh(pf) swhpd} 0 0
by st ps) + dy siu{3ps)) smlt}(pé') COS}:]([)G) (1) 8
0 0 0 1

pri ¢emn jeduacina (1) glasi p*(by — 3d3)* = 1. Do na izometrije prostora E}, a je
prostorua kriva koja lezi cela v prostornoj hiperravni prostora E7. ime se dobija
oblik {8}, Ako je ¢ vremenskl vektor. tada o lezi cela u vrewenskoj hiperravmi
prostora E]. st je kontradikeija. Kouaéuo. ako je ¢ unl vektor. neka je ¢ =
by cost{pf). ¢y = by siuli(pf). by € Ry. # € . Tada 1z jeduaduie (2) nalazino da
i by = 12dy. pa je a oblika

als) = (by cosh{pf)sin{ps}, by siuh{pf) sin(ps}, by cos(ps} + dy cos(3ps).
by siu(ps) + dy sim{3ps))

= { by s ps), 0,y cos(ps) + dy cos(3ps),

cosh(p) smh(pf) 0 U
L . ’ sinh{pd)  coshi{pd) O O
by sin(ps) 4 dy si(3ps)) 0 0 1 0
0 0 0 1
Tuda jednacina (1} postaje (Opdy)? = 1 1 do na izometrije prostora E} . a je

prostorua kriva koja lezi cela w svetlosuoj hiperravui prostora EY ., sto daje oblik

(0},
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(6.2.2) Mozemo uzetlt da je d = {(dy).d;.0.0). ¢ = {e).e,.0.0). t]. da je

d = Ae. A € R pri éemn d; 1 ¢ nisu oba jednaka nuli. Jedunacine (6) 1 (7)
nupliciraju da je (1 4+ A)gle.d) = 01 stoga je g{e.d) = 0. Tada je g(b.d) =
1 prewa towe je b o= (b by by by). ¢ = {¢i.0y,e3.00). Sada hnamo iste vektore

b.oe.d. e kao n podslucaju (b.1.2), pa dobijamo ist1 oblik (5) krive a.

(2.3} Sleci da su d 1 ¢ dva medjusobno ortogoualna vremnenska vektora u
prostorit FY. sto je nemogude.

Sincaj {¢). KNorstedd jednaéinn gla’.a’) = #1, nalazimo da su argument
fuukeija sinli{e) 1 cosh{e) brojevi {2p. 2t p+t.¢ — p}. Posto je 0 < p < ¢, razliku-
jewo slededa dva podslucaja: (e 1)t — p £ 2p; (¢.2)t — p = 2p.

{e. 1) t = p # 2p. Odgovarajudl sistem jednaéina je oblika:

)

(1) 2 (glece) — (b b)) + G (glene) — gld, d)) = £1,
(2) gld. d) + gle e} = 0.
(3) glhb) + gle.cy = 0.
(4) glhocy = glbd) = g{b.c) = gle d) = gle,e) = g{d, e} = 0.

U odnosu na kauzaln karvakter vektora d 1 e, razlikujewmo tri podshiéaja:

(c1d)glee) = —gldd) > 0; (12 glece) = —gld, d) < 0:{c1.3)gle.¢) =
—gld-d) =

(¢.1.1) Neka je d = (0. 0.0,0). ¢ = (0,0.0.¢4). ¢4 5= 0. Jednacina (4)
unplicira da je & = (0,02, 05,0}, ¢ = (0,¢2,¢5.0), dok 1z jednaéine {3} dobijamo

b= ¢ = 0. 5to je koutradikeja.

{¢.1.2) U ovom podslucaju se ponovo dobija kontradikeija.

(.1.3) Mozemo uzett da jo d = (d,0,0.dy). ¢ = {&,.0,0,e1), pri ¢emu d,
1 ¢y nisuw oba jeduaka uuli. Tada iz jednaciua (3) 1 (4) sledi & = ¢ = 0, 5to je
kontradikeija.

{e.2)t — p = 2p. Odgovarajudi siste jednacina glasi:

) S gle-e) — gl )+ lgle.e) — gld.d)) = =1,
) gle. o) + MJU=
(3) %i(g((l.())+fj((‘.('))+]}f( {coe)—glh.d)) =
(4) prglb.e) + ptlgle.d) — g(b.e)) =
(5) (‘”:
(© glbod) + gle,¢) = 0
) glhoe) +gle.d) =0

U odnosu na kanzalul karakter vektora d i e, razlikujemo tri podslnéaja:
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(c.21)gle.e) = —gl{d.d) > 0 (c.22)gle,e) = —g{d.d) < 0 (¢.23)glc. e} =
—g{d.d)y =0,

(¢.2.1) Mozemo pretpostavitt da je ¢ = (0,0,0,¢4), d = (¢5.0.0.0}). ¢y # 0.
Iz jeduacina (6) 1 (7) imamo da je b = (b1, by, by . b5). ¢ = (by. ey ea.b1). Ako su
hod. o {c.d. o) llmearno zavismi vekton. fada o leZi cela 1 vremensko) hiperravin
prostora £7. sto je kontradikeija. Dalje. nporedjivanjem hrojeva b; 1 ¢y kao 1 by
¢y, mogu se Javitl sledece moguénosti:

(0.2.1.1) b5 > 2. b2 > ok
(( 2.1. ‘7) by < 3. b2 >l (i D5 > cd bR <Ry
(c.213) by =y #0005 > (b >4, by =5 £ 0):
( 1 )i’))<f'§. by < 3
(€215 by = o A0, b2 <t (ord) <eci by=cy£0);

(c.2.1.6) by = ¢ £ 0, by =3 #0.

U nastavku. razmotrimo ove mognénostl posebno.

(c.2.1.1) Neka je by = peoshipp). co = psinli{pp), by = mcosh{pf). ¢3 =
msinh(pf). niop € Ry, p.8 € R, o # 6. Tada j(—clna('in( {3) 1 {4) Impliciraju da je
IZIr ; (p? coshii{2pp) + m? cosh(2pf)). by = u (p sindf 2p2) + e ? sinh(2pf)).

Stoga je a oblika

11114

1z
peosh{ple + s}, mcosh{p(f + s)).

als) = (1_,’”2 osh{p(2p — s)) — i’(—za— coship(20 — s)) + ey cosh{3ps),

2

ﬁ—* sinli(p{2¢ — ) + T';% sinh{p(26 — s)} + ¢4 simh(3ps)).

Stavhajuct v = s + ¢ 1w = # — p, dobija se da je

2

alu) = (- l,’;“ cosh(pu) — 1?,;’: osh{p(2w — u)) + eq coshi{3pu). pcoshpu),

i cosh{p(u + w)), ——2— sinh(pu) + ’."24 sinh{p(2w — u})

12¢ 12e
Lobh(?)pnp) 0 0 —smh{3ppe)
: { 10 0
+ ¢4 sinh(3pu)) 0 01 0

—sinh(3pp) 0 0 cosh(3pyp)

pri femm jednacina (1) postaje p?(( o I) (p' 4 !t + 202 p% cosh(2pw)) — %([Jz +

m?)+9¢%) = +1. Do na isometrije prostora £7. a je prostorna ili vremenska kuiva
koja lezi cela u prostoru Ef. sto daje oblik (10).
(¢.2.1.2) Koristedl shicue metode kao u prethodnom podslucaju (¢.2.1.1). do-
bijamo da je kriva a oblika
2

afu) =( 1_2’:‘1 coshpu) — 1’% cosh{p(2w — u)) + ¢4 cosh(3pu), psinh(pu),

mecoshi{p(u +w)}, = ﬁ— sinh{pu) + 75— mnh(p(‘?w —u)) + eq sinh{3pu)),



GLAVA 3: KLASIFIKACIJA KRIVIH TIPA 2 U PROSTORU MINKOVSKOG EY G2

pri cemu jednaéiua (1) glast pé(( 5 12€ YV (pt 4+ m 4 2m?p? cosh(2pw)) + %(()2 —m)+
9¢%) = £1. Stoga je a prostorna ili vremenska kriva koja lezt cela u prostoru EY.
¢ime se dobija oblik (11). U sluéaju b2 > cf, b4 < i, do na izometrije prostora
B dobijamo isti oblik (11).

(¢.2.1.3) Neka je b3 = mcosh(p#). 3 = mn qinh(pé’). m € Ry. 8 € R Tada
11 (0[,2 + m?* cosh(2pf)). by = ﬁ(?b% +

m? smh(2p#)). Sledi da kriva o ima .]O(lnacmu

1z Jeduacina (3) 1 (4) sledi da je by =

als) = (:ﬁr'”” — rosh(p(‘)b’ — 5)) + ey cosh(Ips), bae? incosh(p(b + s}),

Gf.i 12

b o= -+ -i sinh{p(20 — 5)) + ¢4 sinh(3ps)).

Gey

Stavljajudi n = s + &, nalazimo da je

alu) = (%"?c—'_”(uj%a) 1’? cosh{pu) -+ e4 cosh(3pu), by e? =8 1y cosh(pu),
2
()hsi e plat28) 1’;’ sinhi{pn)
cosh(3pf) 0 0 —sinh(3p6)
A 0 10 0
+ ¢ siuh(3pu}) 0 01 0
—smh{3pf) 0 0 cosh{3p8)

pri cemn Jednakost (1) postaje pz((ﬁt—q)z(nu2 +4ble=208) - % +9¢%) = +1. Do na
izometrije prostora E}. a je prostorna ili vremenska kriva koja le#i cela u prostoru
E!. ¢ime se dobija oblik (12). U slucaju by > ¢4, by = ¢z # 0, (do na izometrije)
dobija sc opet kriva obhka (12).

(¢.2.1.4) Roristedi slicue metode kao n podslucaju (¢.2.1.1), do na izowcetrije

prostora £} nalazimo da je a oblika

2

als) ={ - ]',';e.l cosh{ps) — 1'.364 {p(2w — .5)) + ey cosh(3ps), psimhips},
nesinh(p(s + w)), —?’;2— siuh(ps) + 75— smh(p(Zw — 5)) 4 eq sinh{3ps))

Iy VEp ot 422 cosh(‘>pw))+’” St +9e3) =
1. Prewa towe, a je prostorna kriva koja lezi cela u prostoru EY, &ne se dobija

oblik (13).

(¢.2.1.5) Koristed slicne metode kao v podslucajn {¢.2.1.3). do ua izometrije

pri cemn jednadiua (1) glasi p? ({ =

prostora E} dobijaino da kriva o ina jeduacinun

2
au) =( — (,l(l e plut28) I’Zr, msh(pu) + g cosl(3pu). bye T

mesinh{pu), bm mplut26) P - sinl (pu) + cq sinh(3pu))
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pri cemnt jednadina (1) postaje p*({ Ty V(e 4 4bZem20?) 4 % + 0e%) = 1. Stoga
Je a prostorna kriva koja lezi cela u prostoru Ej. dime se dobija oblik {(14). T
slncajn b3 < c3, by = ¢z # 0 (do na izometrije) dobija se isti oblik (14).

(¢.2.1.6) Jednacine (3) 1 (4) dajn b, = -ﬁ(b:ﬁ + by = —by. Sledi da su
ho oo d. o linearno zavisut vektorl 1 posto je d vrewenski vektor. o lezi cela u vre-
menskoj hiperravui prostora Ef. §to je kontradikeija.

(¢.2.2) Ova) podslucaj je analogau podslucam (¢.2.1}. Stoga se pomocu
slicuil tzracnnavanga dobyjaju ohlied (15). (16). (17). (18} 1 (19) krive a.

(¢.2.3) Posto sud i e dva lincarno zavisna uul vektora. « lezi 13 dimenzionomn
potprostorn prostora F{. Neka je d = (dy.d . 0.0). ¢ = (e ey 0.0). pri éen
dy 1oy aisu oba jednaka il Tada je d = Ael A € R. pa jednacine (G) 1 {7)
daju (I — A*)g{e.d) = 0. Zato razliknjemo dva podshicaja: (¢.2.3.1) g(c.d) =
0: (¢.2.3.2) 0% = 1.

{(¢.2.3.1) Iz jednacine (7) dobijamno g{b.¢) = 01 stoga jo b = (b by by by ).
¢ = (cr.ep.e5.09). Tada je g(bd)y = gyleoe) = 0. pa jeduacine (3) 1 (4) daju
b= ¢ =10. sto jo kontradikeija.

{¢.2.3.2} Jednacina (6) nnplicira g{b+4 Ac,d) = 0. Dalje, 1z jeduacina (3) 1 (4)
sledi da su d 1 — Ac dva linearno nezavisna nul vektora. U suprotnom, ako bi d 1
b= Ac bili dva lincarno zavisna wil vektora, tada hi unali da je b—Ae = pd. p € R.
Stoga bl jednacina (6) nuplicivala da je g(Ac+ pd. d)y + gl Ad) =00 t). gle.d) = 0.
sto b dalo koutradikeiju. kao w podslucajn {¢.2.3.1}. Dalje, neka je b — Ao =
(—ag.ag.0.0). ag #£ 0. Tada je b+ Ae = (by. by, b by). by # 0. pa 1z posledujih
dveju jeduacing za b — Ac1 b+ Ae ualazimo b = (1/2)(by — ag. by +ag b3 by} ¢ =
(A/2)(ng + Do by — ag, by, by}, Neka je m = {by — ap)/2, n = {bg + ag)/2. Prewma

towe. kriva a je ablika

als) = (mcoships) + Ansiuh(ps) + dy % 0 coshps) + Aesinhi(ps) + d, 2

fl_;:(‘,\pwl 3%(‘)\[1,9}.
Kouaéno. neka je by = peos(pd), by = psin(pl), p € Ry, 6 € R Tada mano da je

a(s) = (i cosh{ps) + Ansinh{ps) 4 dye® % coshi(ps) + Asinh(ps) -+ dy M

{0 0 {
, 0 1 0 0
1o Aps
e 0) 0 0 cos{pd) siu{pt)
0 0 sin(pf) —cos(pd)

i stoga a lezi cela n vremenskoj hiperravui prostora EY. sto je kontradikeija. [

Posto je kriva a tipa 2 sadrzana v najvise 4 dunenzionom potprostoru pros-

tora E7. sledl da ako a lezi cela w prostoru By, tada je n < 5. Prewa tome,



GLAVA 3: KLASIFIKACIIA KRIVIH TIPA 2 U PROSTORU MINKOVSKOG EY 64

razlikujenio slucajeve kada o lezi cela v prostornoj. vremenskoj ili svetlosnog hiper-
ravui prostora EV. Slu¢aj kada a leZi cela u vremenskoj hiperravui prostora £
elvivalentan je sluéaju kada a lezi cela u prostoru E. §to je razmatrano n teore-
mama 3.1 aud 3.2, Prema tome. sada ¢emo razimotrifl preostala dva slucaja. t).
Klasifikovadeno sve krive tipa 2 koje leze cele n prostorno) ili svetlosnoy liuperravm

prostora 7.

Napomena 3.2, Kriva oblika (1) 12 teoremne 3.1 1 krtva oblika (8) 17 teoreine
2 leze cele n prostoruoj hiperravid prostora Ef. pa su izometricue sa krivaina

dobijenin klasifikacijom krivik tipa 2 n Euklidskom prostorn £° w radu [DPVV],

Sledecont teoremom kowmpletira se klasifikacija krivih tipa 2 u prosforima

Minkovskog E

Teorema 3.3 ([S]}. Neka je afs) prostorna ii vremenska kriva jedinicue

brzine sa ohe sopstvene vreduosti Laplasovog operatora razlicite od mule, koja lezi
5 - - . . - ) . .

cela u prostorn EJ 1 ne lezi u njegovoj vremenskoj hiperravui. Tada je do una

izometrije prostora E7. o kriva tipa 2 ako i samo ako je a deo jedue od slededih

krivih:
(1) als) = (0, mcos(ps), mesin(ps) nsin(ts), ncos(ts)),  pim* +2n? =1,
pteEN, t#£3p. m,n € Ry

(2)  als) = (0. nestps), reos{pls — ). Ti Cos(p(‘ZH + s} — 132'- cos{ps)

Frcos(3ps). { sin(p(26 4+ 5)) ~ = sin(ps) + 0 sin3ps)).
PAUSEIE o (2((r — ?)? 4 e sin? (pf) + 9ty = 1 pe .
e R rom.one Ry
(3) ) = (o siafplo ) wesiapls +0))- o). L cos{ps) 4 cos(3ps).

12

e *mw) 4 nsin3ps)).
) + an? y=1. peN. 6c R runnc Ry

2

Pl

R

Dokaz. Pretpostavimo da kriva ofs) zadovoljava pretpostavke teorcue i
neka je o kriva fipa 2. Tada dokaz teoreme 3.2 nupliciva da su podslucéajevi
(0.1.1) 1 (0.2.1) sada jedini mogudi sluéajevi. S obzirom ua kanzalni karakter
vektora b, o, d. ¢ lako se dokazuje da se u svim ostahn podslucajevima dobija
kontradikeija, U nastavku. raztuotriéemo posebuo podslu€ajeve (b.1.1) 1 (0.2.1).

(L.1.1) gle ey = g(d.d) > 0. Ako je g(b.h) = g{e,e) > 0, tada su b.oe. d. ¢
wedjusobno ortogoualnl prostoru vektorl, pa mozemo uzett da je b = (0.6,,0.0.0).

= (0.0, 0. 0,07, d = (0.0.0.dy 0} e = (0.0.0.0.d3 ) Dy £ 004y # 0. Tada jo o
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ohlika

als) = (0. by cos{ps). by sin{ps).dy cos(ts). dy sin{fs)),

pri éetn jednacina {1} postaje p*b3 +#%d7 = 1. Do na izometrije prostora E7. o je
prostoria kriva koja lezi cela w prostoruo] hiperravii prostora E?. cine se dobija
oblik (1}.

(0.2.1) gle.ey = g{d.dy > 0. Neka jo d = (0,0.0,d5.0). ¢ = (0.0.0.0.y).

dy £ 00 Stavise. vektort b1 e leze n prostoruoj ili svetlosno] hiperravin prostora

—

EP Ako b1 e leze noprostorno] hiperravnl, tada s onl prostorui vektori. Neka je
b= frmedtmge. c=nhtuyf4+ngddnge, prrcomnge f=(0.0.4,.0.0). I =
(O dy 0.0.0) s omg ma ey gy g € Fy. Sledh da je b = (0,063, 0, 05, ¢ =
(0.¢y. 5. cq,05). Dalje, jednacine (6)1(7) dajue = (0,cq9. 5. =bs, by, alz jednacina
(2) 1 (4) nalazimo by = (1/12d4)(05 — ¢5 — 5. bs = byes/(6d,y). Neka je by =
peos{pf). ey = psin(pf), p € Ry, 6 € R. Tada jednacina krive a glasi

2

als) = (0. cysin(ps).p cos(p(s — ). 45 ms(p(')ﬁ + 51} — l;f[_l cos(ps)
n(p(20 + s))

+dycos{3ps). 5

(ps) 4 dy sil3ps)),

f+f

pri femn jednadéina (1) postaje p*( z 4 (1):14 2((p? — )+ Aptes sin® (pd)) +
9n%) = 1. Do na izowetrije prostora E]’. A je prostorna kriva koja lezi cela n pros-
tornoj hiperravui prostora E7. élme se dobija oblik (2). Konaéuo, ake bi ¢ leze n
svetlosuoj hiperravni prostora ES, neka jo b = ney [+ nipd + ngec o = nylhi 4y f +
e + e pri e je f o= (0,0,d4,0.0), b= (dg o 0.0,0), iy nee img oy ony.
ny.ny € Ry Sledi da je b = (0,0.05,04.05). ¢ = (e1.¢y,c3.¢4,05). Stavise.
jeduacine (6) 1 (7) daju ¢ = (e¢y, ¢1,c5. =bs.hy). a iz jednacina (2) 1 {4) sledi da je
by = (1/12d, 305 —¢3). by = baey /{Gdy). Neka je by = peos(pd). ¢z = psin(pd). p &
Hy. ¢ € 1. Prema towe, kriva a e oblika

a(s) = (e siudps). ey siulps), peos(pls — #)), [ (*U«,(P(‘?Q 4 x)} + dy cos(3ps).
i‘i“;," sin{ p(26 4+ 5)) + dy sm{3ps)).

Stavljnjudl v = s — #. dobija se da je

alu) = (eysiu(plu + @)y sin{plu 4+ 6)). peos(pu), o cos(pu) + dy cos{3pu).

124,
1 0 0 0 0
) 0 1 0 0 0
I'I.;:f., sin(p) +dysim(3pu)) |0 0 1 0 0

—

0 0 0  cos(3p#}  siu(3pd)
0 0 0 —sm(3pf) cos(3pf)
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pri éetun jednacina (1) glasi p?(p?/2 4+ (p*/12r)* +9n%) = 1. Dalkle. o jo prostorna
kriva koja lezi cela u svetlosnog hiperravui prostora E7. éhme se dobija oblik (371

kompletira dokaz teoreme. [

Napomena 3.3. Krive oblika (1) 1 (2) 1z teorveme 3.3 leze cele u prostornoy
hiperravni prostora FS. pa su stoga izometriéue sa krivama dobijenim klasifikaci-
jom krivih tipa 2 u Euklidskom prostoru E? n radn [DPVV].




GLAVA 4

W-KRIVE U PROSTOR-VREMENU MINKOVSKOG

1. Pozuato je da se svakoj krivoj o - [ - E" jedinicne brzine 1 Enklidskom
prostorn B é1ji su uzastopui izvodi a’{s).a’(s), .. a'"){s) lincarno nezavisui
vektorl. moze pridruziti ortouormurano polje repera {3715, 15... ., Twpin—=1
fuenkeija ky.. .0 h,—y 0 I = R koje se nazivaju Frencovim krivinama, tako da vaze

sledede Freucove formule ((G]):

Yy 0 k00 0 0 71 17 7
|3 e TR VY S 0 0 1
1y 0 DT R 0 ( I

[ 0 0 0 0 .0 ke | Tl

Ll Lo 0 0 0 .~k O IRt

Po definrenn, kviva o 0 T = E7 u prostorne B se nazivae W-krroom (it helison ). ako
sisve njewe Freweove keivine Ayokyooo0 0k, 2y konstantue, Posebuo, 117 kriva o (f)
je ranga r, ako snoza svako ¢ € 1 izvodi a/{t).a”(#),.. .. a7 (#) linearno uezavisni
vektori, a izvodi o' (¢), o’ (), ... .U T (#) su linearno zavisui vektori.

. s . . . . . o . 9 1.
Parametrizacija proizvoljne W-krive jediniéne hrzine n prostoru E2¥+! data

]e sa
i
(1.1} als) = ag + aseg + > ."!'( cos(a,s)ey,—y F slufa,s)ey, ).
=1
pri et a € [Ty <y < - <y suopozitivil realul brojevi koj zadovoljavau
: .- 9 A 2 : . .
jeduadinn a® 45 7 {ra,)? =11 {cg.er, ... e} je ortonornurana baza prostora

E* 1 Ako je a # 0 tada kriva o iz relacije (1.1} le#i cela n prostoru E#*+1 U
suprotuout. a lezi cela v prostorn E2¥. kao 1 na hipersferi u tomn prostorn. Stavise,
W kriva je zatvorena ako t samo ako je « = 01 a; = p,/r.p, € Nor € RE. Do

ua izouetrije prostora E*%. zatvorena 17 kriva dwzine 2ar u prostorn £4% iwa
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privodin parametrizaciju ohlika:

! frsy 1 t1s 1 fesy 1 rtesy
o e () B (). (). L (1))
Vi N r/ r . roloty d

pricemm suty < fy < - <ty pozitivol celi brojevi, Wokrive 1 Euklidskown pros-
toru I sudetaljno proncene. Najjeduostaviap prinert su krngovi, kao zatvorene
vavue 117 krive 1 helise, kao otvorene prostorne W-krive. Osin toga. W krive sn
primuent krivili konacuog tipa. Neke od vaznijih teorcia u kojima je data veza

izanedju W-krivili 1 krivih kouacnog tipa u BEuklidskomn prostorn, su sledede.

Teorema 1.A ([CDV]). Neka je a0 SYr) — E™ zatvorena W kriva koja
lezt cela w prostoru E™. Tada je m paraun broj i o jJe sferua kriva tipa (im/2) u

prostorn E'.

Teorema 1.B ([CDV]). Neka je o : S'(r) — E" kriva tipa 2 1 reda [p.q].
Tada 1li je q = 3p. i je o W -kziva ranga 4.

Teorema 1.C ([CDV]). Neka je o - STy = EV izowetricna imerzija kruga
Sy u prostor EY . tako da o (SY(r)) nije sadriana u bilo kojoj 2 ravnoi. Tada jo

a W kriva ako 1 samo ako je o sterna kriva tipa 2.

Prostorne. vremenske 1 mid W-krive 1 3-dimenzionom prostorn Minkovskog
E7. kowpletuo su klasifikovane u radn [W]. Za prostorue krive, dobijene su sledede

teoleille.

Teorema 1.D ([W]). Prostorna kriva a u prostorn E? ima pryvu krivinu
] 1

ky = 0 ako 1 samo ako je deo prave linije.

Teorema 1.E ([W]). Prostorna kriva a sa g{a.4) # 0 1u prostoru E ia

drugu kviviun by = 0 ako 1 samo ako je ravaa kriva.

Teorema 1.F ([W]). Za prostoruu krive o sa g{a.qa} > 0 u prostoru F}
imame da je:

(1y by = 0§ k) = coustaut > 0 ako 1 sawmo ako je o deo kruga:

(2) ky = coustant > 0. ky = constaut # 01 |ky| > &y ako i samo ako je o deo

prostorne hiperbolicke helise sa jeduacinom
1 - -
als) = F(i’n sinli{ VIV s). 4/ REI s, Ry coshi{V R s)).
\

.. . - 3 3
pri cem je I = ks — ky:



GLAVA 4 W-KRIVE U PROSTOR-VREMENU MINKOVSKOG GO

(3) by = constant > 0. by = coustaut # G 1 |ky| < ky ako 1 samo ako jo o deo
prostoruc krnzue hielise sa jednacinons

1 .
als) = }?(wk‘j]{s.ls] c‘,os(ﬁ?s).kl sin{ v v s)).

pri cewn je o= k¥ — ki
{(4) & = coustant > 0. ky = constant 5% 01 (ko] = &y ako 1 samo ako se o

WIOZe PATAINELTIZOVALT SA

1 . ., ,
afs) = 6(1.}]7\}2.5‘;, —]‘:f.‘;'; + 65,3k s7).

Teorema 1.G ([W]). Za prostornu kriva o sa g(a.d) < 0 n prostorn Ef
inaino da je:

(1) ky = 01/ = coustant > 0 ako 1 sawno ako je o deo ortogonalue hiperhole:

(2) by = coustanut > 01 ky = constaut # 0 ako i samo ako je a deo prostorue
luperbolicke Ielise sa jednacinom

1 .
a{s) = f(k] coshi{ VIS 8, /RIS, Ry sinh( V7 s)),

pri cemm je IV o= ki + ki

Teorema 1.H ([W]} Sve pseudo nul prostorne krive u prostor E? sa kon-
stantuing krivinania mogu se klasifikovati sa:

(1) ky = 0 ako 1 sawmo ako je o deo prostorne prave linije:
(2} ky = 11 ke =0 ako 1 samo ako je « deo ravoe krive sa parametrizacijoin

nfs) = (;s 5—2-)

(3) My = 11 &y = constant # 0 ako 1 sawo ako je o deo ravue krive sa
parawietrizacijoll

1 ,
afs) = ?—((‘O.‘ih(]\‘g.ﬁ) + siuh (o). by s coshihys) - sinli(fys)).

Sl o

r

Vremenske 1 nnl krive sa konstantuim krivinama w prostorn EY okarakter-
isane su sledecun dvema feoreinaina,

Teorema 1.1 ([W]} Sve vrenicuske krive sa koustantnnn krivinama u pros-
tort EY wegu se klasifikovats sa:
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(1) by = U sko 1 samo akeo je o deo vremenske prave lingje:
(2) by = 0 ako 1 samno ako je a ravna vremeuska kriva:
{3) by = 01 ky = constant > 0 ako 1 sawo ako je o deo ortogonalne luperbole:
(4} By = coustant > 0. ky = constant # 01 [ky| > &y ako 1 samo ako je o deo
vremenske kruzne helise
| — | -
afs) = T—( k2R s, ky cos{VIVs), by sin{ VIV s))
\
pri éemu je I = k3 - ki
(3) by = coustaut > 0. ky = conustant # 0 1 |ky| < by ako 1 sato ako je o deo

vremenske iperbolicke helise

1 L - -
als) = F(kl sinh(\/f‘(.s). ARSI s ke coshi{(VIVs))
y
pri e jo I o= b — kS
(G) ki = constaut > 0. by = constant #£ 0 i [ko] = k) ako 1 samo ako se a

nioZe paranetrizovatl sa

1, ‘ ,
als) = 6(/cl‘.s" -+ 65‘BA‘J.SZ,].:JQZ.E:").

Teorema 1.J ([W]) Sve uul krive sa koustantnin krivinawa u prostorn EY
mmogn se kiasifikovati sa:
(1) &y = 0 ako 1 samo ako je o deo prave nul liuije;

(2) by = 11 ky =0 ako 1 samo ako je « deo nul kiive

als (Gs + &' P 3V2s% Gs — %)
)= o\f )

(3)V ky = 11 ky >0 ako 1 smo ako je a deo uul kruzue helise

1 .
a(s) = e e (Wsccos(Ios) osin(IUs).
\
pri cemn jo IV = \/2ky:
(4y by = 11 ky <0 ako 1 sawo ako je a deo nul uperbolicke helise
(5) = =y (sinh(Ks). s, cosh( 1))
afs) = Kz(sml va) Vs, cosli{ s

pri cemn jo IV = =2k
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2. U ovo) glawvi klasifikovane su prostorne T8 krive u prostor vrewmeun
Minkovskog Ei. sime je kompletivaua klasifikacija W krivih u tom prostorn. U
radovima [Bo| 1 {W] dobijena je parametrizacija nul liclisa {tj. nul W-krivih) u
prostor vremenn Minkovskog, Osim toga, vremenske W-krive u 1stom prostoru
proucavane su 1 radu [Sy]. gde su oune klasifikovaue n tipove 1 podtipove n zavis-
nostl od toga da It je neka od njthovile triju kovina jeduaka nuli.

U nastavlow najpre ¢emo dati neke opste karakteristike prostornih krivih
w prostor vrewenn Minkovskog EY. St w o vezl, dokazademo teoremn koja jo

analogua teorenn 1.E.

Teorema 2.1 ([PS]) Neka Je o prostorna kriva jedinicue brzine sa krnvinon
ly > (0 u prostoru E?. Tada o mna by = 0 ako 1 samo ako o legi cela u 2-
dimenzionom potprostor prostora EY.

Dokaz. Pretpostavimo da kriva «(s) ina ky = 0. Tada pomodn Frencovih
formula nalazimo da e a = T = by V. N =+ikT. S drvge strane, inamo da je

A=l N A+ N = ka/ (k) £ Ea. Koristedh Maklorenov razvoj krive a,

P

(2.1) a(s) = a(0) 4+ &(0)s rli(U);—! + o (0)

5 4

T

sledi da kriva a ledl cela n 2 dimenzionom potprostorn prostora £, koji je razapet
vektorima {a{0). a{0)}.

Obratno. ako a lezi cela n 2 -dimenzionom potprostorn prostora Ej. tada
ona lezi cela u 2 dimenzionom potprostoru prostora E3. pa na osuovi teoreme

1.E sledh da je ky = 0. 0O

U slededi teorcmama 2.2, 2.3, 2.4 1 2.5 data je karakterizacija prostornil

krivili s obzirom na vredunost ujthove trece kriviue kj.

Teorema 2.2 ([PS]). Neka je o prostorna kriva jedinicne brzine sa pros-
tornom glavunom normalow N. prostoruom binormalom By 1 sa krivinawa ky > 0.
ey # 0 prostorn E}. Tada o ima ky = 0 ako f samo ako a leZi cela u prostoruoj

Liperravui prostora E.

okaz. Ako a(s) ima by = 0, tada pomodn Freneovih jednacina dobijamo
Dok Al (s) fy = 0. tada | Freneovih jed lobij

a = T, a = A‘li\-r. a = —k.fT‘}'!\"]f\’T‘l‘kl A‘zBl\ Cl = *3]€1A31T+(L‘1—k?—.’»‘lk%):\f—{—
(201 ley + by kg ) By Dalje. svi izvodi krive o viseg reda po s su linearne kombinacije
velctora o al o pa koristedn Maklorenov razvog (2.1) krive a. zakljnénjemo da
kriva a lezi cela 1 prostorno) hiperravui prostora E). koja je razapeta vektorina

{a10).G(0). &0y},
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Obratuo. pretpostaviine da a zadovoljava pretpostavke teoreme 1 lezi cela 1
prostornoy hiperravai o prostora EY. Tada postoje fiksni vektori pog € E). rako
da o zadovolava jednaciun luperravid 7 koja je data sa gla{s)—p.g) = 0. pri cemn
je g € 't vremenski vektor. Difereuciranjemn posleduje jeduacine po s dobija se
glacg) = glavgy = gla,g) = 0. Prema tome, ¢.a.a € 7. Posto je T = .
No=afllal]s sleds da je {1, q) = g{N.q) = 0. Dalje. diferenciranjem jednacine
g N.q) = 0 po s nalazimo da je g(;‘\-fr cq) = 0. Pomoéu Freueovih jednacina nalazuno
dajo By = (\ + by T kg 1 stoga je g{ By, ) = 0. S obzirow da je By (s) jedinstveni
vremensks jedici vektor ortogonalan na 3- dimenziom potprostor {7, N, I3},
sledi da je Bals) = ¢/|lqll. Stoga je By(s) = 0 za svako s 1 prema tome je
ke =10. O

Teorema 2.3 ([PS]). Neka jo a(s) prostorna kriva jediniéne brzine sa pros-
tornow (vrewenskow) glavnom nornalom N. vremenskom (prostoruoin) binor-
walow By 1 sa krivinama ky > 0.k, # 0 u prostoru E}. Tada o imma ky = 0 ako

samo o lezi cela u vremenskoj hiperravui prostora Ef.

Dokaz. Dokaz ove teorewe analogan je dokazu prethiodne teoremne 2.2, Pret-
postavimo najpre da kriva o ima k3 = 0. Tada pomocu Freneovih jeduacina do-
bijamo da je & = T, & = gy N, & = kiT + k.] N + ks By, o = iBf;:lfr'lT +
(l{'.] + klkfj + ]‘::f)N + (2§1k2 + klkz)Bl. Stavise. svi izvodi od a viseg reda po
s su linearne kombinacije vektora ., a. o, pa koristeét Maklorenov razvoj {2.1).
zalkljucgeno da o lezi cela n vremensko] hiperravui prostora E7. razapetoj velk-
toriina {a(0). a{0). a0y}

Obratuo, pretpostavimo da o lezn cela n vremenskoy hiperraval 7 prostora
E?. Tada postoje konstantui vektori p.g € E}, tako da o zadovoljava jednacinn

+ prostorut vektor.

Liperravui 7 oblika g(x(s) — p.g) = 0. p11 Cemu je ¢ € =«
Diferencirawjen posleduje jednacine po s, nalazimo da je glaq) = g{a.q) =
gld q) = 0. Prema towe. vektornn a.da. @ € o S obezirom da jo T = a0 N =
afllall, sledt da je g(T.q) = g(N.g) = 0. Osun toga. diferenciranjein jeduacine
glN.g) = 0 po s dobijamo da je g(N.q) = (). Iz Freneovili jednaciia sledi da
jo By = (N + ky Y/ Ey. paje g(By.gq) = 0. Posto je By(s) jedinstveni prostorni
jedimént vektor ortogonalan na 3-dimenzioni potprostor {1, N, By}, sledi da je

By = q/llql]. Konaéno. By = 0 za svako s, pa je ky = 0.

Dalje. prisctimo se da se prostorua kriva sa prostoriom glaviowm normalomm
Je ] 5

N1 uud binorwalom By naziva pareijalne nul prostornom krwom (W)

Teorema 2.4 ([PS]). Parcijaluo nud prostorna kriva a jedinicne brzine sa

krivinama by > 0. ks # 0. lezi cela u svetlosnoj hiperravoi prostora E7 i ima
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Dokaz. Koristedl Freueove jeduadine, nalazimo da je 6 = T.a = N0 =
I T Iy N 4 de kg By 6 = —Bkdey T+ (kg — R3YN & (2hey by + hyley + By kg ey ) B,
Stoga st a.d. ¢ linearno nezavisnl vektori. dok su d.od, o a’ linearno zavisni
vektor. Stavise. sviizvodi viseg reda krive o po s su lincarne kownbinacije vektora
aLaLan pa korsteci Maklorenov razvoj (3.1) sledi da kriva a ezt cela u svetlosuog
hiperravin n prostora Ef, koja je razapeta vektorima {a(0}), a(0), &(0)}. Prema
towe, mozemo pretpostaviti da postoje fiksm vektorl p.g¢ € E7, tako da kriva
zadovoljava jednacin luperravnl 7 koja je data sa g(e(s) — p.g) = 0, pri ¢emn
jo g €t anl vektor. Posto je ¢ nul vektor ortogonalan na By, sledi da je ¢ =
ABi A€ Ry, Tada je q = Aky By = 01 stoga je ky = 0. O

Dalje. prisetuno se da se prostorna kriva sa unl glavuom nornalom naviva
psendo nal prostornom krwoewn ([W]), Takve krive okarakterisane su slededom teo-

10111,

Teorema 2.5 ([PS]). Pseudo unl prostorna kriva a(s) jedinicne hrziue sa

krivinawma ky > 0. ky # 0 lezi cela u prostoru EY.

Dokaz. Pretpostaviino da kriva a(s) zadovoljava pretpostavke teorcie.
Tada Freucove forinule za krive o mmpleiraju jednacine ¢ = Toa = N.a =
ko By, 0" = koky N 4+ 1By — ijg. Prema tome, vektori a.a.4, ¢ su linearno
wezavisui. S druge strane. svi izvodl krive o viseg reda po s mogu se 1zraziti
kao linearne kombinacije vektora &.a. o’ 'a. Stoga koristedt Maklorenov razvo]
(3.1) krive a. zakljuénjemo da o ledi cela n prostoru Ef, koji je razapet vektorima

(A(0). ). @0y a0y O

Napomena 2.1. [z dokaza teoreme 2.5 sledi da pseudo unl prostorna kriva

koja lezl cela w prostor vremenu Minkovskog, moZe tati by = 0111 ky 2 0.

Teorema 2.6 ([PS]). Neka je a(s) prostorua kriva jedinicue braine sa pros-
toruom glavnom normalour N i prostornom binormalomn B3y prostorn . Tada
als) nna;

() ky = ¢y hy = cpo by = 0. ey 2 € Ry ako 1 samo ako « fma privodun

parawmetrizacijn oblika

1

{2.2) als) = z

(0.cy s, ep sin{s). e cos(As)), A = ¢] + ¢

(1) by = ey ko = ey ky = g0 ey cus ey € Ry ako 1 samo ako se o moze parametrn-
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ZOVHLT pOLROC

I
(2.3) als) = T(H sinh{ Ay s) + 1V, cosh{Ays)) + %-(Y';; sii{Ags) — T cos{Ays))

A Ay

K22l

AL = 5 K =i v~ agdesn

. C e — I +\[/I\'2+4r'2c?
oo A NE 1ha
pri cent je A = 5

Vo Uy Vs medjusobuo ortogonalut vektort koji zadovoljavagu jeduacine g{17. 1)) =

—g(V B0y = (A2 — B /(A A2 gV Ta) = gV 10 = (A 4 ) /(A 2 0D,

Dokaz. {1} Ako o una konstautne krvine l,-l = ¢y, hy = oy, by = 0. tada
koristedt Freneove jedunaéine nalazimo da je T 4+ (¢3 4¢3 )T = {). Resavanjem ove

jedunacine. lake dobijamo da je T = A + Bcos(\/r] + ¢55) + Csin( \fcf + (:?js).
pri cenm su oA B C e B koustantui vektori. Dalje. jednacina g(T T) = 1 im-

plicira da jeo g{B.B) = g{C.C). ¢(A.B) = glAC) = ¢{B.C) =0, g{Ad. A) =

I - g(B.B). S druge strane, jednadéina g(T.T) = ¢? daje _g(B.B) = Eiz
1 2

Prema tome, mozemo nzett da je A = (0, —=2=0.0}. B = (0,0 0).

=% . \ . ———z
r.1+c?_ \lr1+

C' = (0.0.0, —=£—). Prewma tome, do na izometrije prostora Fy. kriva a je oblika
(2.2}

Obratuo. ako jo a oblika (2.2}, tada ona lezt cela u prostoruog hiperravi pros-

tora E]. Tada teorema 2.2 implicira da je &y = 0. Dalje. iz Freneovih jednacina
dobijame da je g(T. T) = kZ (’\T Ny = kF + k3. Posto je T=diN= = a/llali.
nalazimo da je ¢(T.T) = ety g( N, Ny = ¢ 4 c5. Stoga je ky = o3 1 ky = e

(11) Najpre pretpostavimo da a ima koustauntne krivine razlicite od nule.
Tada pomoén Freneovih forumla dobijamo jednadinn 7 -+ {c + ¢4 — c";')T— cie3T =

(. Resavaugem prethodne jednaéine nalazimo da je
(2.4) T = Vicosh{Ays) + Vo sinh(A;s) + Vi cos{Ays) + Vi sin(Ays)

pri cemt s V. 15, 150 V) € B koustantni vektori. A = (= K + /2 - 4(:113('5)/’2

= (W I+ 4eted) /2. I = et Dalje. jednacina (7. 7) = 1implicira
da je g7V = —g(Vo Tu) g(Vyds) = (Ve Va)o gV by + 9005150 = L.
g1V =00za i # 5 {4, ) € {1.2.3.4}). Konactno, koristedi jeduadinu gT.7) =
e dobijamo da je g(1V3. Vy) = i\a—:[%z Prema tome, do na izometrije prostora E.
a je oblika (2.3).

Obratuo. ako se o lma parametrizacijn oblika (2.3), tada ona ma prostorun
glaviu 1101111(1111 N1 prostorun btwormalu By, pa Freneove formule nnplicivaju da
je g{T T) =k g(N. Ny = kI 442 Postoje T =d i N = a/lldl]. dobijamo da

HT.T) = 7. g(N,N) = ¢ + 5. Stoga je ki = ¢1 1 ky = ¢p. Wonaéno, pomodn
Fuumuh formula imamo da je g{By. By} = ki — A;, a s druge strane posto jo
By = (’\ + 7 N, nalazimo da je g J(B] B1) =%~ ¢ Prema tome, by = ¢3. {3
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Napomena 2.2. Kriva (2.2) lezi na kruznom cilindru w prostoru Ef sa
3 1

jednacinom wf + 0% = ¢ /{c? + 2?2, Triva (2.3) lezi na hiperkvadrici w prostori
. 3 4 1 1 2 !

. .. . . D 7 - - - - - .
E}. Preciznije. ako je ¢f > ci. 3 < ¢ ili ¢ = i, tada o lezi respektivno na
psendosfert sa jednadinom —rf 4403405 = (ch— ?)/rﬂzr-é, psendohiperhbolickom

: - 2 2 : 2 2 9

prostorn sa jeduacinom —ry + a5 + ;“; + oy ={c5 — (2 /( il svetlosniom konnsn

Sa ‘]w.lua.('nu)m —.z,f -+ tﬁ + ré 4y = 0.

Na osnovn teorcme 2.3, sve prostorne W -krive sa prostoruom {vremenskom)
alavuom norwalom NV 1 vrewenskom {prostornom) binormalow B, koje unaju
by = 0 leze cele n prostorn EY 1 stoga je njihova klasifikacija data v radn [W] U

slededing dyvena teorenana, mi raziatramo preostale slucajove kada je ky # 0.

Teorema 2.7 ([PS]}. Neka je o prostorna kriva jedmicne hrzine sa pros-
tornom glaviom normalom N 1 vremenskom binormalom By ut prostoru E}. Tada
a dma by o= ¢y ko = ¢y ks = ca. ¢y, 0y, ¢y € Ry ako i samo ako o iua

parametrizaciju oblika

1(1 stth(A1s) + 15 coshi{Ays)) + )\i

=3 (Vg sin{Ays) — Vycos{Ays)).
A

3

pri femwn jo N o= (=N 4+ R Fdeied)/20 N = (W + VR +4elel)/20 o=
cf—cy—ci i gde su Vi Vo Vi Wy medjusobno ortogonalut vektori koji zadovoljavaju

Jeduacine y(V,17) = —g(Va, V4) = (A — eD)/(AT + X530 g(Va, Vy) = g{85, 1)) =
(el + A1)/ (AL +A3).

3

Dokaz. Prvo pretpostavimo da o ima konstantne krivine. razlicite od nule.
Tada powoéu Frencovih formula dobijaio jednacinn T - (cf—ch—ck )T cie3T =
0. Resavanjem prethodne jedunacine, nalazimo da je wjeno vesenje T oblika (2.4). pri
cenm su 17, 15 Vi ¥y € EY koustantni vektori, A = (= IV 4++/IV2 + 4cied) /2, A2 =
(I + \/m)/l K =t — ¢l — ¢k Stavise. jednaéina ¢(7.7T) = 1 implicira
oo g(1h10) = —g(12. Vo) g(Ve Vo) = g(Vi Vi) (Vi Vi) + g(V5.V3) = 1.
gV V= 0za# joi0j € {1.2.3.4} Osimn foga. pomodu jednacine GgT.T) =
e hamo da e (V30 15) = (AT + ¢3) /(A + A2). Prewa tome, sledi daje da je do
ua izotuetrije prostora EL kriva a oblika (2.5).

Obratuo, pretpostavino da o imia parametarsku jednacinn oblika (2.5). Tada
lako nalazimo da je g(a.d) = ¢§. a iz Freneovih formula sledi da je g(T, T) =
g{a.a = ki. paje ky = ey Osiw toga, nalazimo da je g(N. N = ¢t — et ain
Freneovih fornmla nnawmo da je g (\- \) = ki — ki Dakle, ky = ¢y. Dalje. iz
Fretneovih jednadina sledi da je g(Bl 1) = ki 4 ki S druge strane mawo da je

By = (N 4+ T)/eo. paje g ¢{B1.By) = ¢ 4 ¢} Prema tome. ky = 5. O
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Napomena 2.3. Kriva {2.3) lezi na psendosferi sa jednadéinom —rj + 02 +
2 LN 22
o5 el = ey o)/ {efes).

Teorema 2.8 ([PS]). Neka je a prostorna kriva jediniéue brzine sa vremen-
skom glavuons nornalom N u prostoru Ef. Tada o fma ky = ;. by = ¢y, ky = ¢4,

1. 0y, ¢y € Ry ako 1 sawo ako se a wmoZe parametrizovati u obliku

1 1

{(2.6) a(s) = T(I'] sinli{ Ay s) 4+ V5 cosh{ A s)) + T(V;; st Ay st — V5 cos{ A 8)).
Al A7

pri cemn jo N = (=N 4 JRE 4 4cEeE) /20 0 = (I JRE 4 L3120 K=

ci—ci—ci i gdesu 17V, Uy, Ty medjusobuo ortogonalni vektori koji z;rdc)vrﬂ;;n'a_ju

jeduacine g{Vi V) = —g(10,15) = (A2 4+ 2/ (A + M%) 90515 = g(V5.1%) =

(A} = 1)/ (AT + AZ).

Dokaz. Dokaz ove teoreme analogan je dokazu teorema 2.6 1 2.7, Pret-
postavine najpre da a ma koustantne krivine razlicite od nule. Tada se pomoda
Frencovili formula lako dobija jednaéina T + (¢ — ¢t = fj)T —efeiT = 0. Sledi
da je njeno reseuje T oblika (2.4), pri femu su V4, ¥, V5, V) € E! konstantni
vektorl, A¥ = (= + /W2 4+ 4c2e2)/2, N5 = (B 4 /N2 +4e2ed)/2. K = o} ~
ci — ¢f. Dalje, iz jednadine ¢(T.T) = 1, dobijamo da je g(17. V1) = —¢(15.13).
g(Va V) = gV, Vi g0V, 8 + g(Ve V) = 1 po e sm 170V, 015 08 medju-
sobno orfogonalni vektori. Stavise. koristedijeduacinn (}{T T) = — i sledi daje
gV 15 = (A7 — /(AT + A%). Dakle. do na izowetrije prostora £ kriva a ima
jeduaciuu (2.6).

Obratno, pretpostavimo da o la parametrizaciju oblika (2.6). Tada pomodn
Freucovik formula nalazimo da je g(TT) N (N NY = ki + k3. S dinge
strane. powodit parametrizacije (2.6) dobijamo da je g(T.T) = —ct (\ \)
o+ (‘3 Stoga jo by = ¢;. by = ¢y, Osun toga. 12 Frencovih jednatina imamo
da je (B],B yo= —ki + ki S obzivonr da je B, = (N — EN) /ey, sledi da e
g(Bl.Bl) = —c¢5 4 ¢ i stoga je ky = ¢35, O

Napomena 2.4, Iriva (2.6) lezt na hiperkvadrici u prostor-vremenw Min-
kovskog E}. Ako ]( ¢t > 5. (‘j < (f ¢ = ¢, tada o led respektivio na psendosteri
sa jeduacinow —rf + 05 + i+ 0f = (¢ — 3)/cies. pseudohiperbolickom prostora
sa jeduacinont —+5 + o3 + 3 + 07 = (3 — i}/ cfes. il il svetlosnom konnsu sa

. - . .
jednadinow —o] + 3 + 03 + 02 = 0.

Na osuovn teoreme 2.4, parcijalno nul prostorua kriva a nna ky{s) = 0 za
svako s, U sledecoj teoveml, dajemo klasifikacijn svih pareijaluo nul prostormlhy

W kaivih u prostorn E
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Teorema 2.9. ([PS]). Parcijaluo nul prostorna kriva « jediniéne brzine
it prostoru E} fma ky = ¢; € Ry. ks = constant # 0 ako 1 samo ako je a deo
parcijaduo nul prostorne helise

1 i

a{s) = (as.as. —sinf{c,s), — cos(eys)).  a € Ry.
] 1

2
~)
=

Dokaz. Najpre pretpostavimo da « ima konstantne krivine razhcite od unule.
Tada pomoén Freneovili jednaéina nalazimo da je T + (fT = 0. Resavanjemn
ove jednacine dobijamo da je T = V) 4+ Vhceos{eps) + Visin(eys), pri Gemnu su
17, 1. Vy e B konstantui vektori. Dalje, jeduaéina g(T.7) = I implicira da
je gt 1nh+ g0, 1) = 10 (1. 10} = g(W V) = g(1a 1s) = 0, g(15.1%) =

ci. sledi da je ¢(1%. V) 1.
Prema towe. mozemo uzeti da je Vi = (.« 0,0,). a € Ry, Vo = (0.0.1.0).
2.7).

), tada se lako

{15 Vy). Ionatuo. koristedn jeduacium g(T T) =

Ty = (0,0.0.1). Do ua izometrije prostora £, kriva a ima oblik {
Obratno, ako a{s) itna parametarsku jedunacinu oblika (2.7

2
dobija da je & = (0.0, —cy sin{eys), ¢ cos(ers)) 1 stoga je gla,a) =

ci. Medjutim.
pomoin Freneovik jednadina dobijamo da je g(T.7T) = g(é&, &) = Lf Sledi da
je k1 = ¢y. Dalje, posto je N = a/{|a|], nalazimo da je '@ = (0,0, ¢} sin(c; ),
~cfcos{eys)) = —(1 N Medjutig, pomoén Freneovili jednacina nmmamo da je

-k?.\-’ 1 lngl. Sledi da je ]\'llx"'_,: = 01 otuda je by = constant # 0. O

Napomena 2.5. Nriva {2.7) lezi na kimznom cilindrut u prostoru £/ sa

I R 2 2 2
jednacinom @ + a3 = 1/e5.

Teorema 2.10 {|PS}). Neka je oo psendo uul prostorna kviva jedinicue brzine
i prostorn £ Tada o i
(1) hy = 1. hy = ¢y by = 0. ¢y € By ako 1 samo ako se a woze parawmetrizovati

poocu

—_

(2.8) als) = (cosh{J/eus) siuh{Jess) sinlJous). cos( Jeus) )

2¢

LR

(1) ky = 1. ke = o, ky = 3, co. 03 € Ry ako 1 samo ako se o mozZe parametrizovati

potocu

1 1
(2.9 als) = T(I’l sihi{Ays) + Vi cosh{Ays)) + —\—( Yy sin(Ays) — Vi cos{Aus)),

A Ay

prifemm je AN = N+ /LAY 4¢3 A = ~ KN+ /K + 3 K o= cpey i gde su V. 1y

Vi Wy wedjusobuo ortogoualnt vektori koji zadovoljavaju jeduacine g(17,.17) =

—g(lu 1) = /\::j/(f\f T ’\:j) gV 1) = gV V) = /\'1')/(/\? T ’\:::)-
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Dokaz. (i) Prvo pretpostavimo da a ima konstantne loivine Ay = 1, by =
ey by = 0 Tada pomoén Frencovib jeduacina nalazimo da je 7 — 37 = (.

Resavanjem prethodne jednacine dobija se da je

T = V) cosh{/ogs) -+ Vystnh(/eus) + 1y cos(oas) + Visinl Jess),

pricemn su 1. 30 ¥y V) € EY konstantni vekeoori. Stavige. jeduacina ¢(7T.7) = 1
nuplicira da je g{17.17) = —g(V5. V0), (V5 V) = gV 05 gV 1)+ (15 1) =
0. g(V,0V,) = 0 za i # 3, (7,) € {1.2.3,4}). Konacno. koristedl jednacinn

y(TT} = 0, nalazimo da je ¢g(Vy, 1%3) = 1/2. Prewa tome. mozemo uzeti da
jo 17 = (0. \%\U.U). Ty = (%.0?0\0)3 Ve = (0,0, %,U), Vi =(0,0.0, le?)' Na taj

uaéin. do na izometrije prostora Ey. kriva « ima oblik {2.8),
Obratuo. ako se a(s) woze parametrizovati pomodu (2.8). tada nafazinio da

Je glaca) = 01 stoga je by = 1. Dalje, ualazimo da je g{a.a’} = g(\ N = 3.

Medjutim. Freneove forumle daju g(N. N) = k3. Sledi da je &y = ¢, Kouaéno.

Frencove jeduacine inpliciraju da je g(ﬂ’l By = —2kyly. a s dimge stranc posto
je By = /|||, dobijawo da je ¢(By. By) = 0. Sledi da je ky = 0.
(1) Pretpostavimo da o ima koustantue krivine &y = 1, by = 4. by = 5.

Tada powodu Freneovih formula nalazino da je T —2c003 T~ c5T = 0. Resavaujem

ove Jednaciue. dobija se da je
T =1V cosl{Ays) + Vosmhi(Ays) + Vs cos(Ags) + Tsin{Ays).

pri cemu su by Vo, Ve Vo€ E‘? konstantm vektori, )\f = I + /L2 + 03,

N o= N+ P4+ 2 N o= cyey. Dalje, jednacina ¢{T.T) = 1 implicira
da je g(Vy3r) = —g(12. 1) 9V, V) = g0ba 1) g0 Vi) 4 g(1h. 150 = 1

gV VY £ O i # § (1) € {1,2.3.4}). Konafno. iz jednacine ¢(T.7) = 0.
dobijano da je g{1V,.77) = A3/{AF + M%), Prewa tome. do na izometrije prostora
Ej. a je oblika (2.9).

Obratuo. ako a(s) nna paramctrizaciju oblika (2.9}, nalazimo da je g{a.a) =
01 stoga je ky = 1. Stavige. dobija se da jo g(&.a) = 5. a iz Freneovih formula
imamo da je g(N.N) = k2 Sledi da jo ky = ¢4, Konafuo, posto je By = @' /][],
dobija se da je !j(B| B} = —eyey. Medjntim, Freneove jednacine inpliciraju da

e ;J(BJ.B|) = —lepky 1 stoga je by = 3. O

Napomena 2.6. Kiiva oblika {2.8) lezi na svetlosnom kowusu u prostorn
EY sa jeduadinom —o? + 03 4 05 + 0% = 0. Kriva oblika (2.9) lezi na hiperkvacdrici
w prostor- vremenn Minkovskog Ef. Ako je cxey > 01l eyey < 0, tada o lezi
respektivao na psendosfert sa jeduaéinom —r3 + 03 + 03 4+ 0% = 2ey/0y 1l na

psendoluperholickom prostorm sa istow jeduaciont.
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2. Dokaz sledede
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Konacuo. prionectiino da su neke od W krivili, kiive tipa

teorcine sledi neposredno 1z definicije krivili konacnog tipa 2

I

Teorema 2.11 ([PS]). Krive oblika (2.3).(2.5).(2.6) i (2.9). za koje \,.
Kriva oblika (2.8) za koju je Jc, € N je kriva tipa

2

Lo

Ay € N su krive tipa
Krive oblika (2.2) 1 (2.7). za koje respektivio A € Ny € N su krive nul tipa



GLAVA 5

HIPERBOLICKI UGAO IZMEDJU VEKTORA
U LORENCOVOJ RAVNI

Jedan od osnovuih pojmova n geormetriji Lorencove ravii L* je pojam hiper-
Lolickog ngla 1zmedjn dva vektora, Pojam hiperbolickog ugla izmedju dva je-
dinicua vremenska vektora (kada su oba vektora u praven "buduénosti”™, “pro-
slosti”. il e jedan od wjih v praven "huduénosti™. a drugl u praven “proslosti”)
definisali sn G. Birwan 1 K. Nowicu u radovima [BN]. [BN1]. U ovim radovima
powenntl antorl su proucavali osobine funkeije Liperbolickog ugla. kao 1 relacije
koje se odnose na Lorencova trigonowetriju. Neke od osobina funkcije hiper-
holickog ngla su takodje opisane u radn [O].

L ovoy glavie defiuisan je pojam hiperbolickog ugla izmedju dva jedinicna
prostorua vekrora, kao 1 pojam huperbolickog ngla 1zmedjn jedinicnog prostorunog 1
Jedinicnog vreweuskog vektora u Lorencovoy ravni. Ovim definicijama kompletivan
je pojam hiperbolickog ngla 1zmedin dva ne unl vektora. Zatim je dokazauo da je
potnemit pojan hiperbolickog ngla dobro definisan, tj. nezavisan od 1izbora Loren-
covog koordinatnog sistema. Takodje su proucene odgovarajuce funkcije hiper-
holickih nglova i potom je definisana wmera hiperbolickog ugla. Treba pornennti
da pojain luperbolickog ngla 1zmedju dva vektora n Lorencovoj ravnl, pri éemu je
bar jedan od njih nul velktor. jos uvek uije definisan.

Kao sto Je poznato. muoge geometrijske osobine krivih. kao 1 neke klase
krivili. mogn se opisati pomodcu ugla 1zmedjin dveju pravih linija ili dva vekrora.
Jedun kiasn talkvih koivib éine tzv. Erive honstantne precesyye. One su definisane
kao krive c1ja osa rotacije Freneovog repera (koja se jos naziva 1 centroidown} rotira
oko nekog fiksiranog pravea koustantnom brzinom. gradedéi sa njim konstantan
ngao. U BEuklidskowm prostor E¥. krive konstantne precesije su detaljno proucene.
Parametarske jeduacine tih krivih u prostoru E*. date sn u radu [Se]. S tim u vez.
1 ovoj glavi su pomodu pojma hiperbolickog ugla klasifikovane sve prostorne krive
konstautue precesije ¢ija je glavna normala ne unl vektor. kao 1 sve vremenske

krive konstantue precesije u Lorencovom 3-dimenzionom prostoru L*. Stavise.
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dari su t uslovi pod kojima pomenunte krive konstantne precesije predstavljaju
krive konacnog Ceunovog tipa ([C]).
Podsetimo se da je n—dimenziout Lorencov prostor L™ vektorski prostor R”

suabdeven Lorencovim indefinitnim unutrasnjm proizvodom
g(Ly) =&y e 1Yn—1 — Laln

za svaks dva vektora » = (2. .. &n). ¥ = {1 ... yn } prostora L. Uotimo u
Lorencovoy ravm L jedinicni vremenski vektor ¢ = (0,1}, Tada vektor ¢ orijentise
Lorencovu ravan, pa se takva vremenska orjjentacija definise na sledeéi nacin, kaze
se da je vremenski vektor v = {v7.v9) usmeren u praven ~buduénosti” odnosno
“proslosti”. ako je respektivno g{v.e) < 01 g{v,e) > 0. Isto vaZi 1 za prostorne
vektore. U Lorencovo] ravni posmatracemo samo dozvoljine koordinatne sisteme.
r]. koordinatne sisteme u kopma je vektor e = (0, 1) jediniént vremensk: vektor

+ = (1.0) jediniéni prostorni vektor

usmeren 1 praven  buduénosti”, a vektor e
ortogonalan na ¢. tako da je baza {e, et} pozitivno orijentisana ([BN1]}.
Oznadimo sa & pravu Lorencovu grupu koja se sasto)ji od svih matrica obhka
cosh{u) sinh(u) ~
Alu) = | . . u & R

sinh{u) cosh(u)
Tada je G grupa svih linearnih transformacija ravni L* koje éuvaju unutrasnji
proizvod. orijentactjn i vremensku-orijentaciju. U radovima [BN.BNI1], hiper-

bolicki ngao 1zmedju dva jediniéna vektora definisan je na slededi nacin.

Definicija 1.A ([BN]). Neka su v 1 y dva jedinicna vremenska vekiora sa
praveem ka buducnosti. Kaze se da je uw € R oryjentisant ugao od » ka y. ako je

Aluje =y

Definicija 1.B ([BN1]). Neka je » jediniéni vremenski vektor sa pravecem
ka bududnosti 1 y jediniéni vremenski vektor sa pravcem ka proslosti {ili obratno).

KNaze se da je u € R orgjentisani ugao od » ka y. ako je (—A){u)w = y.

P tome je funkejja orijentisanog hiperbolickog ugla (-.-) 1zmedju dva je-

dinitna vremenska vektora imala sledede interesantne osobine {[BN1]):

(2) (roy) H{y-=2) = (2. 2)
(3) (e} =0

(4) (y.r) = —{r.y)

(3) (—r.y) = {a,y)

(6) (. -y} = (2.y).




P, coo. I
! - LTy 12

I

Pooiserano se day Lorepcore trassformaega Lr — o luearna trausforma-
cge 1 qediow dogsvoliivog koordinarnog sistemwa n drugi. koja ¢uva metriku ([S]).
Na purer. shve najjeduostavnije Lorencove transformacije u prostoru L? su (IS]):

prostorua rotacija za ugao ¢ € B n prostorno] ravui {rq. ;. éije su formaule

,‘ "
&y = rpcosf 4+ oy sinf
Ly, = —uysind + rycost
‘-] P e— .
.1,3 = d'y3.

i vremenska rotacija za “pseudo—ugao” ¢ € R u vremenskoj ravni {1y, 23}, flje su

formule

1, = xycosh@ + rssinh o

J:’S = x5 sinh @ + r3 cosh o.

Ove dve jednostavne Lorencove transformacije su vazne, jer se svaka Lorencova

transformacija moze predstaviti kao konacan niz transformacija upravo ovog tipa.

1. Sada ¢emo definisati hiperbolicki ngao 1zmedju dva jediuiéna prostorna
vektora. Ova definicija je vrlo bliska definiciji hiperbolickog ugla izmedju dva
jediniéna vremenska vektora. Neka je. kao 1 ranije, sa A(u) € G oznadena matrica
oblika

Afu) = (c?sh(u\) sinh{{u) L ER
| sinh{«} cosh{u)
Neka su X = (o), 202} 1Y = (11,42} dva jediniéna prostorna vektora u

Lorencovoj ravni L?. Oznaéimo sa T operator koji komutira koordinate. tj. za
proizvoljun tacku (ay.ay) ravni L* vazi T(ay,ay) = {as.a;). Tada je oéigledno
G{N.T(Y)) = ryys — £ayr. Stavise, iz pretpostavke da su X 11 jediniéni prostorni
vektori. lako nalazimo da je g( X, Y')? > 11 stoga je [¢(X.Y )| > 1. linamo da vazi
nejednakost:

0 < g(X.1) < 2uyyg( X V)

Prema tome. ako je sgi r) = sgn 4. tada je (X, Y) > 0. S druge strane, ako je
sgn oy 7 osgn oy tada je g(X.Y) < 0. U oduosu na ove dve razlicite moguénosti.

dajemo sledece dve definicije.

Definicija 1.1. Neka su X = {&1.43) 1 Y = (y1.y2) dva jediniéna pros-

torna vektora. pri cemu je sgn xy = sgu yy. Broj uw € R naziva se orjjentisanitn

hiperbolickimn uglom od X ka Y ako je A(u)X =Y.
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Definicija 1.2, Neka su X = (ry.0q9) 1 Y = (yi.yy) dva jedinicna pros-
torna vektora. pri cemu je sgn £y £ sgu y. Broj w € R naziva se nryjentisantm

iuperbolickinn nglom od X ka ¥ ako je i—A)w) X =Y

Napomena 1.1. U definicijama 1.1 1 1.2 nije neophodno da vektori ¥ 1V

budu oba 1 praven buduénosti ili proslosti.
Iz definicija 1.1 1 1.2 dobijamo respektiviio formule

é{ coshiuy = g(X,}) fcosh(u) = —g(X.})
g

| sinh(u) = g(X. T(Y)). | sinh(u) = —g(X.T(Y)).

Hiperbolicki ngao v iz definieije 1.1 {shéno 1 hiperbolick: ugao v 1z definicije 1.2)
nezavisan je od izhora dozvoljivog koordinatuog sistema u Lorencovoj ravni L7,
Neka su {ay. 0o b {0} dva proizvoljna dozvoljiva koordinatna sistema u ravni
L* 1 neka su koorvdinate vektora X 1 ¥ u odnosu na ova dva sistema respektivno
foyora)e (yaoye) 1 (e ey). (yiayh). Ako je L {ay. 03} — {2].+}} Lorencova
rrausformaciza iz prvog koordinatuog sistenta n drugl, tada za koordinate vektora
N 1Y vazida ge
rycosho 4 rysinh e = o) y1 cosh @ + iz sinh e = y)

11
rysinh @ + oy cosh @ = &) y1 sinh e + y2 cosho =y,

Ozuacimo orijeutisani hiperbolicki ngao od X ka Y sa (X, Y). Pretpostavimo da je
{\N.17) = u orijentisanl hiperbolicki ugao n koordinatnom sisternn {..x»}. Tada

na osuovu definicije 1.1 imamo da je

a1 coshu + vy sinhu =
{1.2)

&7 sinth u + vy cosliu = yy.
Prema towe. 1z relacija {1.1) 1 {1.2) sledi da je

AP s —
] cosliu + &) sinh v = 1y

! - / !
2y sinh w + .y coshu =y,

sto zuacl da je w = (L{X). L(Y)) orgentisant hiperboli¢ki ngac n keordinatuom

sisternm {0}

Lema 1.1. Ako su X, Y 1 7 jediniéni prostorui vektort u Lorencovoj ravni
L? tada za funkciju orijentisanog hiperbolickog ngla {-. ) va#i:

(1) (\.X) = 0
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HIERYS

(4) (X010

5) (X.¥) = (.1
(BN Y)Y +{Y . Z)=(XN.2).

Dokaz.

(1) Ako je (XX} = . tada ua osuovu definteije 1.1 imamo da je A(u)N = X
t~stoea Je coshe = 1osinhw = 0. Prewa towe, o = 0.

12y Ako je (Y. =X} = u, tada na osuovu definieije 1.2 sleds da je { =AW u )X =
=N 1) A(w)X = X, Tada powodn tyvrdjenja (1) nalazimo da je v = 0.

(3) Neka je (X)) = w, (Y, V) = ¢. Ako je sgu oy = sgu . tada na osnovn
Jefinege 1.1 dobyjaino da je A{a) X =1, A{0)Y = X 1stoga je A{e)A{a)N =X,
Posto o A{elA(u) = Alw + v). pomoéu tvrdjenja (1) sledh da je v + 0 = 01 zato
pow = —o. Dalje. ako je sgn oy 9 sgn oy, tada ua osnovu definieije 1.2 dobijamo
dage (=AY =1, (—A)0)Y = X 1stoga je (= A)(0)(—A)(u}X = X. Posto je

— Ao =AM u) = A(u -+ o), opet pornodn tvrdjenja (1) nalazimo da je w4 0 =0
L sToga Je u = —p,

(4) Neka je (X)) = w1 (=X Y} = ¢. Na osnovu definieija 1.1 1 1.2 na
shean nacin dobijamo da je w = v

(5) Dokaz je analogan dokazu tvrdjenja (4).

(G} Neka je (XY ) = w1 (Y, Z) = ¢, Tada razlikujeino sledede mogucnosti:
L) sgn o = osga gy = sgu o2y (6.2) sgnoay #F sgnoyy = sgnozy (6.3) spiay = sgn
iy Z sew s (God) spuowy = sguozy # sguoyp 1 orazimatramo i posebuo.

(6.1} Iz definicije 1.1 imamo da je A{w)X = Y. A{0)}Y = Z| odakle je
Aty A{u) X = Z. Posto je A{v)A(u) = Alw + v), na osuovu definicije 1.1 sledi da
PN 2y =+

(6.2} Iz defimenya 1.1 1 1.2 iiano da je respelktivio (—A}a) U = 1V, Ao} =
Z Sledi da je A(e){(—A) ()X = Z 1 stoga je (—A)(u + )X = Z. Tada definicija
1.2 nuphewra da je (A7) = u + v,

{6.3) Iz defiuicija 1.1 1 1.2 imamo da je redom A(x)X =V, (-A)} )Y = 21
zatoje (—A) o) A(u) X = Z. Sledi da je (= Aj(u+4¢)X = Z. pa na osnovn definicije
1.2 dobijjamo da je (X Z) = u + v,

(G.4) Na osnovn definieije 1.2 sledi da je (—A)(«)V = Y. (—A)e)Y = Z 1
stoga e (=AM e =A) (el N = Z. Tada nalazimo da je A{u 4+ 0).X = Z 1 pomocn
definicije 1.1 dobjjamo da je (V. Z) = w4+ 0. O

Primetimo da ako prostorun vektorn V1 Y nisu jedinicun vektori. apet je
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~oonde dobin formuln za orijentisand hiperbolickl ugao izmedjn wph. Naune.

Lot ST ﬂ%ﬂ H}}’H jedinicni prostornd vektort kolinearni sa X 117, tada je odigledno
NV = (g o) Stavljajuét (X.1) = (17 ) = wo iz definicija 110 1.2
olasnno respekfivie da je
NV TR RN
coshu = -——————g(rx ! ) coshu = ww———*—~y(, ! ,)
IR WX
sinliu = ~——~9(X’T(Y)) sinhh e = -—{————QI(X’T(Y))
RN XY

2. Sada dajemo definiciju luperbolickog ugla izmedju jedinicnog prostoruog
krora 1 jediniénog vremenskog vektora u Lorencovo] raval L*. Oznacéino sa B(u)
Latrien oblika

Bluw) = Ii ue R

sinh v coshu
cosli e sinhou

Nokage No= (@) .oy} jedinénn prostormi vektor 117 = (g7, y2 ) jediniéut vremenski
kror. Tada lako nwalazio da je g{ XV, T(Y7})? > 11 prema towe jo [g(X. T{(Y))] >

Stavise. vazi slededa jednostavna nejednakost
0 < {I(X-,y)2 < 20y (X T{Y)).
I posleduge nejeduakost sledi da ako je spn oy = sgu o tada je (X, T(Y)) > 0, a

s jeosgnag #F osgu oy tada e g(XNUT(Y) < 00 U odnosu na ove dve moguénosti.

Loetno sledece dve definieyge.

Definicija 2.1. Neka je X = (u.09) jedinicud prostorni vektor i 17 =
o) gedinieun vrewenskn velitor, pri cemu Je sguoary = sgnoyy. Broju € R

Laziva se orjjentisanin hiperboliékii nglorm od X ka ¥ ako je B{u)Y =1

Definicija 2.2. Neka je X = (u.42) Jediméni prostornt vektor 1 37 =
iy ) Jediénn vremenski vektor. prr Cemum je sgn oay # sgu o ye. Broj u € R

soiva se ongjentisanin lnperbolicknn nglon od X ka Y ako je (=B)(u).Y =1
Iz defimicija 2.1 1 2.2 nalazimo da je respektivuo

coshu = g(X,T(})), J coshu = —g(X, T(Y)).
sinh o = g{ X, 17). L simhu = —g{ Y. 17).

Napomena 2.1. U defiiderjama 2.1 1 2.2 wye neophoduo da vekronn ¥ 117 budn

Lasa praveenn ka budnduosti i ka proslost.
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Dokazacdemo da je hiperbolicki ngao « 1z definicije 2.1 (analoguo iz definicije
2.2) nezavisan od izbora dozvoljivog koordinatnog sistemna v Loreucovo) vavni L?.
Neka s {ey ooy b {e)oeh b dva dozvoljiva koordinatua sistema w Lorencovo) ravin
L% 1 neka su koordinate vekotra XV 1 Y 1 odnosit na ova dva sisrema respekoivio
oblika () e) {yioys) 1 (eoeh) (wl o yh) Ozuacimo sa Lo: {eroes} = {0l 0}
Lorencovu transformaciju 1z jednog koordinatuog sistema w drugt. Tada za koor-
dinate vektora X 1Y vazi da je

sy coslio - g sinh o = 0 gy coshio + gy sinlve = )

(2.1) :
rysinlie + oy cosho = o g1 sinh g + iy coshho = g

Oznacimo orijentisant hiperbolick ugao od X ka 17 sa (X, 17). Pretpostavino da je

(X.Y7) = i orijentisanl hiperbolicki ugao w koordinatnom sistemmn {2y, 0y}, Tada

na ospovi definicije 2.1 nnamo da je

rypsinlie 4 ey coshe = gy

sy coshin 4 oy sinh w = gy
Prewa tome. 1z relacija (2.17 1 {2.2) nalazimo da joe

osinlie 4+ 0 coshe = .
(2.3}

; 1 g _ /
rycoshu 4 o stuhoe = gy

Sto zonacl da je v = (LX), L{(}"}) orjjentisant hiperbolicki ugao n koordmatiow

sistemn {04}

Lema 2.1. Ako su X 1Y jedinicur prostorut 1 vremenski vektor respektivno
i ako je Z jedinicni prostorni ili vremenski vektor 1 Lorencovoj ravni L7, tada za
funkciju orjjentisanog huperbolickog ugla (-.-) vair:
V.Y = (L)
2PN Yy = (X

Dokaz.

(1} Neka je (X)) = (Y V) = v Ako Je sgn oy = sgn gy, tada na osnovu
definicije 2.1 sledi da je B{u)X = Y. B{m)Y = X odakle je B(e)B()X = Y.
Postoje B{e)B{u) = Alu+r). pomadn definicije 1.1 dobijanio da je (X, V) = wtor,
pa tvrdjeuje (1) iz Lenwe 1.1 iupliciva da je v = —p¢. Dalje. ako Je sgn »y # spgu yo
tada na osnovi definicije 2.2 imamo da je (=B)(10)X =Y . (=DB}(v)} = X 1 stoga
e (=B (=B) )Y = X. Posto je (—=B)(v}{—=B)(r) = Alu 4+ »), na osnovn
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definicije 1.1 sledi da je (X, X) = u 4+ v, pa tvrdjenje (1) iz Lemne 1.1 muplicira da
e u = —v.

(2} Neka e (X, Y} =, (=X.Y) = ». Ako je sgn @y = sgn y» tada pomodu
definicija 2.1 1 2.2 respektivno nalazimno da je B(u)X =Y. (=B)(e)(-X) =}
Sledi da je B(r) X = Y. pa na osnovu prethodnog tvrdjenja (1) mmamo da je
Bi—mY = X Tada je B{—0e)B{u)N = XN 1 posto je Bl~viB(u} = Alu — o).
na osnovu definiclje 1.1 sledi da je (X, X)) = « — 0. Tada tvrdjewge (1) 1w Leme
1.1 unplicira da je « = v. Dalje, ako je sgn @y # sgu gy, tada na osnovu defini-
clja 2.2 1 2.1 respektivuo imamo da je (—=B)u)X = Y. B(r)(-X) = Y. Sledi
da je (=B o)X =Y. pa tvidjenje (1} nupliciva da je (=B){(--0)}" = X. Dalde.
(=B)(—o)(—-D)e)N = Xipostoje (=D —o)(=BY{u) = A(u— ). pomodn defini-
cije 1.1 nalazinuo da je (X X)) = v—v. Wouatno. tvrdjenje {1112 Leme 1.7 imuplicira
da je w = v.

{3} Dokaz je analogan dokazu tvrdjenga (2}.

(4) Neka je (X.17) = w, (Y. Z) = v. Tada razlikujemo sledece stuéajeve:
(4.1} Z je prostorul vektor: {4.2) Z je vrewenskl vektor.

{(4.1). U ovew slucaju. razlikujemo sledeée mogucnosti: {4.1.1}) sgu &y = sgun
yr = sgu =y (£.1.2) sgu vy = sgn oy #F sgn sy (4.1.3) sgoay = sgn oy = sgun o
(4.1.4) sgu ooy = sgu 2 =# sgn yo.

(4+.1.1}. Powodcu defiwieije 2.1 1 koristedt tvrdjenge (1) dobijaino da je B{uw).X
=Y. B{—=0)Z =Y. Sledi da je Blw)X = B{—-0v)Z. Mnozed ovu jednacinm sa
B{r). dobyamo da je B{0)B{u)X = Z. Posto je B(v)B{u} = A(u + v), na asnovi
definicije 2.1 sledi da je (X, Z) = v + v.

{4.1.2). Koristeét tvrdjenje (1) 1 pomocn definicija 2.1 1 2.2 sledi da je
Bl X =V (=D} —0)Z =Y. Prema towe, Bu) X = (=B} —0)Z. Mnozedl ovu
jednacinu sa (—B)(0) nalazimo da je (=B){0)B(u)X = Z. Posto je (—=B){¢)B(u)
= {—=A)(u + ). ua osnovu definieje 1.2 dobjjamwo da je (X, Z) = v + v.

(1.1.3) i (L.1.4),
(4.1.2).

(£.2). Razlikujemno slededée wognénostis (4.2.1) sgn oy = sgu ys = spu 2y

U ovin sluéajeviima, dokaz je analogan dokazu tvrdjenja

(4.2.2) sgnay #F spnogy = sgnocyr (2.3) spuoay = sgl gy # sguozu (.24 spu
2T SEIL Iy SUL Y.

(4.2.1). Na osnovu defimetje 2.1 1 defierje hiperholickog ugla izmedju dva
vremenska vektora ((BN1]) nalazuno da je B(w) X =1V, A(v)Y = Z. Sledi da je
Al B{u}N = Z 1 posto je A(e}B{u) = B{u + ). pomoén definicije 2.1 dobijamno
daje (N Z) = u -+ 0,

(4.2.2). Powocn defiuieyye 2.2 1 defintcije luperbolickog upla izinedjin dva vre-

wenska vektora mamo da je (=B} w)Y =Y. A(0)Y = Z. Tadaje Alo)(—B){u} X
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= Z 1 s obzirom da je A(v)(—B)(u) = (—=B){v + v}, na osnovu definicije 2.2 sledi
da e (X, 2} = u~ 0.

i4.2.3). Na osnovu definicije 2.1 1 definicije luperbolickog ngla 1zmedjn dva
vremenska vekrora. dobyamo da je Blu)X = Y, (=A)(#)Y = Z Prema tome,
=AM e BlulY = Z 1 posto je (—A)(v)Blu) = (—B){u+ ). pomocén definicije 2.7

sledy da je (X 20 = v + v

(4.2.4). Dokaz je analogan dokazu prethodnog tvrdjenga. O

U shieajm kada pmstonn vektor X 1 vremensk: veltor ¥ nisn jeduném vek-

torl. tada su ﬁ ||3 m jediniéni vektor kolmearni sa .\ 1Y . Tada je ofigleduno

(X.1) = (|,§” ”),.H). Stavljajué (X.Y) = (”-_", L“) = u. iz definicija 2.11 2.2

dobijamo respektivio da je

YX.T(T))

X111
g(X.Y)

sihu = —— 7. sinhw = —

|

g(X, T(Y))
IRV
g\ 1)

T

coshv = coshu = —

U nasravkn. koristedl pojam hiperbolickog ngla izmedju dva ne nul vektora.
dajeino formmulu za povirdinu trougla u Lorencovoj ravii. kao 1 neke trigonometrijske
relacije. Podsetimo se da je n Lorencovoj ravnl povrsina paralelograma kop je
razaper nad vektorima N = (ey.00) 1Y = (y1.y2) data sa [g( N T(Y )i ({BN]).
Prema tome. ako su A, B 1 C tr1 nekolinearne tacke u Lorencovo] ravni. povrsina

5 trougla ABC jednaka ]'e polovini povrsine paralelograma koji je razapet nad

\'ektc'n"n-na B AC t]. S =yl AB. T(4 -? N/2

Teorema 2.1. Ako su fﬁ = (r.2 E {(y1.y2) prostorni nekolinearui
vektorl. tada je povrsina AABC data sa

(AB.AC)

5=

Dokaz. Powodun definicija 1.1 1 1.2 lako se dobija gornja formda.

Teorema 2.2. Ako su A§ ={ry. v} 1 ~iC> CY2) prostorul I vrerenski
velitor respektivio. tada je povrsina AABC dara sa

g 14

Dokaz. Pomodu definicija 2.1 1 2.2 lako se dobija gornga formula. O
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Teorema 2.3. dko su 'A_Lﬁ {ry. 0012 AC = Zy.za) p1 ostornt nekolinearni
vektori 1 BC = {41+ y2) vremensks wfxr(u rakav da je g J{ﬁ BC ) =90, rada je

cosh{AB. AC) = cosh{ BC. AC) = WAB||/1IAC].
smb( A8, ACT = [smh(BC. A0 = | BEY/1ACH.

Dokaz. Posto ge AB + J_BTC} = AC. sledi da je

(2.4} L1y =21 A i = zy.

Najpre dokazujemo da je sgn oy = sgn z;. Ako je sgn r; # sgu ;. tada je
0 < y(?lﬁ.jz}')2 < 2azygi ‘B’) ? } 1 stoga je g(A4 *B) :4? < 0. S druge strane,
g(ﬁﬁ) = HEH > (). §to je l\ontmdlkcl]a Prema tome. sgn @7 = sgu z1, pa
razliligemo dva slucaja: {1°) sgn oy = sgu 27 = sgn yo: (2°) sgn »#; = sgn 21 #
NI

(1°). 1 m jo cosh(AB.AC) = g(AB. AC)/||ABI|{|AC| = uﬂ?’n/uﬁ

sitth( If); = y{ ‘1_3) T ,f—iﬁ /HEH H?H sto zajedno sa (2.4) daj
(2.3) siuh(AB. ACY = ¢{AB. T(BC))/ || AB| || AT,
Posto je sinh{ A4 a5, B? y=g(A -B\ BC /H? | Hﬁ” =0, sledi da je ( E 3‘8

Premia tome. cosh @ EE') = J(H_B)..T /HEH HE?H = 1. Sledi da je
26) 9(AB.1(BC)) = ||AB1| | BCY)

Zawenom relacije (2.6) w relaciji {2.5). dobijamo da je sinh{A ? ‘8 = HE@H/
WAC. Osim toga. sith(BC,AC = - g(BC. AC /HEE*HHEH - ni@n/u,ﬁu
cosh( BC. —? = g( ? T( ﬂTC} /Hﬁ” H/ﬁ []. $to zajedno sa relacijom (2.4) daje
cosh( BC. AC) = gl (AB. T ?? /HB?H HrT(ﬂ . Zamenom relacije (2.6) u posled-
1jo] _]edndknbtl nalazimo da je C(,)hh(B—C;. z—iﬁ = H—Ell/HRH

2°). U ovom shiéajn imamo da je (osh(ﬁ A-é = HA‘B>H/HRH sinh({A AB.
4? =y —E T4 ? /H?H Hﬁ” §to zajedno sa relacijom (2.4) unplicira da je

2.7) sinl(AB, AC) = g(AB. T(BC))/||AB| || AC]|.
Posto je sinh( 1B, Eg ? BC /HEH HB’HC)H = 0. sledi da je { ﬁ B'g

= 0. Prema towme. ((}bh(ﬁ BT’ = —g| E (B _? /H‘gH HE?\H =11 stoga je
(238) ~9(AB.T(BC)) = | 4B | B!

Zamenouw relacije (2.8) n relaciji (2.7) nalazimo da je sinh{A AB. ;18 —){FC)'[I
/’HT{?H Dalje intamo da je smh(ﬁf.fﬁ =g B—C}? /HEZH H/ﬁ“ = -HE’?H
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/H—Ct . coshi B’—C7 ﬁ —g( AC' T ﬁl/]lB?H Hﬁ“ sto zajedno sa relacijom
(2.4) nuplicira da je cosh( ET& zTCé = —ql AB T ﬁ /1|B7H HRH Konaéno,

zamenomt refacije (2.8) u poslednjo) jednakosti dobijamo da je cosh{BC', ACY)

— [ABI /WA, O

Teorema 2.4. Akosu ]? = {y1.y2) 1 IE" = (7. 2y ) vremeuski nekolinearu
vektori | A8 = (@00 ) prostorui vektor takav da je g(ﬁ. W) = (). tada je

cosh(AB. AC') = cosh( BC. AC) = |BC|/||AC).
Lsiuh (AB. AC| = [sinh(BC. ACY] = [|JAB|/[|AC!.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 2.3. Prvo dokazujemo da je sgu yy =
sgu 9. Ako je sgn y; # sgn Iy, tada je 0 < g B—C}' ;l? P« 2yyz,9(B —lg ?})
)=

pa sled: da je g(ﬁﬁ} > 0. S druge strave, imamo da je V,r(B‘C}Y AC

g(BC.BC) = —[|BC|? < 0. &to je koutradikcija. Prema tome. sgn y, — sgu
2o 1 razlikujewso dva slucaja: (1°) sgn ) = sgn gy = sgn 220 (2°) sgn oy # sgn
Yy = SEL 3y

o

(1°). Tada je siuli{ ? ﬁC} . cosh{A /‘1? (E
T(BC))/ |4 |?HH?}FH;€T5WH?} 51edu1d)mshﬁif _HJ_??H/HR'H.

uuwc.T@) = glAB. T(BC)/I|BCIAC|| = || AB)/)1AC
20 (AB.AC) —

( ) U ovomw sluéaju je sinh(ﬁ. Ig') =

H@ | Stavise. c-osh(B?~ﬁ) = HWH/HZR}'H Smh(gﬁ'ﬁ) - _Hﬁﬂ
AAch. o

Napomena 2.2, Relacije u teoremama 2.3 and 2.4 takodje vaze kada se

recl prostorm’ 1 vremensks” zamene jedna drugom.

Teorema 2.5. Neka su /ﬁ AC i BC prostorni nekolinearni vektori i neka

Je o = ﬁ 7 3= @ ﬁ (}TC_)'W) Tada u AABC vaze relacije:
AC um 14D

(2.9) | sinhi(.3}| | sinh{a}] | sinh{n M

Dokaz. Neka je E tatka na pravoj AB tako da je Cﬁ vremenski vektor
1 g(&@zﬁ) = (. Na osnovu teoreme 2.3 w AAEC vazi relacija |sinh(a)| =
HHII/HYH dl](‘ na osnovn teoreme 2.4 uw ABEC vazi da je |sinh{3)| =
HC-J%H/HB_(}H Preina tome.

{2.10} Hﬁ” |sinh{F}] = ||:{TC}H 'sinh(er
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Neka je D tacka na pravo] AC tako da je BD vremenski xektcn 1 J Ej'j ?] = 0.

Tada na osnovu teoreme 2.3 1 AABD vazi |sinli(a)] = HBDH/H AB. Po teoremi
24 1 ABDC vazi | sinh(~}] ;HBBH/,IEﬁH 1 stoga je
(2.11) isinh(c)|||AB = |siuhi~)| | BCY.

Lounacuo. 1z relacyya (2.10) 1 {2.11} dobija se relacija {2.9). O

Teorema 2.6. Neka su AB i Al prostorm (vremenski) nekolinearni vektorn.

BC vremensk {prostorni) vektor 1 neka je o = {E.E). 4 = (ﬁ.gg). .
{ﬁ ﬁ) Tada u NABC vaze relacije:

JACY  |IBCY 4B

cosh(3)  fsinh{a)]  cosh(s)

(S
[—
[

Dokaz. Dajemo dokaz u slucaju kada sn AB i xﬁ prostorul vektori. a BC
je vremenskl vektor. Dokaz u slucaju kada su ﬁ 1 Ig vremenski vektor. a BC
je prostorul vektor, tece analogno.

Neka je E'tacka na pravoj AB tako da je CE vremenski vektor i g(ﬁ . ﬁ) =

. Tada po teoremi 2.3 1 AAEC vazi jednakost |sinh{a}| = HE—E)H/HRH Dalje.

ua osnovu teoreme 2.4 u ABF(C vazl relacija coshi{3) = [|CE|l/[|BC|. Prema
tome.

(2.13) Hﬁ]“sinh(n)] = "%1{((}511(3)

Neka je I} tacka na pravoy AC tako da je BD vrermenski vektor i Q(Bﬁ ﬁ) =0.
Tada po teorenu 2.3 w AABD imamo da ]'6' Jsinh (a}l = Hﬁﬂ/”/ﬁ[f Takodje.
na aspovu teoreme 2.4 u ABDC vazi cosh(y) = HB?H/HE@H Stoga je

214 WA [sinh{a)| = ||EZ"'J|cosh(»,)

Kouwacno. pormocn relacija (2.13) 1 {2.14) dobija se relacija (2.12). O

Kombinovanjem kauzalnih karaktera vektora E . B 8 1 ;1_8 . na slican nacin

dobijaju se sledeée dve teoreme. pri cemu je 1zostavljen njihov dokaz.

Teorema 2.7. Neka su ZE) i B—C} prostorni (vremenski) nekolnearni vektori,
AC vremenski (prostorui) vektor i neka je o = /-l_ﬁ _8 3 = —J_? R
.8 ? Tada u AABC vaze relacije:

1aCl §BC  |ABI|

rshd 7)) cosh{a)  cosh(~)

—
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(&)
Q]

—
Teorema 2.8. Neka su BC i AC prostorni {(vreweniski) nekolinearui vektornt.
AB vremenski (prostorni) vektor i ueka je a = (,—lg.AC'). ] = (AE.BC'). N =
—_— =
(AC.BCY. Tada u AABC vazge relacije:

JACH _ WBCH _ 1AB]]
cosh(3)  cosh(a}  |sinh{-)]

Teorema 2.9. Neka su rﬁ .BC i AC prostorul nekolinearni vektori 1 neka

Joa = (,{B.f‘). j = {EBT;) iy = (47;9?;) Tada u NABC vaze jednaéine
a? = b x 2be coshia) + 2.
b =6 4 2accosh{ 3) + .

¢t = a? T 2abcosh(y) + 17,

AT = b 2B = -

Dokaz. Posto je ﬁ + ﬁ /Tg pomodén definicija 1.11 1.2 lako dobijamo

gornje jeduakostl. O

Teorema 2.10. Neka su ﬁ 1 /—{? prostorm nekolinearni vektori. B—C}f vre-
wmenski vektor 1 neka jo a = (ﬁﬁ) g o= (A‘B)RE) 179 = (ﬁﬁ) Tada u

NABC vaie jeduakosti

a’ = = 4 2becoshia) — 4.
b = ¢ + 2aesinh{3) — o”.

¢* =D T 2absinlf) — “

pri ¢erun jo HEH = r. Hﬁ“ = . HTK“ =

Dokaz. Posto je nl—é + W = 7} pomodu defimiena 1.1, 1.2, 211 2.2 lako

dobijjamo gorwje jednakosti. [

U nastavlkn definigero mere hiperbolickog ngla 1zmedin dva ne nul vektora.
Ako je osa ((X.Y) ozuacen orijentisaul hiperbolicki ugao od vektora .\ ka vektorn
Y. oznaciino sa [X.Y7] neorijentisani hiperbolicki ugao izmedju vektora X i Y.
Tada je ocigledno [X. Y] = [(N.Y7}]. pri cemn |- | oznacava apsolutnu vrednost.

Uocimo sledede skupove neorijentisanih nglova n Lorencovoj ravni:

{[X. ] XY €Ll g X.X) > 0.g(1.Y) = 0.
([X.7) NV € L2 g(N.X) < 0. (YY)
(LY. ] XY e L g(N.X) > 0.4(1.1) < b,

fl

Box o
Il
AN
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Primetio da je Ay N Ay 1Ay = 8 Sada definieno funkeijn o c 0¥ A, — R

sd

{(2.15) m[}{. ‘1'—] = ln (MMM>

WY

Lema 2.2. Funkcija ni 2 UP_ | A, — R™ ima sledece osobine:

(1) Postoji ugao [XN. Y] € W_| A; tako da je m[X. V] =

(2) Ako je [N Y] = VLW, tada je [ X, Y] = [V W]:

(3) Ako jo (N YT+ Y Z) =[N Z) tada je ] N Y+ mfY Z) = m[X. Z].

Dokaz. Dajeino dokaz u slncajn kada [Y.17] € Ay, Dokaz u preostala dva
sluéaja kada [X. 1] € Ay Ay tece analogno. Uoéimo prostorue vektore ¥ = (1.0}
1Y = (5= z:H' F—z:—) Prema tome. [X.17] € 4; pa lako palazimo da je m[X, 1] =
lue =1, Tiune je dokazano tvedjenje (1)

Dalje. pretpostavimo da [NV V] € Ay 1 neka je [XV] = (10117 Tada
je ("osh[ XY = coshft WL sinh[ X, Y] = sinhﬂ W ] 18 ()1)/110111 da je cosl{ Y. 1] =
(X AP st [ Y] = [g(X.T(

L ]{

T = (5 )
= ()
= m[V. W]

Time je dokazano tvrdjenge (2}

Pretpostavimo da [X.V]0 30 Z]0 [V Z] € A 1oneka je [N 1]+ 10 2] =
(V. Z]. Tada je cosl([ X, 37437 Z]) = cosh[ X, ZT1 stoga je cosh{ N 1 cosh[Y Z] 4
sinhl V. 1) sinh[} 1 Z) = tosh[\ Z]. Posto je cosh[X. Y] = [g(X I/
sinl [ Y] = [g( X TN/ N YL sledi da ge

(2.16) g Vg5 2] oY TAD g T(Z)) gl V. Z)]

N2 H‘\HH) 121 Al

Stavise, 1ma osuovit pretpostavke [N Y]+ [V, Z] = [V, Z] imamo da je sinh{[X. Y]+
N2y = swh[N.Z]. odakle je sinh[X.Y)cosh[Y| Z] 4+ cosh[X, ¥Y]siuh[}’ Z]
= sinh[Y, Z]. Stoga nalazimo da je

N TO DY Z) N N AT )] gl N T(Z)
HA\HH) =1z AR NI ERIvA) 2

J
—_
-1
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Prema tome. koristedi definiciju funkeije e, relacije (2.16) 1 (2.17). dobijamo da je

m[ X 3 Y Z
_hl(hf(-x‘}')"i" y(A.T(Y))I)Hn(y(S.Z)H]g(}iT(g)H)

T 11311 Z1]
B lg (A 4 9N TR g 2)[ + [g(Y . T(2))]
= (( Xy ) S )
1 (i_q(,\',ZH |U(X~T(Z))|)
NN IFA | X1 Z1]
= m|N. Z].

Tiwe je dokazano tvrdjewje (33, O

Sada dajemo definiciju mere hiperbolickog ugla izmedju dva ne unll vektora
u Lorencovoj ravni L*. Ova definicija analogna je definiciji mere ngla izmedju dva

vektora n Euklidskoj ravni. Oznadinio sa A = U7 A,

=1

Definicija 2.3. Funkcija m : A — RV je wmera hiperbolickog ngla izmedju
dva ne mul vekrora n Lorencovoj ravui L*. ako ona zadovoljava sledede uslove:

(1} u skupu A postoji hiperbolicki ngao a € A. tako da je mfa) =1

(2) ako a3 € A fe;.d.'—t jemla) = m{3),

(3) ako o, F 5 € Aia4 3=~ tada je m{a} + m{3) = m(y).

S obzirom da funkcija i definisana sa {2.15) zadovoljava uslove 1z lete 2.2,
na osuovi definieije 2.3 sledi da je funkeija m jedua mera na skupu A n Lorencovo]

ravii.

3. Powmocn poja hiperbolickog ugla 1zmnedjn dva ne nul vektora n Loren-
covoj ravil. mognée je klasifikovati krive bonstantne precesije n Lorencovom pros-
toru L%, Podsetimo se da su po defiuiciji krive konstantue precesije one krive
¢ija osa rotacije Freueovog repera rotira oko uekog fiksivanog pravea konstautnon
brzinout. gradect sa njin konstantan ngao. Ove krive detaljuo su pronéene w En-
Klidskow prostorn £7, pri éemn snwjihove parametarske jednacine date n radn
[Se|. Precizogje, nistom radn je dokazano da je tangentna mdikatrisa ovih krivily
Lelisa (zavojuica) koja lezi na sferi n E%. Osin toga. krive koustantue precesije
su 1 radu [PVV] navedene kao priner A-minimaluih (5 > 2) zatvorenih krivih u
Fuklidskow prostorn E¥

U ovo) glavi. pomodu pojia hiperbolickog ngla klasifikovane su sve pros-
torue krive konstantue precesije (sa ne nnl glaviom normalomn) 1 sve vremenske

krive konstantue precesije u Loreucovom prostorn L¥. S tim w vezi, najpre ¢eo
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dokazatt da je tangentua wdikatvisa prostorml krivih konstantne precesiye he-
lisa koja lezi na psendosterl. a potom cemo analogno dokazaty da je taugentna
mdikatrisa vremenskill krivih koustautne precesije helisa koja lezi na psendoluper-
bolicko prostoru u Lorencovom prostorn L7,

Neka je 4 = 3{s) kriva kounstantne precesije jedinicue brzine u Lorencovomn
prostorn L. parametrizovana funkeijonr duzine luka s. Nela je {T(s). V{s). Bls}}
Frencoy reper krive 0 Razlikagemo dva slucaja: (A} 3 je prostoiua kriva v (I3) 4
Je vremenska kriva, U nastavku, razmnatramo poschuo ova dva slieaga.

(A) U ovow slucaju, razteatramo dyve mogndénosti:

(A1) glavua normala &N je prostorni vektor;

(A.2) glavua normala N je vremenski vektor.

(A1) Oznacuno sa C{s) = r{s)T(s) —n{s)B{s) osnrotacyye Frencovog 10pera
krive 4. t]. centroid krive . Neka je A(s) = C'(s)+ pN{s). ¢ € B 1 pretpostavimo
da je vektor A{0Q) paralelan sa nckim fiksiramim praveem ? 1 prostorn LY. §
ohzirom na odnos prve 1 druge krivine krive 4, razlikujemo sledede mogucnosti:

(A1.1) w2(s) = 72(s);

(A.1.2) 77(s) > r%{s).

(A 1.1) U ovow slucaju. najpre cemo fiksiratl proizvoljue koustante w1 a.

Neka jew € BT w? < ptla = +/p? —w? Tada za kiivu 4 vaze sledeée dve leme.

Lema 3.1. Slededi uslovi su elvivalentui:
1

InS ll*w

sinh{C'. A) :w/n

{
(2
(3
(4
(3) cosh(N.A) = |pul/a.

)
)
)
) ¢
)

Dokaz. Poito je ¢(C.Cy= —g(N' . N') =72 =2 1 gl A A) = p? 4 72 — »*.
sledi da su tvedjenga (1), (2) 1 (3) ek\uvalcntua. Neka je o =span{C|, N} ravan
razapeta nad vokfm'ium C 1N, Tada je g vremenska ravan 1 A4 € o, Prewa tome,

ANJNCHIAN = wier i cosh(NV.A) = [g(V. A) All =

| sih{

{/fl/ﬂ- D

Lema 3.2 dko vazi bilo koji od uslova iz leme 3,10 tada su slededn nslovi
ekvivalentui:
PIC T = Jpd;

(2) velitor A{s) paralelan je sa fiksiranim praveem U za svako s.

Dokaz. Ako je A = 0. onda i sawmo onda je (7 = —p N’ sto jo ckvivalentno
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s (1€} = |uw]. O

Teorema 3.1. Neka je J{s) prostorna kriva jedinicnue brziue sa prostoruom
elavnom noralom N pri éemn Je k3Hs) > (s} za svako s« Tada d(s) iua
privodie jeduaciue s{s) = weoshps). 7(8) = wsinlfps). w € BT € B ako i

sao ako je J(s) kriva konstantue precesije

Dokaz. Pretpostavinoe najpre da je £(s) = wcosh{ps). r(s) = wsmh{ps).
Tada je 7/(s}) = pr(s). x'(s) = pur{s) 1 stoga jo A{s) = 0. Sledi da je A(s) =
coustant 1 kako je po pretpostaved vektor A{0) paralelan sa T ddedi da Je vektor
A{s) paralelaw sa 1 za svako s, Tada na osnoviclema 3.1 1 3.2 sledi da e J kriva
konstantue precesije.

Obratuo, ako je d{s) kriva konstantne precesije. tada na osnovu leme 3.2
imamo da je vektor A(s) paralelan sa fiksirauim praveem 7 za svako s. pa je
A" =0 5t0 je ekvivalentuo sa (77— p YT+ (—#" 4 o7 )3 = 0. Prema tome, v/ = pon.
rh=pr Odavde je rls) = wcoshi{ps). 7(s) = wsinh{ps). O

U nastavka, wajpre cemo dobiti parametarske jednaéine tangentue indika-
trise krive 4, a potow integraljenjem paraietarske jednacine krive 4. Oznacimo sa
y(s) = A'(s) tangentnu indikatrisu krive 3. Posto je g(+(s),v{s)) = 1, kriva ~(s)
lezi na psendosferi »2 4y =% = 1w prostoru L®, Stavise, lema 3.1 implicira da vek-
tor 4’ (s). koji je kolinearan sa vektorom N. obrazuje koustantan lnperbolicki ngao
sa prostornim koustantuim vektorom A, tj. (N, 4) = (ﬁA) = £ =constant.
Prema tome. 1{s) je prostorua helisa koja ezl na psendosferl. Oznacimo sa s,

funkeiju duzine Inka krive 5. Tada parametarske jednacine krive - glase:

{3.1) aoo= s coshf o = ylsa) o= z{s. ).

Uociino vektor ag = A/|[A]] 1 posto je na osnovn lema 8.1 1 3.2 vektor A prostorul

koustantan vektor. wozemo uzett da je o = (1.0.0}. Oznacimo sa v, = v,(s5)

ortogonalun projekeiju krive 4 na ravan = Oyz koja je ortogonalua na vektor
. pri éemu je s, fnukeyja dugine Inka koive 4, Tada su paramctarske jednadine

krive -, oblika:

(3.2) P 0 S )
Stavise, krive 4 i vq st povezane relacijom

{3.3) Yl ) = () = glalsa) ag e

Diferencizanjein prethodue jediacie nodnosu na s, nalazio da je

(3.4) =T, — coshi{f)ag.
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1 stoga e

(3.5) drw = (T. — coshi{Byun s,
Posto e
(3.6) dst = \gldr . dyye )| = sinh®(8)ds?

sledi da ge
(3.7) s, = sih{f)s..

Dalje imamo da je

dryy 1
3. = = — T. — coth(# .
(3.8} T Te. " smbif) T. — coth{#)ag

1 preua ftome je

e 1
ds?2 sinh*(4)

(3.9) T =

AT
- RN

S dimge strane. nnamo da je
(3.10) T, = rw N

sto zajedno sa relacijomn (3.9) nuplicira da je

(3.11) no o= sinh? (@) g N[N
Diferenciranjen: jednakosti

(3.12) cosli{d) = ¢(T,, ay) = coustant,
1 odiosu na s, debijanio da

(3.13) gl N gy =0,

Iz prethodue jednacine sledi da je

(3.14) ag = cosh{&) T, + sinh(#) B, .

Diferenciranjem prethiodne jednacine n oduosn na s, dobija se

(3.15) cosh(#) T - siuh(8)B. = 0.
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Dalje. korstedn odgovarajuce Freneove jednadiue nalazimo da je

Ko
13.16) - = —tanhif) = roustant.
TA

Stavise. diferenciranjem jednaéine g{~(s.).v{s,}) = 1 po s. 1 konsteci odgo-

varance Freweove formule, imamo da je

[3.17%) “(5.) = f~—1~}~}. + j—(—)B

fir, T

1 stoga je

(3.18) g(n(s).00540) = (i)z - (i(i),)z =1

Ko T NH.

Neka jo R- =1/, T. = 1/7.,. Tada prethodua jednacina postaje

(3.19) R — (TR =1.
Zamenow T, = — R, tauh(#) 1 integraljenjent. dobijamo da je
(3.20} Bf - si coth”(#) = 1.

Neka je R, = 1/#,. Pomoéu relacije (3.11) nalazimo da je R, = R./sinh?(8) i
posto je s = s,/ siuh(#). relacija (3.20) postaje

14

(3.21) R% — 5% cosh®(6) = sinh*(8).

g
s
i ekvivalentuo

(3.22) HE = —— 1_ .
siih (#) + 52 coshi™ ()

Oznadéimo sa @ hiperbolickl ugao izmedju vektora ey = (0.1.0) 1 Tr. ). o =

(co. Tr). Neka je o'(s;) = kp{s:). Tada relacija (3.21) implicira da je

s -

{3.23) o{s) = / .
: \/smh"(a) + 52 cosh®(#)

1 stoga je

1
{3.243 o(sy) = —— —sinh™! 5 (
coshio) © sinhT (A

s~ cosh 6’))
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Iz prethodne jednacie dobijamo da je

sinh” (¢
- Msillh(wt‘t)ﬁh(ﬁ)).

coshi{f)

=
1~5
[ia]

Zawenont relacije (3.25) u relaciyi (3.21) nalazimo da je

1
sinh 2 () cosli(@ cosh(6})

(3.20) oy =

Pomodun relacye {3.8) dobia se da je T vremwenskr jedincin vektor koj fezr n
vremensko) ravur Oy Posto je ¢ = (Tr, e2), sledi da je
(3.27) Tr = sinh{o)ey + coshi{ao)e,

Dalje. posto je L{s,) = To{s5). dobija se da je

1
(3.28) w = / (siuli{o)ey + coshi{@)ey ddo.
S wxlo)

Zamcnow relacije (3.26) w rvelaciyn (3.28) 1 mtegraljenjem. unalazimoe da param-
clarske jeduacine krive 55 glase
(3.29)

ry =10

sinh” ¢ 1
Yr = sm; (1 T eonhid cosh(@(1 + cosh &) + 1 ol cosh{o(1 — ('05;119)))

sinh{a(1l -+ coshif)} +

[
2

ﬂnhzﬁ( 1

5 T eouid sinh{e#(1 — cosh 9)))

1
1 —cosh#
Osin toga, fmukeija dnzine Inka s krive 7 1 funketja duzine Inka s, tangentue
imdikatrise +. povezane su relacijom
ds.

{3.30) it = m(s).

Stavise. na osnovit teoretue 3.1, sledi da je r{s) = wcoslifjrs). §to zajedno sa
relacijon {3.30) daje
W
(3.31} §, = —siuhips).
it
Na osuovn letue 3.1 imamo da je cosh(€) = |p]/a 1 stoga je sinh(f) = w/a.
Koristed relaciju (3.25), relacija (3.7) postage

W

(3.32) 5. = — siuh{ocosh(f)).
T
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Tada relacije (3.31) 1 (3.32) imupliciraju <da je
(3.33) @ = Qs

Prewa tome. zamenow siuh(#) = w/a. cosh{f) = [j| /a0 nrelaciji (3.29) 1 koristed
velacijn {3.33) relacija {3.29) postage

f e = ()
w? i ‘ 1
(3.34) Uz == _2:(:_4—;;! cosh{{a + pe}s) + P cosh{{a — ;1}.9})

L
B

w? 1 1
»#( sinh{ (o 4+ pe)s) + smh{{a — ,«1).&-)).
g o

Tada relacyye (3.1), (3.2} 1 (3.31) unplicivajn da kriva 4 nna paramectarske jeduacie

oblika
b = “ sinh(ps)
0
(3.35) 4. = H; “ coshi{a 4 yi)s) — atr coshi{{a — jo)s)
E4q e
Z = -« sinh({a + p)s) — “'+ A sinhi{{a — p)s)
20 201 ‘

Kouacno, integraljenjem parametarskill jednacina {3.35). dobijajn se parametarske

ieduaciue krive 7 1 sledeco] teoreinr.
Jed } Fuslededog ¢

Teorema 3.2. Neka je f = J(s) prostorna kriva konstautue precesije je-
diniéne brzine sa prostornom glaviom noralom N u prostorn L. pri éemu je

73(s) > k¥ (s) za svako s. Tada kyiva 3 ima parametarske jednadine oblika

w
r{s) = — cosh(js)
o
Lt . , 0o+ , )
(3.36) yi{s) = ————2(1(“ . sinh{(a 4 je)s} — —-__—_‘Zn(a — sinh{ (o — ji}s)
(s} = AN coshi({a + st)s) “ T p cosli({a — jr)s)

2a(a + )  2a{a - it)

i cenm Jeow € R e Rop? e W o = 12— Wi Stavise. kriva 3 ezl na
! A /

2

fvadrici {7 fo? e 4 y® — 2% = (=) (e n prostorn LY

A 1.2 U ovowr slucajn, fiksirajmo proizvoline koustaute w1 a. Neka o € R
. J 1 '
P ueka je a = /p? 4 w? Shicno kao wslucajn (A.1.1). za krivu 3 vaZe sledede dve

leine.

Lema 3.3. Sleded uslovi su chkyvivalentar:
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(L IO = wr
(2) [|N]] = -
(3) 1Al = a:

(4) cos(C A} = w/a;
(o) cos{V. 4) = p/a.
Lema 3.4. Ako vazi bilo koji od uslova 1z letue 3.3, tada su sleded uslovs

ckvivaleneni:

(LI = el

(2) vektor A{s) je paralelan sa fiksirannn praveews Toza svako s.
Dokazi lema 3.3 1 3.4 analogni su dokazinia lema 3.1 1 3.2 respektivio.

Teorema 3.3. Ncka je 4 = J(s) prostorua kriva jedinicune brzine sa pros-
tornow glavnow norialom N. pri demm jo 3(s) > w2(s). Tada kriva (<) iwua
privodue jeduacine oblika v(s) = wsinh(ps). 7(s) = weosh{ps), w &€ RT. p € R

ako 1 samo ako je 3(s) kriva koustantue precesije.

Dokaz. Dokaz ove teoreme teée analogno dokazu teoreme 3.1

U nastavku, najpre oo dobitl parametarske jeduaéine tungentne mdika-
frise krive 4. a potom pritodun paramcterizaciju krive 3. Stavise. koristiceino
slican postupak 1 etode kao u slucaju (A1.1).

Neka je v{s) = () taugeutna indikatusa krive 3. Tada je g{~{s),~7(s)) = 1.
pa kriva 5 ledi na pseudosphert sa jednaéinom +* + y? — 2% = 1. Na osnovu lewe
3.3 sledi da njen tangenrnl vektor ='(s) obrazmyge konstantan luperbolicki ngao
sa prostoroim konstantum vektorom A, t). (Vo A) = (W%) =  =constaut.
Premsa tone. 5 {s) je prostorna helisa koja leZl na psendosfer1. Stoga paranctarske

Jeduadine krive 4 plase

roo= s cos bl g = Yy~ (54, s, o= (84 ).

pri cemtt jo s- funkeija duzine luka kiive 5. Dalje. neka je oy = A/l Aj| jedinieni
vektor 1 praveu prostornog konstantuog vektora A. Zato mozemo uzetl da je ag =
(1.0.0). Ozuacino sa 5, ortogonalun projekern krive 4 na ravan 7 = Oyz koja

Je ortogoualua na veltorit ag. Tada kriva 5, jedinéne brzine nia parametarske
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Jjednadéine oblika

o =1,
-2
. f 1 1
T— ~in ( coshie{l + cosf}) + ————— coshi({cos & — 1)(')]).
2 I+ cosf cosf -1
i g:ﬂnzH( 1 ({1 + cos 6)) 1 il {cos B — 1)0)
S S~ sihi{ e oS ond 1 sinli{{cos 8 — 1o )

Stavide, zamenow sinfl = w/a, cosd = jifa. o = as. s, = weoshiocos 8)/
1 prethodiim parametarskim jednacinama, nalazimo da parametarske jednacine

krive = glase:

w

r., = — cosh{ps).
a
~ vt
Yo = Uy = 02 ! cosh{{a 4+ p)s) — T coshi{(yr — a)s),
a :
g +p
L= = “‘) & sid{ (o + jijs) + o sinh{ (g — a)s).
Z0

Iouacno. wtegraljenjem posledujill jednaéina dobija se parametrizacija krive 4
1 terminina wjene funkeije duZine Iuka s Pomennta parametrizacija data je n

sledeco] teoremi.
Teorema 3.4. Neka jo 3 = J{s) prostorua kriva koustautne precesije jo-
dinicne brzine sa prostornow glavunon normalom N u prostorn L*. pri cemu je

k(8] > 7(s) za svako s. Tada 3 ima parametarske jeduadine oblika

r(s) = —= sinhi(js).

[t
o — i . oA gl )
y(s) = m smh{{a + je)s) — m sili{{jr — a)s).
=(s) = ;f{ﬁ coshi{a + y)s) + 2“;(\:}”(7) cosh({yr — a}s).

pri cenmow € RT. 0 € Roa = Jw? 4 u?. Stavise. kriva 3 leii na kvadrici
(ot — 2 = (4 /ey u prostora LY

{A.2) Uovom slucajn., oznacio sa C{s) = —7(s)T(s)4r(s)B{s) osurotacyje
Freneovog repera krive 3. Neka je A{s) = C'(s) + puN(s). o € R. Pretpostavimo
da je vektor A(0)) paralelan sa nekim fiksirauin praveem 7) u prostorn L*. Osi
toga. filsitajmo koustante w i a. tj. neka je w € RT. w? < pi¥ o = /p? —w?.
Tada lako nalazimo da vaze leme 3.1 1 3.2 Stavise, koristeél ove dve leme dobija

se sleded] teznltat.
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Teorema 3.5. Neka je 3 = J(s) prostorna kriva jedinicue brzine sa vre-
menskow glavnom normalom N u prostorn L*. Tada 3(s) ima prirodue jednaéine
oblika 1(s) = wreos(ps). 7(8) = wsin(ps). w e B e B, ako 1 samo ako jo J(s)

kriva kounstautue precesie.

Dokaz ove reoreine analogau je dokazu teoreme 3.1,

Kao u prethoduim podsluca jevima, najpre nalazimo paramctarske jednacie
rangentue imdikatmse krive ., a zati dobijaio parametrizaciu krove . Posto e
postupak dobyanja ovili dvepu parametrizacija shéan ved vedenowm postupkn n
shéajovima (A 1.1) 1 (A 1.2). dajeino samo neke etape ovog postupla. Ozuacimo
sa {¢) = 3{s) tangentnu indikatrisu krive 4. Tada je g{y(s}.~(s)) = 1. pa stoga
kriva (s) lezi na pseudosferi +% + ¢* — 2% = 1. Osim toga. na osnovu leme 3.1
sledi da wjen tangentui vektor ~/{s) obrazuje koustantan hiperbolicki ngao sa vre-

wenskit konstantnim vektorom A, tj. (V. A) = (W-{) = f =constant. Stoga

sledi da je ~(s) vremenska lelisa koja lezi na pseudosferi. Njeue parametarske

jedunacine glase:
ryo= (s, Yy = Yo (5], zy = 8, cosh

pri cewn Joos. fuukeija dnzine Inka krive 40 Neka jo o = A/

AllL pa mozemo
nzett da je g = (0.0, 1), Ako se kriva 4 ortogonaluo projektuje na ravan = = Quy
koja je ortogonalna na ag, nalazinue da ortogonalna projekeija ~, jedinicue hrziue

e parametarske jednacine:

S 1 _ 1 _
P o= 311121 (1 sk sin((1 4+ cosh 8yo) + e 1 sif{coshd — 1)@‘))).
sinh® § -1
Un = 5111?1 (msh il cos{{cosh 8 + 1)o) + cosho =1 cos((1 — (tuShﬁ')G))).
zx =0
Stavise. zawenow sinh 8 = w/a. coshé = jpl/a. & = as. s, = = sinf(@coshif) u

posledigin parametarskim jeduacinama, sledi da parametrizacija krive 4 glasi:

{— o0 a -+
o =g = 2 st (v 4 pe)s) + et sin({yr — a)s),
' 2a 20
a = ft a -+ gt
Uy = Yx = T\’ cosi{a -+ p)s) + —‘)—"—C()s((a — )s).
o= = sinyes).
@

Konacno. mtegraljenjem prethoduih jeduaciia, dobija se privodna parametrizacija

krive 3 u sledeco) teorem.
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Teorema 3.6. Ncka je J = J(s} prostorna kriva koustantue precesie je-
dmicue brzine sa vremenskom glavnom normealom N u prostoru L*. Tada je

privodua parametrizacija krive J dara sa

(5] = — ' osi(a + )s) + ——F— cos(la — u)s)
rls) = —————vvos({a + p)s) + ————cos{(a — p)s).
Zala + ) T 2oe{o — p) g
0 — R ) &+ L .
yls) = A,u smi{a +p)s) + _aTh si{ (o — p)s).
Zafu + u) 2a(a — w)
Sl = —iv()s(;w).
!ff\
prifemnw € RY € Row? <y a = Jp? — ot Stavise. kriva 3 lezi na kvadrici
oyt St = 4wt 1 ozatvorena je ako i osawmo ako je ji/a racionalan

broj.

Napomena 3.1. Parametrizacija krive 3 iz teoreme 3.6 dobijena je u radu

Posledica 3.1. Sve prostorue krive konstantue precesije za koje je pu/a

racionalan broj. sn krive tipa 3 u prostoru L?

(B) U ovown slucaju. oznacimo sa C{s} = —7(s)T(s) — v{s)B(s) osu rotacije
Freneovog repera krive J 1 neka je A(s) = Cls) + pN{s). p € B, Pretpostavinio
da je vektor A(0) paralelan sa wekun fiksirani praveem —1’> u prostorn L*. Tada
razlikigemno dva shieaja:

(B.1) n*(s) > 72(s):

(B.2) 7%(s) > wi(s).

(B.1) U ovew slneéajn. fiksirajmo koustante w € BT a = /w? + p?. Nije
tesko dokazati da tada vaze uslovi iz lema 3.31 3.4 Stavise. koristedi ove dve leme.

dobija se sledeca teoreina.

Teorema 3.7. Neka je J = J(s) vremenska kriva jedinicne brzine u prostoru
L*. pri cemu je 1%(s) » 77(s) za svako s. Tada kriva 3(s) ima prirodne jednaéine
oblika w(s) = wcosh{ps). 7(s) = wsinh{ps). w € R, € R. ako 1 samo ako je

i(s) kriva koustautne precesije.

U ovowr slucaju. tangentna indikatrisa ~{s) = 3(s) krive J je prostorna

: . 3y . . ) . . .
helisa koja lezi na psendohiperbolickom prostorn % 4+ y* — = = —1. Shéno
kao n prethodnnn slncajevima. nalazimo paramctarske jednaéine krive =, a zatim

wtegraljenjem il jednacina. dobijjamo sledeéu teorewn,

Teorema 3.8. Neka je 7 = d(s) vremenska kriva konstautne precesije
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jedinicue brzine. pri cemu je w*(s) > 77(s) za svako s. Tada su parametarske

Jeduaciue krive 7 oblika

ris) = — coshis),
e
(53 b — f hi(a + p)s) + o+ B({
yls) = ————— cosh{{w 1) ————coshn({a — g8
Y 2afa + ) HI, 2o — p) s
— gl . , a4+ p : .
Dish = < Al sinh{{o +~ pjs) + ————simh({a — u}s),
Devter + 1) Zafo — g

pri denmi o w € RY .y € Roa = Ju? +w? Stavise. kriva 3 lezi na kvadiici
(it jo et =yt 2t = —4,{L2/'w'l.

{B.2) U ovom sluéaju. fiksirajmo konstante w € RY. w? < g a = /pu? — Wt

Tada se lako pokaznje da vaze uslovi iz lewna 3.1 1 3.2, Stavie. pomoéu ove dve

lee. dobijajn se sledece dve teoreme,

Teorema 3.9. Neka je 7 = J(s) vremenska kyiva jedini¢ue brzine u prostoru
L* pri éemm je 72(s) > v*(s) za svako s. Tada 3(s) ima prirodne jednacine oblika
wis) = wsiuh{ys). 7(s) = weosh{ps). w € RT. p € R. ako i samo ako je 3(s) kriva

koustattue precesije.

Teorema 3.10. Neka je J = J(s) vremeuska kriva koustantue precesije
Jedimicne brzine u prostoru L7, pri éemu je 77(s) > w*{s) za svako s. Tada 3 ima
parawmetarske jednadine oblika

7

r(s) = = sinb(ps).

jia

yls) = ﬁ coshi{{a + j)s) — % cosh{{p — a)s).
R o= . ' e _
s} = Sl 0 0 sinhi{(a + pe)s) — ~——20(N ~ ) sinh({;e — a)s).

pri demm je o € RY. W% <yt o = Ju? —w?. Stavise. kriva 3 lezi na kvadrici
(it Je? e oyt — 2t = A fwt

Posledica 3.2. Sve vremenske krive konstantne precesije za koje je u/a

racionalan hroj su krive tipa 3 n prostorm L7

Na ta] naciu. teorewomn 3.10 kompletivaua je klasifikacija svih we nnl krivih

konstautue precesije u Lorewcovoru prostorm LY.
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Slika 3. Prostorna kriva konstantne precesije sa prostornom glavnormn
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Shka 4. Prostorna kriva konstantne precesije sa vremenskom glaviom
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